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Liste des notations

Liste des notations

Atomes d’aluminium d’environnement tétraédrique.
Atomes d’aluminium d’environnement tétraédrique.

Atomes d’aluminium d’environnement octaédrique.

Matrice rotation active positive dans I'espace a trois dimensions.
Champ magnétique statique.

Champ radiofréquence.

Constante de couplage quadrupolaire.

Parametre reliant la constante de couplage quadrupolaire et le
parametre d’asymeétrie.

Dynamic Angle Spinning.

Double Rotation.

Durée entre deux acquisitions.

Matrice rotation active positive de Wigner d’ordre j.
Matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre j selon Fano.

Matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre j selon Wolf.

La plus grande composante du tenseur de GCE dans (Z™°)
Moment quadrupolaire électrique.
Dimension correspondant au spectre haute-résolution isotrope.

Dimension correspondant au spectre de poudre.

Signal de I’écho.

Signal de I’anti-écho.

Free Induction Decay.
Gradient de Champ Electrique.

Hamiltonien quadrupolaire.
Hamiltonien quadrupolaire au premier ordre.

Hamiltonien quadrupolaire au second ordre.

Hamiltonien Zeeman.
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Hamiltonien radiofréquence dans le référentiel (7).
Hamiltonien radiofréquence dans le référentiel (Z°5%).

Hamiltonien radiofréquence dans la représentation d’interaction.

Valeur du spin.

Opérateurs de spin associés aux composantes de | selon les axes X, y et z.
Localisation des échos.

Vecteur aimantation nucléaire.

Angle magique : Magic-Angle-Spinning.

Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning.

Nombre d’accumulation.

Terme utilisé sur les spectrometres pour la fréquence porteuse.
Ordre de la cohérence.

Matrice rotation passive positive dans I'espace a trois dimensions.
Moment quadrupolaire.

Nombre de quanta entre les niveaux d’énergie r et c.

Opérateur rotation active positive d’angle ¢ autour de I’axe z.
Opérateur rotation passive positive d’angle a autour de I’axe z'.
Opérateur rotation active positive autour des axes mobiles.

Opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon Fano.
Opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf.
Opérateur rotation active positive autour des axes fixes.

Opérateur rotation passive positive autour des axes fixes selon Fano.
Opérateur rotation passive positive autour des axes fixes selon Wolf.
Référence du spectre.

Premiere série du signal (dit cosinus en t,) obtenue par la méthode
hypercomplexe.

Seconde série du signal (dit sinus en t,) obtenue par la méthode

hypercomplexe.
Transformation par cisaillement (shearing).

Durée d'impulsion.
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Liste des notations

Péeriode d’évolution expérimentale ou la période d’évolution des
cohérences MQ (séquence MQ-MAS). Durée de la premiére
impulsion pour les échos de Hahn.

Période d’evolution (séquence MQ-MAS).

Péeriode d’acquisition expérimentale (Séquence MQ-MAS).

Durée de la deuxiéme impulsion pour les échos de Hahn.

Durée d'impulsion correspondant a I’intensité maximale du signal.
Durée d’impulsion correspondant a un basculement de

I’aimantation d’un angle 172 dans une solution aqueuse.
Matrice des vecteurs propres.

Opérateur linéaire ou opérateur d’évolution.

Tenseur cartésien du gradient de champ électrique.
Variable Angle Spinning.

Tenseur sphérique du gradient de champ électrique.
Zéolithe pour un taux d’échange au lanthane de x %.
Harmonique sphérigue.

Zéolithe NH,Y d’origine.

Zéolithe desaluminée sans vapeur d’eau pendant x heures.
Zéolithe désaluminée avec vapeur d’eau pendant x heures.
Angles d’Euler.

Valeur particuliere des angles d’Euler.

Constante de couplage quadrupolaire (identique aCy,).

Terme dd au champ électrique créé par les cations et la charpente
zéolithique et contribuant au déplacement chimique du xénon-131.
Déplacements chimiques observes du centre de gravité d’une raie
dans la dimension F1 et F2.

Déplacement chimique isotrope.

Offset ou écart a la résonance.

Rapport gyromagnétique ou un angle d'Euler.

Parameétre d’asymétrie.
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Liste des notations

p Opérateur densité dans le référentiel (Z-*®) ou pour simplifier la
notation pg.

Pr Opérateur densité dans le référentiel (Z°F%).

P Opérateur densité dans la représentation d’interaction.

T, Durée de la premiére impulsion pour la séquence MQ-MAS.

1, Durée de la deuxieme impulsion pour la sequence MQ-MAS et

période d’évolution expérimentale pour les échos de Hahn.

T, Période d’acquisition expérimentale pour les échos de Hahn.

(Z%) Référentiel laboratoire.

(=°B%) Référentiel tournant.

(=PA9) Référentiel des axes principaux du gradient de champ électrique.

(VA9 Référentiel de la turbine.

(=MAS) Référentiel de la turbine & I’angle magique.

Wy Couplage quadrupolaire.

W, Fréquence angulaire de Larmor.

Wy Amplitude du champ radiofréquence.

Wy s W, Fréquence porteuse ou encore fréquence angulaire du champ
radiofréquence.

W50 Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de
la raie centrale.

W, W, Fréquence de la dimension F1 et F2.

Q Matrice des valeurs propres.

Qp, Qf Offset de la frequence porteuse dans la dimension F1 et F2.

&, 0, 0 Angles d’Euler associés a la rotation active et utilisés pour

différencier rotation passive et active.

W()) Vecteur d’état normalisé.
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INTRODUCTION

Depuis sa découverte en 1945, la Résonance Magnétique Nucléaire (RMN) est
devenue une discipline en soi, couvrant un large domaine scientifique : chimie, physico-
chimie, biochimie, biologie, biomédical... La RMN haute-résolution pulsée a haut
champ permet de déterminer des différentes espéces chimiques présentes dans un
échantillon et dans la mesure du possible de caractériser de leurs interactions mutuelles.

En phase liquide, le mouvement brownien moyenne a leur seule partie isotrope
les différentes interactions auxquelles sont soumis les spins nucléaires. On obtient alors,
généralement, un spectre haute-résolution caractérisé par la position des raies de
résonance (déplacement chimique associé a I’environnement de chaque noyau) et par
des multiplets (couplages spin-spin associés a des interactions indirectes entre spins
nucléaires).

En phase solide, du fait de la rigidité du réseau cristallin, le milieu rend les
interactions dipolaires et quadrupolaires anisotropes et provoque un élargissement du
spectre de résonance. De plus, la difficulté d'obtenir des monocristaux de taille adéquate
impose I’étude d’échantillons a I'état de poudre, ajoutant ainsi un élargissement
supplémentaire.

Les noyaux de spin | = 1/2 (*H, 2°Si, *Xe...) sont soumis & I’interaction
dipolaire et au déplacement chimique. L’élargissement di a ces interactions peut étre
quasiment éliming, soit par un mouvement de rotation de I’échantillon autour de I’angle
magique (Magic-Angle-Spinning ou MAS), soit en agissant sur les spins par des
séquences d’impulsions.

Les noyaux de spin | > 1/2 (*’Al, #Na, **Xe ...), qui représentent plus de 70%
des éléments du tableau périodique de Mendeleiev, subissent en plus I’interaction
quadrupolaire. Elle résulte de I’interaction entre le moment quadrupolaire nucléaire
(propriété des spins | > 1/2) et la fluctuation du gradient de charge électrique (propriété
de I’échantillon). Elle permet d’accéder au Gradient de Champ Electrique (GCE).

Actuellement, il n'existe pas de méthode permettant de mesurer le GCE au niveau local.
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Objectifs de lathése:

Cette these porte sur I’étude théorique des spins quadrupolaires, plus
particulierement sur la dynamique des spins a travers la nutation, la précession et
la rotation, et sur la quantification du Gradient de champ électrique (GCE) dans
les zéolithes Y.

Nous avons porté une attention particuliére aux parties théoriques. Un grand
effort a eté fait pour les rendre les plus claires possibles. Pour cela nous n’avons pas

hésité a rappeler les bases et a détailler les démonstrations.

Notre premier objectif était de quantifier le GCE dans les supercages des
zéolithes Y par la RMN du xénon-131. Cette application novatrice du xénon-131 est
assez délicate. En effet, la vibration de la sonde (appelée le ringing) nous empéche de
distinguer le signal du xénon-131. Nous avons donc di développer une séquence
d’impulsion composite, la « séquence ringing », capable d’éliminer les effets du
ringing.

Apreés avoir observé et optimisé le signal du xénon-131, nous avons entrepris la
quantification du GCE. Pour cela nous avons utilisé deux méthodes. La premiére se
fonde sur la comparaison des déplacements chimiques du xénon-131 et du xénon-
129. Cette différence des déplacements chimiques est associée au GCE. La seconde
méthode est basée sur la nutation du xénon-131. En effet, la raie du xénon-131 étant
symétrique, elle ne permet pas de déterminer le GCE en analysant la forme de la raie
obtenue avec une impulsion. Pour cela nous avons mis au point un programme
informatique valable pour tous les spins demi-entiers dans une poudre. Ce programme
calcule I’intensité de la raie centrale en fonction de la durée d’impulsion. Il suffit
ensuite d’enregistrer une série de signaux temporels en fonction de la durée
d’impulsion. La constante de couplage quadrupolaire, donc le GCE, est alors obtenue en

ajustant I’intégrale de la raie centrale de chaque spectre avec son expression théorique.

En 1995, L. Frydman et collaborateurs ont proposé une nouvelle méthode pour
obtenir des spectres haute-résolution sur des noyaux quadrupolaires : la séquence
Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning (MQ-MAS). Notre second objectif était

d’étudier la théorie associée a cette séquence, puis de la valider sur les différents



spins quadrupolaires (3/2, 5/2, 7/2 et 9/2) et enfin de I’appliquer a des zéolithes Y
désaluminées.

Nous nous sommes attachés a comprendre les relations existant entre le spin
étudié, les cycles de phase (nécessaire a I’obtention des cohérences multi-quanta)
utilisés dans le programme d’impulsion et le traitement des données expérimentales.
Nous avons répertorié et détaillé les différentes conventions utilisées pour la
graduation des axes. Nous proposons d’ailleurs une nouvelle convention
complémentaire a celle proposée par Amoureux et Fernandez. Notons que nous avons
apporté une solution aux problemes de repliement des raies d’un spectre MQ-MAS a
deux dimensions. Enfin nous avons déterminé les valeurs du déplacement chimique

isotrope et du parametres C,, correspondant aux différents environnements des

atomes d’aluminium dans des zéolithes Y désaluminées. Nous verrons I’'influence du
traitement de désalumination (avec ou sans eau et durée du traitement) sur ces

valeurs.

L’interaction quadrupolaire peut étre traitée en utilisant des tenseurs sphériques
irréductibles. La manipulation de cette interaction au cour d'un changement de
référentiel équivaut a une rotation. Afin de faciliter les calculs associés au changement
de référentiel des tenseurs sphériques, il est possible d’avoir recours a la matrice
rotation de Wigner. Notons de plus, que la RMN est étroitement liée aux spins
nucléaires qui relevent de systemes microscopiques. D'ou la nécessiter pour les décrire,
d’utiliser le formalisme de la mécanique quantique.

Notre troisieme et dernier objectif était d’étudier le traitement quantique
des rotations et plus particulierement la matrice rotation de Wigner. Cette matrice
est obtenue a partir des opérateurs rotations. En rappelant les principes de base de la
RMN, nous verrons que cet opérateur, et plus généralement I’opérateur exponentiel, est
largement utilise en RMN. Nous mettrons en évidence I’utilisation de cet opérateur lié
a laRMN impulsionnelle, aux changements de référentiel et a la matrice densité.

Les opérateurs, et donc les composantes de la matrice rotation de Wigner, sont
étroitement liés aux conventions choisies (rotation active et passive, rotation autour des
axes fixes et mobiles...), ce qui complique son utilisation. En effet, dans la littérature,
les notations adoptées pour cette matrice et pour les équations de changement de

référentiel associées ne font pas toujours apparaitre explicitement les conventions
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utilisées. Nous nous sommes donc attachés a répertorier les différentes conventions
existantes et a déterminer les différentes formes de I’opérateur rotation puis de la
matrice rotation de Wigner correspondante.

Afin de bien comprendre le phénoméne de rotation nous avons étudié la rotation
d’un point de vue classique. De cette étude nous déterminons des matrices rotations
cartesiennes utilisables lorsque I’on traite I’aimantation nucléaire comme un vecteur ;
mais aussi utilisables pour les rotations de tenseur d’espace d'ordre 1 et d’opérateur de
spin, et ceci en agissant sur les arguments des tenseurs. A partir du choix des
conventions, nous déterminons les différentes relations permettant d’exprimer la
rotation des tenseurs. Nous montrons que ces relations impliquent plusieurs grandeurs
mathématiques : matrices rotations cartésiennes, opérateurs rotations et matrices
rotations de Wigner. Afin d'appliquer ces derniéres nous traitons des exemples de
rotation de tenseur d’espace et de tenseur d’opérateur de spin.

Enfin, nous appliquons au cas d’une impulsion +X, les différents outils de la
théorie RMN que nous avons abordes (RMN impulsionnelle, matrice densité, rotation

classique et rotation des tenseurs).

Plan de la these ;

Nous avons séparé I’ensemble des résultats en deux tomes. Le premier tome est
constitué de trois chapitres, qui traitent des noyaux quadrupolaires et de leurs
applications en RMN. Le second tome est aussi constitué de trois chapitres, mais ces
derniers sont purement théoriques et abordent la rotation de fagon classique puis

quantique et leurs utilisations en RMN.

Dans le premier chapitre du tome I, nous étudions I’interaction quadrupolaire.
Pour cela nous introduisons les hamiltoniens quadrupolaires du 1% et 2" ordres, ainsi
que leurs liens avec le GCE. Puis nous passons aux déplacements quadrupolaires
suivant I'expérience effectuée (statique, en rotation a angle variable & haute vitesse
(VAS), en rotation a I’angle magique a haute vitesse (MAS)). Nos échantillons se
présentant sous forme de poudre, nous simulons les différents spectres a I’aide d’un

programme informatique que nous avons mis au point. En effet, comme nous I'avons
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déja signalé, la forme non symétrique des raies permet d'accéder au GCE. Enfin nous
rappelons l'origine et la localisation des échos et anti-échos de Hahn, que nous utilisons
dans la séquence MQ-MAS.

Dans le deuxieme chapitre du tome I, nous nous intéressons a la quantification du
GCE dans les supercages d’une zéolithe Y par la RMN du xénon-131. Ce dernier étant
sensible aux effets du ringing a cause de sa faible fréquence de Larmor, nous élaborons
une séquence d’impulsions (séquence ringing) capable de les éliminer et permettant,
ainsi, d’observer le signal du xénon-131. Nous développons, ensuite, la théorie
décrivant la dynamique d’un systéme de spins | = 3/2 excité par la sequence ringing. A
partir de cette étude nous avons mis au point un second programme informatique
capable de simuler I’intensité de la raie centrale et d’évaluer le GCE a partir de spectres
expérimentaux. La seconde partie de ce chapitre exploite les résultats ci-dessus. Apres
une description des échantillons et des différents traitements que nous leur avons fait
subir, nous passons a la quantification du GCE. Pour cela nous avons choisi deux
méthodes basees sur la RMN du xénon-131. La premiére utilise la comparaison des
déplacements chimiques du xénon-131 et du xénon-129. La seconde utilise la nutation
du xénon-131. En conclusions de ce chapitre nous comparons ces deux méthodes et
proposons quelques perspectives.

Dans le troisieme et dernier chapitre du tome I, nous traitons la séquence MQ-
MAS et ses applications. Apres avoir rappelé les principes de la spectroscopie RMN a
deux dimensions, nous indiquons comment il est possible de sélectionner des
cohérences £ 3Q a partir d’un cycle de phase approprié. Nous passons ensuite a la
théorie associée a la séquence MQ-MAS. Nous établissons les relations entre le spin
étudié, les cycles de phase, les programmes d’impulsions et le traitement des données
expérimentales. Cette séquence produit un spectre a deux dimensions incliné. Nous
verrons que I’application d’un traitement mathématique (transformation par
cisaillement) sur les données expérimentales permet de corriger cette inclinaison. Puis
nous donnons les différentes facons de graduer I’axe de la dimension F1 et les équations
associees permettant de déterminer le déplacement chimique isotrope et le déplacement

quadrupolaire du second ordre du centre de gravité ainsi que le parametre C,, . Afin de

valider nos prédictions nous appliquons la séquence MQ-MAS aux quatre spins demi-
entiers : 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2. Nous étudions alors I’aluminium-27 dans des zéolithes

désalumineées (en présence ou en absence de vapeur d’eau et pour différentes durées du
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traitement). Enfin, nous concluons ce premier tome et nous donnons quelques
perspectives sur ces travaux.

En annexe du tome | nous avons détaillé le traitement d’un spectre MQ-MAS
d’un spin |1 = 5/2 a I’aide du programme RMN (FAT) de P. J. Grandinetti.

Dans le premier chapitre du tome I1, nous étudions la dynamique quantique d’un
systéme de spins. Nous commencons par rappeler quelques notions de mécanique
quantique ainsi que les différentes équations du mouvement. Ensuite nous introduisons
les principes de la RMN. Cette technique utilisant fréquemment la rotation (a travers les
changements de référentiel...), nous exhibons I’opérateur rotation. Puis nous décrirons
la RMN impulsionnelle et la matrice densité (nécessaire a la description d’un ensemble
de spins) que nous appliquons au cas d’une impulsion +X. Enfin la séquence MQ-MAS
étant une séquence d’écho de spins, nous indiquons comment prédire cet écho avec le
modele vectoriel et avec I’opérateur densité.

Dans le deuxieme chapitre du tome 11, nous nous intéressons d'abord au
traitement classique de la rotation des vecteurs, avant d’exposer le traitement quantique
de la rotation des tenseurs, afin de permettre une meilleure compréhension du
phénomene de rotation et de déterminer les difféerentes matrices rotations cartésiennes.
Dans une premiere partie nous détaillons les conventions possibles et leurs actions sur la
forme des matrices rotations. Puis nous décrirons la rotation positive des vecteurs de
base ainsi que le changement de coordonnées d’un objet. De cette étude nous établirons
les matrices rotations passive et active que nous utilisons dans le troisieme chapitre.
Nous appliquons le changement de référentiel, a I’aide des matrices rotations, au cas
d’une impulsion +X et au cas d’un tenseur cartésien d’ordre 2. En RMN, il est souvent
nécessaire de diagonaliser les matrices et donc d’utiliser la matrice des vecteurs propres
et des valeurs propres. Dans une derniere partie, nous insistons sur lI'analogie entre la
matrice de passage (associée aux matrices rotations) et la matrice des vecteurs propres.
Nous illustrons cette correspondance par I’exemple de la matrice densité dans le cas
d’impulsion +X.

Dans le troisieme et dernier chapitre du tome 11, nous exposons le traitement
quantique de la rotation des tenseurs. Dans les chapitres | et 111 du tome I, nous avons
effectué des changements de référentiel a partir d’hamiltonien sous forme de tenseurs
sphériques. Ce chapitre a donc pour objectif de définir la rotation des tenseurs et la



matrice rotation de Wigner utilisée dans ces changements de référentiel. Dans une
premiére partie nous traitons I’opérateur rotation impliqué dans la rotation des fonctions
d’espace et des fonctions de spin. Nous donnons les différentes formes de cet opérateur
en fonction du type de rotation (passive ou active), des angles de rotation (un seul angle
ou aux angles d’Euler) et des conventions choisies (Fano ou Wolf). Ensuite nous
montrons qu’il est nécessaire d’utiliser des axes fixes comme axes de rotation. Nous
définirons alors les opérateurs correspondants. Dans la suite du chapitre nous faisons le
lien entre les opérateurs rotations passives et actives.

Nous traitons deux exemples de rotation d’une fonction afin de justifier les
relations entre les différents opérateurs. Enfin nous définissons les tenseurs
irréductibles, nous étudions des exemples de rotations de tenseurs d’espace et nous
montrons les différentes possibilités d’étudier le cas des tenseurs sphériques
irréductibles. Nous en déduisons, suivant les conventions prises, les matrices rotations
de Wigner passive positive et active positive. Par des exemples choisis dans la
littérature, nous insistons sur I’importance de choisir et de déclarer les conventions. La
RMN agissant sur les spins, nous terminons ce chapitre par I’étude d’exemples de
rotations de tenseur d’opérateurs de spin. Puis nous généralisons les lois de
transformations par rotation des tenseurs d’operateurs de spin. Comme dans les deux

premiers chapitres, nous traitons le cas d’une impulsion +X.
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CHAPITRE I :

Interaction quadrupolaire

Les noyaux nucléaires possédant un spin | supérieur a 1/2 représentent plus de
70% des éléments du tableau périodique mais ils sont tres peu utilisés en RMN. En
effet, ces noyaux, dits noyaux quadrupolaires, possédent un moment quadrupolaire
électrique eQ® dii au fait que la distribution des charges électriques nucléaires n’est
plus sphérique. Ce moment quadrupolaire électrique est susceptible d’interagir avec le
gradient de champ électrique produit par les charges qui entourent le noyau.

Cette interaction, appelée interaction quadrupolaire et designée par Ho,
complique I’interprétation des spectres RMN. Elle est supposée petite devant
I’interaction Zeeman, on a I’habitude de ne prendre en compte que les deux premiers
termes de cette interaction (termes du premier et du second ordre au sens de la théorie
des perturbations).

Le premier terme HY’ éclate le spectre en plusieurs raies (21 — 1 raies satellites,

la raie centrale n’étant pas déplacée). Le second terme H(Qz) déplace la position de toutes

les raies méme la raie centrale (Fig. 1.1). Dans le cas d’un échantillon en poudre, en

géneral seule la raie centrale est observee, H(Qz) la rend en plus asymétrique. Le spectre

de poudre des raies satellites n'est mis en évidence que si I’échantillon tourne a I’angle
magique. Une raie centrale est entierement caractérisee par trois parametres : la

constante de couplage quadrupolaire €2qQ/h, le paramétre d’asymétrie n et la position
de son centre de gravité d., (exprimée en ppm). Le deplacement chimique isotrope

5c2 de la raie centrale est défini par ces trois paramétres,

_ 30 3e*qQ 0

- 1 1
O =8.. +—[1+= 2%I+1 . 1.1
cs ~ Cco 30%’ 3 0+ 4FR121 + Doy (1)

Une détermination trés précise de 0. est nécessaire si I’on veut remonter aux angles et

aux longueurs de liaison d’un atome avec ses voisins.

@ A ne pas confondre avec le symbole Q (en italique) qui représente les quanta d’énergie.




En partant de I’expression classique de I’énergie d’interaction électrostatique E
d’une distribution de charge de densité, nous déterminerons I’hamiltonien quadrupolaire

dans un espace uniforme H,, (8. 1.1). Afin d’utiliser la matrice rotation de Wigner

(définie au chapitre 111, tome I1) lors d’un changement de référentiel nous écrirons
I’hamiltonien quadrupolaire sous forme de tenseur sphérique irréductible d’ordre 2 (8.
1.2). Nous considérerons ensuite I’hamiltonien quadrupolaire comme une perturbation
de I’interaction Zeeman et nous I’exprimerons dans le référentiel tournant de
I’interaction Zeeman (2°%°) (8. 1.3). De cette transformation nous obtiendrons deux
corrections quadrupolaires (1% et 2™ ordres).

Puis, nous nous intéresserons aux niveaux d’énergie et aux fréquences de
transition (8. 1.4) dans trois cas :

— monocristal statique (8. 1.4.1) ;

— monocristal en rotation a angle variable a haute vitesse (Variable Angle

Spinning, VAS) (8. 1.4.3.3) ;

— monocristal en rotation a I’angle magique a haute vitesse (Magic Angle

Spinning, MAS) (8. 1.4.3.b).
Pour chacun des trois cas nous déterminerons I’expression de I’écart en fréquence
imposé par I’interaction quadrupolaire au 1*" et au 2" ordres. Nous introduirons dans

ces expressions le déplacement quadrupolaire du 2" ordre du centre de gravité du
spectre w{2™ (8. 1.4.2).

Dans les chapitres 11 et 111 nous étudierons des echantillons sous forme de
poudre. Dans ce cas les axes principaux du gradient de champ électrique de chaque petit
cristal sont orientés d’une fagon aléatoire par rapport au champ magnétique By. A partir
des fréquences de transition déterminées au paragraphe 1.4 pour chacun des trois cas
(Statique, VAS et MAS), nous donnerons les valeurs et la nature des points critiques et
nous simulerons les spectres de poudre correspondants (8. 1.5).

Enfin nous nous intéresserons a la localisation et a I’lamplitude des échos et anti-
échos de Hahn d’un systeme de spins 3/2 dans un cristal en rotation a I’angle magique a
haute vitesse (8. 1.6). La généralisation aux spins 5/2, 7/2 et 9/2 des échos de Hahn

(Tab. 1.7) sera reprise dans le chapitre I11 consacré a la séquence MQ-MAS.
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Fig. 1.1 : Niveaux d’énergie et spectres théoriques d’un spin | = 3/2 dans un monocristal. Le couplage
quadrupolaire ay est différent de celui défini par Abragam (p238 [1]).




CHAPITRE I : Interaction quadrupolaire

|.1. Hamiltonien quadrupolaire dans un espace

uniforme

Le noyau atomique est un assemblage particulier de protons chargés
électriguement et de neutrons de charge électrique nulle. Protons et neutrons sont ce
qu’on appelle des nucléons. La stabilité du noyau résulte pour I’essentiel de la
compeétition entre I’interaction nucléaire forte et de courte portée, qui tend a attirer les
nucléons les uns contre les autres, et I’interaction électromagnétique, qui ignore les
neutrons mais fait se repousser les protons entre eux. Dans un atome, les charges
électriques positives des protons attirent les électrons de charge négative, formant un
ensemble électriqguement neutre.

La forme des noyaux dépend de la distribution des charges électriques nucléaires
(Roberts p5-7 [21, Haken et Wolf p359 [3]). Certains noyaux se comportent comme
s’ils avaient un corps sphérique, qui n’est pas en rotation, avec une distribution de
charge réguliére sur leur surface. Ce type de noyau n’a pas de moment magnétique
parce qu’il n’y a pas de circulation de charge nucléaire. Son moment quadrupolaire est
nul ainsi que son spin. Lorsqu’une charge électrique rencontre un noyau, son influence
est indépendante de la direction de son approche (Fig. 1.2.1). D’autres noyaux ont un
corps sphérique en rotation qui posséde une distribution de charge uniforme. Cette
distribution sphérique implique qu’une rotation du noyau (moment magnétique non nul)
ne change pas I’énergie d’interaction électrostatique avec les charges extérieures
(moment quadrupolaire nul et spin égal a 1/2) (Fig. 1.2.2). Enfin les noyaux peuvent
avoir un corps en rotation avec une distribution de charge ellipsoidale (prolate ou oblate,
Fig. 1.2.3 et 1.2.4). Dans ce cas il est évident que I’énergie d’interaction électrostatique
dépend de I’approche des charges extérieures, il n’y a plus de symétrie sphérique
(moment magnétique et moment quadrupolaire non nuls).

Slichter (p485-497 [4]), ainsi que Cohen et Reif (p321-333 [5]) ont introduit
I’hamiltonien quadrupolaire a partir du concept classique de densité de charge d’un
noyau. On s’intéresse généralement a la détermination de I’énergie d’interaction

électrostatique E du noyau avec les charges constituant son environnement.
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@) (2) ©) (4)

| >1/2 1>1/2
nHz0 nz0

Fig. 1.2 : Distribution de charges électriques nucléaires sans spin (1), avec un spin 1 =1/2 (2) et avec un
spin 1 >1/2 (3 et 4). Le moment quadrupolaire n’est pas nul pour les cas ot | >1/2 (3 et 4). Il est
positif lorsque la distribution de charges électriques est ellipsoidale prolate (3) et négatif lorsqu’elle est
ellipsoidale oblate (4). Le cas (b) est de plus basse énergie que le cas (a) puisque c’est le cas ou les
charges négatives externes sont les plus proches des charges positives du noyau (Haken et Wolf

p359 [31 ; Slichter p485 [4]).

On commence par décrire la densité de charge p du noyau (nombre de particules

chargées par unité de volume dt = d®r) en terme classique. Puis on remplace p par son
opérateur de mécanique quantique.
Classiquement I’énergie d’interaction électrostatique E d’une distribution de

charge de densité p s’exprime simplement comme une intégrale sur le volume nucléaire,
E=[pnV(ndt , (1.2)

ou V(r) est le potentiel électrostatique a I’origine, génére par les charges externes. On

exprime V(r) en série de Taylor a I’origine (Abragam p169-170 [1]) :

V(r) = V(O)+zx Eglg Z J k%%% , (1.3)
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ou les x; (j = 1, 2, 3) représentent respectivement X, y et z. On définit (Das et Hahn
p3 [6], Munowitz p78 []) :

=V 1 V1
V, = il et V, oD (1.4)

On obtient,
_ 1
E —V(O)Ip(r)dT+ ZVjIxjp(r)dT +E;ijjxjxkp(r)dr +.. , (15
ou,
Ip(r)dr = Ze =charge nucléaire , (1.6)
Ip(r)xjdr =P, =moment dipolaire électrique , (1.7)

Ip(r)xjxkdr = Q) =tenseur du moment quadrupolaire électrique .

(1.8)
Le premier terme de E est une constante (on choisit I’origine au centre de masse
du noyau). Le deuxieme terme disparait, puisque le centre de masse et le centre de
charge coincident. Le troisiéme terme est d0 a I’interaction quadrupolaire.
Comme le champ électrique, au niveau du noyau, est produit par les charges se
trouvant a I’extérieur du noyau, V(r) doit satisfaire a I’équation de Laplace,
o2V _

0°V =0 ouencore 6_2_0 . (1.9)
r
Cette equation, évaluée a I’origine, donne,
> V=0 . (1.10)
J

On note que pour un atome se trouvant dans un site cristallographique de symétrie
cubique,

Vo =V, =V, |, (1.11)
et donc le terme d'énergie quadrupolaire disparait dans I’équation (1.5).

A partir du terme d’énergie quadrupolaire de I’équation (1.5),

1
E® ZEZVJkIXijp(r)dT : (1.12)
ik
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et en introduisant I’opérateur de mécanique quantique de la densité d’une distribution de
charge, Slichter (p485-497 [4l), Cohen et Reif (p321-333 [3]) ainsi que Graybeal
(p280-281 [81) ont déterminé I’hamiltonien quadrupolaire® H,,

iH _—ZkaQ“’*’) , (1.13)

iH, = 6|(2| 1)2 Jkg(ljlkﬂklj) a'>Jk|(|+1)E (1.14)

ou eQ est le moment quadrupolaire électrique du noyau (Q exprimé en unité de charge

du proton e) et V,,, qui est donné par (1.4), représente les composantes cartésiennes du

gradient de champ électrique V (Abragam p168-169 [1], Graybeal p282 [8], Munowitz
p79 [7]). Ce dernier est décrit par un tenseur symétrique d’ordre 2. Dans le référentiel
(Z”%) des axes principaux du gradient de champ électrique, V est diagonal :

P 0 O
V=00 V,, 0g, (1.15)

Ho 0 V.{
en prenant les conventions suivantes : |V,,| = |V,y| = |V, . De plus I’équation de
Laplace (1.9) implique que la trace de V soit nulle d’ou,
Vix +Vyy ¥V, =0 . (1.16)
Ainsi seulement deux paramétres indépendants sont requis (Abragam p171 [1], Das et
Hahn p4 [6]),

Eeq =V
ﬁ': Vix = Vyy avec 1=n=z=0 , (1.17)
VZZ

ou n est le parameétre d’asymétrie. Puisque I'espace est uniforme, I’hamiltonien
quadrupolaire (1.14) exprimé dans le référentiel (=™*°) s*écrit (Abragam p172 [1],
Munowitz p79 [7]),

- eCIQ

ST [3' —1(1+1) +n(I5 -IY)] (1.18)

®) |_es Hamiltoniens sont exprimés en unité de fréquence angulaire.
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Soit en terme d’opeérateurs I, =1, +il, et I_ =1, —il,, qui sont différents de (1.75 et
111.11, tome 11),
eZqQ 2 1 2 2 D
=———3; - I(I1+1) +=—n(l; + 1= . 1.19
o 4,(2|_1)§z (4D + 5002 +12)g (1.19)



I.2. Hamiltonien quadrupolaire en notation de tenseur sphérique

|.2. Hamiltonien quadrupolaire en notation de tenseur

sphérique

Le passage d’un reférentiel a un autre sera plus aise si nous écrivons
I’hamiltonien quadrupolaire sous forme de tenseur sphérique irréductible d’ordre 2 (8.
I11.4, tome I1) qui permet I’utilisation de la matrice rotation de Wigner (8. 111.4.2, tome
I1). D’aprés Pound [¥1, Mehring (p215-218 [10]) et Man [11],

eQ 2
H =— < 5§ (-1, .T@) 1.20
Q ZKm—Dh;J ) Ve (1.20)

Dans un référentiel cartésien quelconque (%), les composantes du tenseur sphérique et
du tenseur cartésien du gradient de champ électrique V sont reliées par (Das et Hahn
p4 [6], Freude et Haase p9-10 [12]),

Vi = %?vu

Viy =V, —iV,,

Voo =V, —iV,, , (1.21)
Vi = ;N -V, )+iv,,

V(2,—2) = %(Vxx _Vyy)_ iny

de méme pour T,

T@”=%§&@—Kruj
1 1
TEY =—=(1,1, +1,1,) ===1,(21, +1
2( z'+ + z) 2 +( z )
T@D =%(| I+ ):%l_(ZIZ -1) . (1.22)
TeD =12
2
OIS
2

Les secondes parties des équations du systeme (1.22) sont obtenues en utilisant les

propriétés de commutations (8. 111.1.1, tome I1) ou en faisant agir les opérateurs 1, , I_
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et 1, surun état [m). A partir des équations (1.20) et (1.22) I’hamiltonien quadrupolaire

Hq dans (Z%%) devient,

eQ OJ6 1
HQ :—ZI(ZI “Dh DB_6 [3|§ -1l +1)]V(2,0) +EI+(2|2 +1)V(2,—1)
1 1., 1., O
-=1_2lI,-)V,, + =1V, , +=1°V . 1.23
> ( ) R @275 (2,2)% (1.23)

ZPAS

Dans I'espace uniforme, (%) est équivalent a (Z™). En comparant les équations (1.19)

ZPAS

et (1.23), on obtient les composantes de V dans (Z™) en notation de tenseur

sphérique®®,

3 1
Vs = [Bea L Vit =0 L Vi = temn (.26

© Notons qu’il existe une autre convention pour nj (Haeberlen p10 [13]),

n= M avec |sz| 2 |VXX | 2 |VYY| !
VZZ

ce qui revient & ajouter un signe moins devant n dans I’équation (1.19) (Spiess p75 [14]). Alors les

composantes de V dans (Z”*%) en notation de tenseur sphérique deviennent,

3 1
v = ea v =0 vizs, =-Lem
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|.3. Hamiltonien quadrupolaire comme perturbation de

Zeeman

En présence d’un champ magnétique statique fort, Ho peut apparaitre comme une
faible perturbation. Dans ce cas on a I’habitude de transformer les interactions (8.
1.6.4.b, tome 11) dans le référentiel tournant de I’interaction Zeeman (=°%%)@ qui

tourne & la vitesse angulaire de Larmor w, du noyau étudié par rapport a (X-).

L’hamiltonien quadrupolaire (1.20) devient explicitement dépendant du temps (1.172,
tome 1),

Ho (t) =exp(iHt)H, exp(=iH,t)
= exp(—iwytl, )Hy exp(icytl,) . (1.25)
En faisant agir ces deux exponentiels sur les opérateurs I, et I_ ; c’est-a-dire en
regardant ce que deviennent I, et I, (Tab. I.2, tome Il) aprées une rotation d’un angle

—w,t parrapporta I,, on a,

Ho(t) = ﬁq;(—l)q Voo T exp(-iqet)
_ eQ D\/6 2 _
=i E)?[ZBIZ N

" % 1@, +DV,,_, exp(-iw,t) - % (21, ~1)V,,., exp(ioot)

+ % 'iV(z,—z) exp(—i2w,t) + % I Ev(z,z) exp(iZth@ : (1.26)

Le premier terme est indépendant du temps t, c’est le terme séculaire.

L’oscillation générée par le terme exp(—iqw,t) est tres rapide, on utilise la
théorie de I’hamiltonien moyen qui permet d’obtenir un hamiltonien moyen
indépendant du temps (8. 1.6.2, tome 11). Par exemple prenons le développement de

Magnus qui, pour obtenir I’hamiltonien quadrupolaire indépendant du temps, développe

@ Le symbole (Z°%) a été utilisé dans le tome Il pour représenter le référentiel tournant dans lequel le
champ B, est fixe. A la résonance, le référentiel tournant et le référentiel tournant de I'interaction Zeeman

sont confondus.

11
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Hg (t) sur une période de Larmor t, =271t/ w, jusqu’au premier ordre au sens de la

théorie d’hamiltonien moyen,

ot

(Ho(t) = ti jHQ (t)dt —i% JtfHo (1), H (t)]dt

=HY +HY . (1.27)
On obtient deux termes indépendants du temps,
6
o= QB 1.28
S =i 6 & 1+ DVey, (1.28)
10 eQ COOJ6
HY =-— Vo Vel (21, +1)°
Q o, I(Zl_l)hEE'T 20 Ve-l(2l, +1)
V6 V6
_TV(Z,O)V(Z,I)I—(ZIZ _1)2 +7V(2,0)V(2,—2)|i(|z +1)
J6 1
+7V(2,0)V(2,2)|E(|z _1) +EV(2,—1)V(2,1)|z[4|(| +1) _8|§ _1]
1 2 0
+§V(21_2)V(2’2)IZ[2|(I+1)—2IZ _1]E : (1.29)

En général on ne conserve que les termes dans H[é] qui commutent avec I, (i.e. les
deux derniers termes). Avec cette condition on a I’équivalence entre H[g] et la
correction au premier ordre de la théorie des perturbationsHY’ , de méme HY' avec la

correction au second ordre H{, .
Correction au premier ordre :

@ _ o - €Q V6 o
HQ HQ 2'(2"1)71 6 [3|z |(|+1)]V(2,0) : (|30)

Correction au second ordre :

10 eQ Opn

o Vi, Voo [41(1+1) =817 1
@ e Ty Bie-yaH e oo [41(1+1) =812 ~1]
1
+EV(2"2)V(2,2)[2|(| +1)-212 —1]@2 - (1.31)

On remarque que la correction au premier ordre HS) est indépendante de w,, alors que

la correction au second ordre Hg) est inversement proportionnelle a w,, d’ou la
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nécessité de travailler avec un champ magnétique statique le plus élevé possible pour

minimiser Hg) . Il est a noter que les relations (1.30) et (1.31) obtenues dans le

référentiel tournant (Z°2°) restent valables dans le référentiel (Z-*®), ceci est d{l au fait
qu’elles commutent avec |, soit avec I’hamiltonien Zeeman.

Les deux produits directs des tenseurs irréductibles d’ordre 2 du gradient de
champ électrique (V) de I’équation (1.31) peuvent étre exprimeés par des tenseurs
sphériques d’ordre 4 en utilisant les coefficients de Clebsch-Gordan (Tab. I.1). On
obtient le tenseur de gradient de champ électrique (W). Comme le produit de deux

tenseurs d’espace est commutatif, on a simplement les deux égalités suivantes :

8 1
V(2,—1)V(2,1) - V(2,1)V(2,—1) - _W(4,0) +_W(2y0) -

W , 1.32
35 \/ﬂ (0,0) ( )

1

J5
_ _ 1 2 1

V(z,—z)V(z,z) - V(2,2)V(2,—2) - RW(A,O) + 7W(2,0) +EW(0,0) : (|-33)

L’ équation (1.31) se transforme en,

10 eQ OOD1 ,
— W, o 8I(I +1) -341; =5
@, 1@ -DiH 2270 ol +Y =341 -5

HO = -
+ﬁw(2,0) [8|(| +]_) _lzli _3]

—%W(Oyo) i@ +1)—3|§]§Z . (1.34)

13
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Tab. 1.1 : Coefficients de Clebsch-Gordan (j j,mym, |IM) pour j; = j, =2 (Heine p445 [15] et
Elbaz p221 [16]). Les coefficients du développement W, ) = zmlmz (i1 J2mymy [ IMWV G m Vi m)

sont obtenus a partir d’une colonne. Les coefficients du développement

ViiimViipm) = Zmlmz (Jpi2mim, [ IM)W,; 1y sont obtenus & partir d’une ligne. Nous n’avons

indiqué que le cas que nous utilisons (c’est-a-dire ou m,, m, =-2, -1, 0, 1, 2).

> o | yN0 YN0 V27 (255 /4B
1 -1 [ &35 V25 Vi -1V10 -1/4B
0 o0 |83 o 427 o 15
11 |83 -y2/5 yy14a 1N1o -1\B
2 2 | YN0 -Vio 27 -\2/5  1/\5
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l.4. Niveaux d’énergie et frégquence de transition

Un spin | indépendant posséde 21+1 niveaux d’énergie dégenérés. En présence
d’un champ magnétique statique By, la dégénérescence des niveaux de ce spin est levée

par I’interaction Zeeman H, . Il posséde donc 21 transitions (m-1, m) a un quantum

d’énergie observable directement®. L’énergie d’un niveau |m) est définie par,

(m[Hq|m)=-may, , (1.35)
I’écart en fréquence entre deux niveaux consécutifs (m-1, m) est (Fig. 1.4),
W, =(m=1H,|m-1)~(m[H,|m)=w, . (1.36)

Les niveaux d’énergie sont donc espacés d’une méme quantité w, .

D’apreés la loi fondamentale de Boltzmann (1.6.4.c, tome 11) donnant la répartition
des populations entre niveaux energétiques, les états de faibles energies sont les plus
peuplés (Fig. 1.3.a, cas d’un spin 1/2). Lorsqu’on irradie un échantillon a la résonance
avec un champ magnétique radiofréquence, la répartition des populations entre niveaux
énergétiques est modifiée. Il y a un échange de spins entre les différents niveaux
représenté par une double fleche sur la figure 1.4.

Lorsqu’on excite les spins avec une impulsion d’angle 172, les spins changent de

niveaux pour obtenir une répartition égale entre les deux niveaux (Fig. 1.3.b). Pour une
impulsion d’angle T, la répartition des populations se trouve inversée (Fig. 1.3.c) par
rapport a I’équilibre (Fig. 1.3.a).

L’absorption d’un quantum Q d’énergie w, fait monter les spins vers le niveau

supérieur. Sur le spectre, la raie se trouve a la position wy (Fig. 1.1).

© En effet la régle de sélection pour les transitions en RMN est Am =1 car elles sont associées &

I’opérateur |, (Graybeal p206-207 [8l).

15
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AE AE AE

<
4
4__
4__
4__
<
4__
4__

|

vy | A

—+»
>
>
—+»
>
—+»

@) (b) ©

Fig. 1.3 : Niveaux d’énergie pour des spins | = 1/2. (a) A I’équilibre thermodynamique, la répartition des
spins sur les niveaux d'énergie suit la distribution de Boltzmann. (b) Excitation des spins avec une
impulsion d’angle 71/2, certains spins changent de niveaux pour obtenir une répartition égale entre les
deux niveaux. (c) Excitation des spins avec une impulsion d’angle 7, la répartition des populations se
trouve inversée par rapport a I’équilibre (a).

Pour des spins | >1/2, il est possible d’observer des transitions a plusieurs
quanta Q d’énergie, les spins passent alors d’un niveau « r » a un niveau « ¢ » non
consécutif, c’est-a-dire les spins pour aller du niveau « r » au niveau « ¢ » passerons par

tous les niveaux intermédiaires séparés par un quantum Q. Nous parlerons de transition

(r—c)Q (Fig. 1.4). La fréquence de transition (r —c)Q entre deux niveaux d’énergie |r)
et |c> dans (="*®) devient une raie (r - c)Q déplacée par rapport a wy sur le spectre.

Prenons le cas d’un spin | = 3/2, il existe alors 4 niveaux d’énergie
|=3/2),|-1/2),|1/2) et|3/2) (Fig. 1.5.a). Une transition & un quantum A, du niveau
3/2 au niveau 1/2 est représentée sur la figure 1.5.b. Une transition a trois quanta du
niveau 3/2 au niveau —3/2 est représentée sur les figures 1.5.c et 1.5.d. Cette transition
correspond a trois absorptions successives d’un quantum 7w, . Mais on remarque que
mathématiquement cette transition correspond a I’absorption d’un quantum d’énergie
égal a 7(3w,) (Fig. 1.5.d). On obtient de la méme fagon une transition de -3Q en
passant du niveau —3/2 au niveau 3/2.

Apres excitation le systeme de spins revient a I’équilibre (caractérisé par le temps

de relaxation longitudinal ou spin-réseau T,) il retrouve la distribution de Boltzmann.
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Nous avons vu que le premier terme Hg) éclate le spectre en plusieurs raies (21 —

1 raies satellites, la raie centrale n’étant pas déplacée). Le second terme H g) déplace la
position de toutes les raies méme la raie centrale (Fig. 1.1).

En unité de fréquence angulaire, ce déplacement de la raie (r—c)Q est défini par,
W, =(r[(HY +H2 ) - (c[HO +HP )c) = w® + @ . (1.37)

r.c

Linteraction quadrupolaire au premier ordre HY (1.30) déplace les niveaux
d’énergie |r) (ou |c)) d’une quantité,

(rlHY|r) = ﬁ%[w ~1(1+D)]Vp (1.38)
fonction paire de r, donc les niveaux d’énergie symeétriques sont déplacés dans le méme
sens (Fig. 1.1). L’écart supplémentaire w{") en fréquence entre deux niveaux |r) et |c)
est®,

e J6
o) - Q ——(r* =c*)Vyuo - (1.39)
2121-1)7 2

Le spectre est composé de 21 raies, la raie centrale se trouvant a la fréquence de Larmor
(Fig. 1.2).

Lorsque I’interaction quadrupolaire du second ordre Hg) (1.31) est présente, elle

déplace les niveaux d’énergie |r) d’une quantité supplémentaire,

10 e O

(rHQ[r) = o B R B Vs Vear 410 +1)-8r% -1

1 0
+§v(2,_2)v(2,2)r[2|(| +1) - 2r? —1]H , (1.40)

fonction impaire de r (en r, r’) donc les niveaux symétriques sont déplacés en sens

inverse (Fig. 1.1).

® Dans le cas de deux niveaux consécutifs (m-1, m), I’équation (1.39) devient,

J6
Wb, =— 29 V04 omyv
mM2121-)h 2 ( Wen

De plus pour une transition symétrique (c = —r) ce terme devient nul.
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A E

A A A
-3/2 w(—B}(Zg)—l/ZI
R — o
/ 1/2,-3/2
/
/ " wf/zzQ)a/zi
/ (-2Q)
(V8
~y2) | et y e
/
-/ 9, W,
—_— W, 2(1)0 3000 o) )
0 \\ \ (*)—1/2,1/2 -3/2,3/2
\ (2Q)
|]/2> \ X v (L)3/2 _1/2 ,
\ o2,
\ w, v
\ w(lQ) 1Q)
\ 32020 Wy2.372 v v
|3/ 2> \ \ 4 A\ 4 \ 4
O (2)
Ho Hy +Hg +HQ

Fig. 1.4 : Niveaux d’énergie d’un spin | = 3/2 dans un cristal. Transitions a un quantum et transitions
multi-quanta.

L"écart en fréquence supplémentaire w(? entre deux niveaux |r) et |c), dd a

I"interaction quadrupolaire au second ordre (1.34), est,

W =- 1 I(2eIQ E'T( - )D7—\/7W(40)A(4)(| r, C)

\/_W(ZO)A(Z)(I rc)—- W(OO)A(O)(I r c)D , (1.41)

V5

ou,

@ Dans le cas de deux niveaux consécutifs (m—1, m), et en utilisant I’équation (1.31), on obtient,

10 eQ f Wi
(2) _
Wylym =—— \Y 24m(m-1)-41(1+1)+9
1 ] }El(Zl 1)h[| U V-1 (2,1)[ ( ) (1+1)+9]

1 0
+2 Vi Vi [12m(m=1) - 41(1+1) + 6]@ .




I.4. Niveaux d’énergie et fréquence de transition

AW (I, r, ¢)=181(1+1) - 34(r* +rc+c?) -5
AP 1, c)=8I(1+1)-12(r* +rc+c®)-3 . (1.42)
AP 1, o) =1(1+1) =-3(r* +rc+c?)

L’énergie d’un niveau |m) est donc définie par,

(m|(Hy +HY +H? |m) (1.43)
I’écart en fréquence entre deux niveaux consécutifs (m-1, m) est (Fig. 1.4),
Wy = Wiy + O+ O (1.44)

ou plus généralement pour une transition entre les niveaux |r> et |c>

— £(2) (1) (2)
wr,c - wr,c + wr,c + wr,c . (|45)

R (0)

N (©) R (d)
£ 6_ .......................................... h(.OO
T s hGw)
£ € 4 hw,
C- ...................................... 1 h(&)o

Fig. 1.5 : (a) Niveaux d’énergie pour un spin | = 3/2 ; (b) transition a un quantum du niveau 3/2 au
niveau 1/2. (c et d) Transition de trois fois un quantum du niveau 3/2 au niveau —3/2. Equivalent
mathématiquement & une transition de 7(3w,) .
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Il est possible d’induire trois transitions a un quantum 1Q (Fig. 1.4),

(1Q) — ,\(2) (1) (2)
Wy312 = Wypyp T W5y, + W55,
(1Q) — (n(2) (1) (2)
Wyglyy =W g0 W5 yp T W5 , (1.46)

w(—ll/Qz),—s/z = (*)(—21}2,—3/2 + (*)(—11)/2,—3/2 + 00(—21;2,—3/2
deux transitions a deux quanta 2Q,

I R oan

(0](/22?_)3/2 = (Zz),—3/2 +‘*)J(:/L;,—3/2 + (22),—3/2 | |
une transition a trois quanta 3Q,

3Q —_ 1 2
(*)é/z,)—s/z = wé?%,—s/z + (*)é/)z,—s/z + wé/%,—s/z : (1.48)

On obtient également le méme nombre de possibilité pour les transitions a —1Q, —2Q et

-3Q.
1.4.1. Cas d’'un monocristal statique

Pour un monocristal statique, on peut exprimer V,, ,, des équations (1.30) et

ZPAS

(1.39) en fonction des composantes exprimées dans (Z™) en utilisant la matrice

rotation active positive de Wigner d’ordre 2 (Tab. 111.5, tome I1) et les composantes de
V dans (™) (1.24),

2
_ S (2 actif
Vi = ZV(F;,Ak)D(k,oaCtI )(G, B, Y)
Fe=

J6

M 2 1 ., O
=—e¢ 3cos“B-1)+—=nsin“Bcos2a[] , 1.49
> q%( B-1) 2r| B E (1.49)

ou les angles 3 et a sont les angles polaires qui décrivent I’orientation du champ
magnétique statique By dans le référentiel (Z°°) (Fig. 1.6). L’angle y n’intervient pas
dans I’équation (1.49) car B, est I’axe de symétrie pour un systeme de spins. La

substitution de I’équation (1.49) dans I’expression de HY (1.30) donne,

HE = 2312 - 11+] (1:50)

ou le couplage quadrupolaire est défini par,

0, =%QQ{3COSZ[3—1+r]3i|’12[3C052C(} , (1.51)



I.4. Niveaux d’énergie et fréquence de transition

eCIQ

@ = 21(21 =) (152)

Au premier ordre, la transition centrale n’étant pas modifiee, la correction (1.39) des

autres transitions (r, ¢) est donnée par,

e (G5 [ (1.53)
Ou pour une transition entre deux niveaux consécutifs,

QO = (1-2m)w, . (1.54)
Notons que pour la transition centrale,

W5 =0 (159

Les composantes du tenseur W, W, et W, ,, sontreliees a celles

exprimées dans le référentiel (=™*°) par la matrice rotation de Wigner (Tab 1.2, tome 11),
(2x 0~ Z W(F;i\,SZK)D(zzkxoamf) (o, By . (1.56)
Zpas
A &,
Y
B : Fig. 1.6 : Angles d’Euler a, B et ydu champ
| magnétique B, dans ™%,
| Ypas
| >
~
L
s . T~
XPAS
L’equation (1.41) devient,
(2)statique (2u) - (2u,actif)
W ¢ = 2000 ;A (1, r, C)k:ZUB(Zu,Zk) (N)D3,o (o, B, y)

o 28 02{A@ 1, 1, ©)B g, (M)A (B)
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CHAPITRE I : Interaction quadrupolaire

+A(2)(|’ r, C)(B(z,O) (rl)c"'ZB(z,z) (n)
ng%baCtlf)(B)COSZG)+A(4)(|, r’ C)( (4 0 (r])d(4act|f)([3)

+2B,,, (NS (B) cos 20 + 2B, ,, (N)d 7 (B) cos 4al)}

(157)
avec,
__1. 5 _
B<o,0>(n)‘_g(n +3) . B = (ﬂ -3)
1
B(2,1-2)(rl):_r]\/€ : B(A'O)(n):m(nz +18) (1.58)
1
By (M) = mﬂ\/_ BusyM) = mﬂz

Tab. 1.2 : Eléments du tenseur sphérique d'ordre 4, W, du gradient de champ électrique dans =™, &
partir d’une combinaison linéaire du tenseur sphérique d’ordre 2, V, du gradient de champ électrique

dans =™ en utilisant des coefficients de Clebsh-Gordan (Tab. 1.1). Par exemple

1 1 1 1 1
Weoo) = @V(Z/;S)V(Z/isz) \/gV(ZAlS)V(ZASl) + \/EV(Z/ES)V(Z%S) \/gV(ZA_Sl)V(;AlS) + \/gv(ZA_SZ)V(;’;S) (cf. (1.24)).
k. W(ilfrms)
1 S 2 s 2] \/g
0,0 E[Z(V(Z/fz)) +(V(F;A,\o>) 10( q)’(n? +3)
V14 [ ] 1
20 sy -visfl pefor-9
4 S S 3 9
2,42 \/ﬁsz/Z)V(Z%) \/;(eq) n
2 2 2
w0 Zlvsy oy earnt e
6 | pasy, pas 3 )
T VeV ——(ea)’n
4,42 Jaz VeaVeo ; ﬁ( )
( PAS )2 i(eq)2 n’
4,44 Vo 2




I.4. Niveaux d’énergie et fréquence de transition

Si I’on développe I’équation (1.57), il est possible de la mettre sous la forme réduite

suivante,
@statique — _ T —C ~2 L (0) 3 0]
wr,cttq - EQQ%A (|, r, C)B(O,O)(n)+§f2(a! B)A (|, r, C)
1 [l
+—f, (a, AU, r, 0O , 1.59
140 (0, B)A™( )E (1.59)
Oﬂ(h),

f,(a, B)=n? +18—5(r]2 +18—9r1c0520()sin2 B

+3275(3—r]c0520()2 sin“p (1.60)

f,(a, B) :gnz —2+(3—r|2 +2nc052a)sin2[3 . (1.61)

1.4.2. Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de

gravité d’un spectre

Pour un spectre de poudre, la raie d’absorption de la transition centrale (-1/2,
1/2) en présence de I’interaction quadrupolaire du second ordre a une forme normalisee

caractéristique f(w) dépendant de I’expérience (statique, VAS, MAS...) et un centre de

gravité w%)57, qui est indépendant de I’expérience. Dans le référentiel tournant (£°%°),

la définition du premier moment (Abragam p114 [) M, par rapport a la fréquence w,

est,

+00

M, = I(oo—wa)f (wdw (1.62)

avec,

+0o

[fl@dw=1 . (1.63)

™ On retrouve ici la méme expression de f, que Massiot et collaborateurs [17] ainsi que Lefebvre et

collaborateurs [18],
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M, devient nul quand w, correspond au centre de gravité w7, ,. Ce dernier ne se

trouve pas a la fréquence de Larmor. Ainsi ce déplacement est appelé « déplacement

quadrupolaire du second ordre du centre de gravité «9;%, du spectre »,

w5y, = Iw(jjsz(w)dw . (1.64)

0

Cette equation indique que w(j}izm est la valeur moyenne de la position de la raie

(2)
w_1/2’1/2 .

(2)iso

Théoriquement w; 7™ est défini par la méme relation indépendante du type

d’expérience. Par intégration du déplacement quadrupolaire du second ordre ooﬁzc) sur

toutes les orientations possibles des cristallites avec une probabilité égale 1/(41), on a

par définition,

21

: 11!
W2 =~ fd(cosB) f[w?da . (1.65)
P LI

En prenant w{2*** (1.59) la double intégration de f,(a, B) et f,(a, B) est nulle, on

obtient,
@iso — _VF=C 2 A0
wr,c - 20 QQA (l, r, C)B(O,O) (n)

0

B 2 2 2 1 2
rzw:QQ[I(I+1)—3(r Fre+c )]%é%w @ , (1.66)

qui est valable quelle que soit I’expérience (statique, VAS, MAS...). Pour une transition

symétrique, on obtient,
i r 1
w@o =T 0211 +1) - 3r2 %%ﬁ—nzﬁ | (1.67)
= Carlioen-s ] 2B
Pour la transition centrale,

. 3Q; 3 1
W, = -0 é 141 ——%+— g . 1.68
1/2,1/2 100, (1+1) 4 3[‘] 5 (1.68)
On obtient donc une nouvelle expression de w{?***** (1.59)

wgyzc)statique — w§’20)i50 _%Qé E)!%A(Z)(l, r, C)f2 (G, B)
0



I.4. Niveaux d’énergie et fréquence de transition

1 0
+— AW, 1, of (a, : 1.69
140 ( )fL( B)E (1.69)
De méme pour une transition symétrique (r = —)
W = o =2 % 3 [8|(|+1) ~12r -3|f, (a1, B)
+%[18I(|+1)—34r2 ~slf, (@, B . (1.70)
Et enfin pour la transition centrale on obtient,
w(z)stathue - _ l D 3e qQ ﬁé( 1)__
ez T e Bl -Dat
ERB 1 ZH+2 3 O
X += —f,(a, B) ——f,(a, . .71
%D 3“572( B) 701( B)O (1.71)

Il est possible de réécrire cette expression sous la forme proposee par Narita et

collaborateurs [19]. Aprés développement de I’équation (1.71) et aprés avoir remplacé

« sin®B » par « 1-cos’ B » dans f,(a, B) (1.60) et f,(a, B) (1.61), on obtient

(2)statique _— __ 1 D 3e qQ ﬁ
('0—1/2,1/2 - (
603, [21(21-1)r ]

x{A(a, n)cos* B+B(a, n)cos?B+C(a, n)}

(1.72)
avec,

27 9 3 )
A(Q, =——+—ncos2a ——(ncos2a
(a, n) 8 2" 8(rl )

30 1
B(a, ﬂ)—g Eﬂz‘

C(a, n) = —§+%n2 —%ncosZa —g(r]coszo()2

2n cos 2a +%(n cos 20)? (1.73)
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[.4.3. Cas d’un monocristal tournant

.4.3.a. Rotation VAS

Pour un monocristal tournant a la vitesse angulaire w,, autour d'un axe formant
I’angle 6, avec B, (Fig. 1.7), on se trouve dans les conditions correspondant a

I’expérience VAS, la composante V,,,, dans le déplacement quadrupolaire au premier

ordre (1.39) est reliée a ses expressions V(Zf‘jf dans (™) par deux matrices rotations de

Wigner D@ (o, B,, v,) et D@ (w1, By, Yyas) (Tab. 115, tome 1),

2

Vi = ZV(Z‘,}?DE,ZK'““”(% B Vi) (1.74)
=
2 .

V(2,0) = zv(\zlﬁD(kz,bacm)(wmttv eVASv yVAS) ) (|-75)
K==2

ou les angles d’Euler a,, B, et y, décrivent I’orientation de la turbine dans le
référentiel (Z™°) (Fig. 1.8). Les angles d'Euler 0,5 et w,t étant les angles polaires
de B,qui décrivent I’orientation de B, dans le référentiel (ZV") (Fig. 1.7). L’angle
Yyvas Nintervient pas explicitement car B, est toujours I’axe de symétrie pour le
systéme de spins. L’équation (1.39) devient,

CoHVAS — eQ ﬁ
2121 -1 2

2

XZV(Z‘EDE,ZK’““”(% B Vi) - (1.76)
pA

2 -
(r2 - Cz) z Df(%baCtlf) (wrott’ eVAS’ yVAS)
k==2

De méme les composantes W, o, W, et W, du déplacement
quadrupolaire au second ordre (1.41) sont reliées a leurs expressions W(i’ff) par deux

matrices rotations de Wigner D@ (a, B,, v,) et D@ (W t, Byxs, Yuas) (Tab.

I11.5, tome I1),
Wik = S Winey DS (0, By, V) (1.77)
=X

2Xx

W0 = ZW(\zlﬁi)D(kz,éyaCtif)(wrott’ Buas: Yvas) - (1.78)
K=

==ZX



I.4. Niveaux d’énergie et fréquence de transition

L’equation (1.41) devient,

r-c 2 2x .
(2)VAS _ _ 2 (2x) (2x,actif )
wr,c - QQ A (Iy r, C) Dk,O (wrott’ eVAS’ yVAS)
20, & K

=-2X
X -
XS Bl (MDD (ay, By, v1) - (1.79)
==X
D’aprés la condition de rotation & Haute Vitesse (HV), on peut ignorer dans la
matrice D@*" (@ _t, By as, Yyas) les termes d’oscillations du type exp(-ikw,t) qui

sont dus a la rotation de la turbine. Seuls les éléments D™ (W, t, Byas, Yvas) NE

sont pas nuls, c’est-a-dire dans les équations (1.76) et (1.79) les éléments pour lesquels k
= 0. Il en résulte que les deux angles w,,t et y, n’apparaissent pas dans I’expression du
déplacement de la raie. Le déplacement quadrupolaire au premier et au second ordre

deviennent,

(JVASHV  _ eQ ﬁ(rZ_CZ)d(Z,actif)(e )
2121-Dn 2 00 VRS

2
PAS  (2,actif)
XZV(Z,J)DJZO (ay, By V1)
==
2

r’ —c? 3
= QQ(3COSZGVAS—1)§

><(r]sin2[51 cosa1+3c052[51—1) , (1.80)

[]§2(;)VASHV Qé Z A (2x) (l, r' :)d éZ())(,actlf) (ev s)
0 x=0

X Z B 2.2 (n)D(zzjfdacm)(all B V1)

=

_r —C acti acti
= o Q2 {AO (1, 1, )AL (Byus)B o0 (ML (B,)

0

+A(2)(|' r, C)dgz,bacm)(eVAS)(B(Z,O) (n)dgz,éaCtif)(Bl)

+ 2B, (NS5 (B,) cos 201, )+ A (1, 1, €)d§™ (B as)

O sj la vitesse de rotation est plus grande que la largeur de raie, les interactions anisotropes de second
rang sont moyennées par ce mouvement périodique. Dans le cas contraire, les effets anisotropes résiduels

se manifestent sous forme de bandes de rotation, espacées les unes des autres par la fréquence de rotation.
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X (B o (55" (B,) + 2By, (M55 (B,) cos 201,
+2B,, (Md4 (B,) cos4a, )} . (1.81)
Les éléments des matrices rotations de Wigner réduites d %" (8,s)
A% (Byas) et diy ™ (Byas) cOrrespondent aux trois polyndmes de Legendre
P,(cos®,,s), P,(cosB,,s) et P,(cosB,,s) respectivement,
Py (C0SBya5) =1 =d55 ™ (Byas)

P,(cosB,,s) = (3005 Oyas =1 = d(z szCtIf)(GVAS)

P, (cos0,,¢) = (35 cos” 8,5 —30c0s” B, +3): d' (Byas)
(1.82)
De méme que pour w{=>**** (1.57), il est possible de mettre I’équation (1.81) sous la

forme réduite suivante,

r
W = - 20) EA(O)(' . C)Bo (M) + ¢ f(all B.)
o

x AP (1, r, c)P,(cosO,,xs)

1 O
+mf1(a1’ B1)A(4)(|' r, C)P4(COSGVAS)E : (|-83)

En utilisant w{2™ (1.66) on obtient une nouvelle expression de w{"*"" (1.83),

iso _—C 03
(*)E,Zc)VASHV =00§i> —EQé%A(Z)(L r, C)PZ(COSGVAS)fZ(all Bl)

1 U
+mA(4)(I, r, )P, (cos8,,.)f, (ay, BI)E . (1.84)

Dans le cas d’une transition symétrique (r = — c) I’équation (1.80) devient nulle,

w(l)VASHV = 0 ' (|.85)
de méme I’équation (1.84) devient,

(2)VASHV _

RVASHY = (D0 _ Qo {3 [8I(I+1) 12r% - 3|P, (S Byu)F, (01, By)

+i[18|(|+1)—34r2—5]P4(coseVAS)f1(a1, B)H . (1.86)
40 N
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>
(*)rott N R yVAS P a,
XVAS N X PAS N

Ypas

(
Yvas ,\ﬁ/ i
/
/
/
~_
N
AN
N
N
N

Fig. 1.7 : Angles d’Euler aqt,Bas €t Was du champ  Fig. 1.8 : Angles d’Euler ay, B; et y; de la turbine
magnétique B, dans =*°. dans =5,

Pour la transition centrale on obtient,

1 0 3%qQ O 3, 1
QIVASHY = é 1+1) -2 H+=n20
Va2 603, 2121 -7 F D=2 3
2
+7P2 (cosB,\)f, (a,, B,)
3p (c0s 8, (a1, B (1.87)
70 4 VAS/'1 1 1 D * '

L"expression de ;75" (1.87) ne différe de celle de w9335 (1.71) que par la

présence de polynémes de Legendre. En particulier, lorsque I’axe de rotation de la
turbine est confondu avec le champ magnétique statique B, c’est-a-dire 6,,,5 =0, ces

deux expressions deviennent identiques. En d’autres termes, la rotation a grande vitesse

de I’echantillon autour de B, est identique a une expérience statique.

1.4.3.b. Rotation MAS

Dans le cas d’une rotation d’un cristal a I’angle magique (MAS),

By = Oyas =54,73°, alors P,(cosB,,,c) =0 et P,(cosB,,,;) =—7/18 .
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Aprés simplification des équations obtenues pour la rotation VAS, on déduit de (1.80) et
(1.84),

wﬁ():MASHV =0 . (1.88)

et,

RIMASHV _  (2)iso +I=¢ B_HA(“) I, r, o)f, (ay, : 1.89
(e rc 20)0 Q 8600 ( ) ( ' Bl) ( )

De méme pour une transition symetrique (1.86) devient,

o Q6 01
QAMASHY = (2 4 20 rB—@lSI 1+1) -34r” - 5[f, (qt,
r=r r=r (L)O EBGO ( ) ] l( 1 Bl)

(1.90)
Enfin pour la transition centrale on obtient de (1.87),
1 0 3%qQ O 1
w(_Z)MASHV - _ a 1+1) -2 B_+ 2 H
Y242 60, Bi21-1n B0 Y 3
1 O
+%fl(al, Bl)% . (1.91)

Il est possible de réécrire cette expression sous la forme proposée par Miiller [20]

Apreés développement de I’équation (1.91) et aprés avoir remplacé les « sin’ 3, » par des

« 1—cos®B, » dans f,(a,, B,) (1.60), on obtient,

(OIMASHY — _ 1 O 3e? qQ ﬁ
11212
603, (2121 -1)h

+E(a,, n)cos? B, +F(ay, n)} (1.92)

é(l 1)——§D(a1, n)cos* B,

ou,
21 7 7 )
D(a,, = —-——ncos2a, +—(ncos2a
(a,, n) 6 8" 1 48(n 1)

E(a,, n) :—%+%n2 +1cos 20, —%(ncosml)2 . (1.93)

5 1 7 )
F(a,, = —-—-—ncos2d, +—(ncos2a
(a;, n) 16 8r| 1 48(n 1)



I.5. Spectres de poudre

|.5. Spectres de poudre

Dans les chapitres 11 et 111 nous allons étudier des échantillons sous forme de
poudre. Dans une poudre, les axes principaux du gradient de champ électrique de
chaque petit cristal sont orientés de facon aléatoire par rapport au champ magnétique Bo.
Les fréquences de transition ne sont plus uniques mais dépendent de la distribution des

angles d’Euler a, et B, de I’axe de la turbine par rapport & chaque référentiel (x™*%)

pour une mesure a I’angle magique. Ou bien, elles dépendent de la distribution des
angles d’Euler o et B du champ By par rapport & chaque référentiel (=**°) pour un
échantillon statique.

D’apres Man (p3843 [11]), Narita et collaborateurs [1°] la condition de
résonance w(a, cosp) définit une surface dans I’espace a trois dimensions de variables a
et cosP. Les points critiques de cette surface sont obtenus en résolvant le systeme

d’équations suivant,

O o

—w(a, cos
E auw( B)
[

09 w(a, cosP)

Hocosp

ou r et s sont les coordonnées d’un point critique. Ces points critiques définissent des

a=r,cosf3=s

, (1.94)
=0

a=r,cosf3=s

points singuliers et des discontinuités dans les spectres. La nature de ces points est

donnée par le signe du Wronskien,

_H e H_P'ewf] 0w
P %ﬁaacong Ha? Hip(cosp)? %z . ' (1:99)

Si D est positif, le point (r, s) correspondra a un point singulier ; dans le cas contraire

c’est une discontinuité. Cette méthode ne nous indiquant pas la forme de la raie, nous
devons effectuer une simulation numérique.

Nous avons mis au point un programme informatique « Projectl » (voir CD
fourni avec le rapport de these) permettant de simuler des spectres de poudre dans
différents cas de figures : échantillon statique (1*" et 2" ordres de I'interaction
quadrupolaire), échantillon en rotation MAS ou en rotation VAS & haute vitesse (2™

ordre de l'interaction quadrupolaire).
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1.5.1. Pour une paire de raies satellites

Nous avons vu précédemment que pour un échantillon en rotation a I’angle
magique a haute vitesse, la correction au premier ordre est nulle (1.88). Par consequent,
nous nous intéresserons uniquement a un échantillon statique.

Les calculs numériques de la forme des raies sont basés sur la sommation des
sighaux de résonance pour chaque orientation. Pour obtenir un nombre suffisant

d’orientation, les deux angles d’Euler sont redéfinis par?,

21D p N
a=—— et cosp=— ou =0,.., 300 , 1.96
B 300 p (1.96)

300
et n prend une valeur constante. Pour chaque valeur de a on détermine les valeurs de

cosf3. On tire de I’équation (1.54) pour une transition entre deux niveaux consecutifs,

I’expression sur laquelle sont effectués les calculs numériques,

w(l)statique w(l)statique
m-1,m _ m-1,m _ 2 =2
= =3cos“-1+nsin“pBcos2a . (1.97)
3Q,(1-2m) b
4

De cette derniere équation (1.97) et en résolvant le systéeme d’équations (1.94), on

obtient les valeurs des points critiques y; (Tab. I.3) ainsi que la forme d’une raie

satellite (Fig. 1.9). Les valeurs limites pour a et cosp sont : 2m>a >0et1>cos >0
car on remarque que cosf3 est au carre.

Les spectres de poudre d’une paire de raies satellites en fonction de n sont
donnés a la figure 1.10. Ils sont obtenus a I’aide du programme informatique
« Projectl » fourni avec le rapport de thése. Nous avons choisi le cas d’un échantillon
statique avec un couplage quadrupolaire au premier ordre puis nous avons fait varier le

paramétre d’asymetrie n de O a 1 par pas de 0,1.

O comme I'angle solide élémentaire est dQ = sinBdBda = —d(cosB)da [voir aussi équation (1.65)], la
sommation s'effectue sur a et cosp. Cette procédure numérique est aussi utilisée pour simuler le spectre

de poudre d'une raie centrale d'un échantillon statique ou en rotation (MAS ou VAS) a haute vitesse.
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Tab. 1.3 : Solutions et natures des points critiques pour une raie satellite d’un échantillon statique.

Solution Nature du point
yu =—(-n) point singulier
Y, =-(1+n) discontinuité

Yiz =2 discontinuité

Fig. 1.9 : Spectre de poudre d'une raie
satellite. Le paramétre b est défini par
3Q,(1-2m)/4.

Y12 Y 0 Yis
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ML M
M A A
AN AN AN
A

Fig. 1.10 : Spectres de poudre simulés d’une paire de raies satellites d’un échantillon statique, pour des
valeurs de n allant de 0 a 1 par pas de 0,1.
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[.5.2. Pour laraie centrale

I.5.2.a. Cas d’'un échantillon statique

De I’expression de w9575* (1.72) on déduit que,

(2)statique (2)statique
w

1/21/2 - Wia121/2
2
_3(QQ) é(l +1)_§D
2w, 45

= A(a, n)cos* B+B(a, n)cos?B+C(a, n)
(1.98)

Les valeurs des points critiques y;; et les spectres de poudre sont obtenus comme

précédemment en utilisant la relation ci-dessus et le systéeme (1.94) dans le cas d’un
échantillon statique. La premiére équation du systeme (1.94) donne.

aw(Z)statique Cos B = 0

-1/2,1/2
— ez g O , B(a,n) (1.99)
cos"B=—"

gcosp P 2A(a, n)

(2)statique
-1/2,1/2

a

par factorisation de la seconde équation =0, nous obtenons les conditions

suivantes,
sin20 =0 - cos2a =1
1-cos’B=0 - cos’pB=1 : (1.100)
1+9cos?B+3ncos2a(l-cos’B) =0
En combinant les conditions précédentes on détermine les valeurs des points critiques
(Tab. 1.4). Notons gque nous retrouvons les valeurs obtenues par Narita et
collaborateurs [19]. La forme de la raie centrale dans le cas d’un échantillon statique est
représentee sur la figure 1.11.

Les spectres de poudre simulés de la raie centrale d’un échantillon statique en
fonction de n sont donnés a la figure 1.13. 1ls sont obtenus a I’aide du programme
informatique « Projectl » fourni avec le rapport de thése. Le programme utilise
I'équation (1.98).
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n <
3
W— W,
a
T 1 >
Fig. .11 : Spectre de poudre de la raie
: centrale dans le cas d’un échantillon
: >— :
: f 3 : statique. Le parametre a est défini par
—3(QQ)ZE(|+1)—%§/2%.
W= W,
a
I - I >

Tab. 1.4 : Solutions, validité et natures des points critiques pour la raie centrale d'une poudre statique.

Solution Validité Nature du point
1 . S
Yu=75,0 +n)°? discontinuité
1 - - e
1 n-= 3 discontinuité
_ _ 2
Yio ==5,(8-1) . o
n< 3 point singulier
1 , 1 o
Yis ==3(1=n") n>3 point singulier
1, o
Ys = ‘gﬂ discontinuité
2 s .
Yau =5 (1=n) point singulier

2 ] e,
Yo = 5(1 +1) discontinuité
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.5.2.b. Cas d’un échantillon en rotation MAS

On procéde de méme dans le cas d’un échantillon en rotation a I’angle magique a
grande vitesse, on utilise I’équation (1.92)

w2
- 3(QQ)2 a(l +1) _§D
2w, 45
s
a
=D(a,, n)cos* B, +E(a,, m)cos’B, +F(a,, ) . (1.101)

De cette derniere relation et du systéeme (1.94), nous pouvons calculer les points

critiques vy... La premiére équation donne,
ij

aw(Z)MAS HV cos Bl =0
—22_ -9 O , E(a,,n) - (1.102)
dcos cos =1 7
g Py 2D(a,, n)
(2)MAS HV

-1/2,1/2

De méme, par factorisation de la seconde équation =0, nous obtenons les

1

conditions suivantes :

sin2a, =0 - cos2a, =+1

1-cos’B, =0 - cos’B, =1 : (1.103)

3-21cos’ B, —7ncos2a,(l-cos’B,) =0
En combinant les conditions précédentes, on détermine les valeurs des points critiques
(Tab. 1.5). La forme de la raie centrale dans le cas d’un échantillon en rotation MAS a
haute vitesse est representée sur la figure 1.12. Les spectres de poudre simulés de la raie
centrale d’un échantillon en rotation MAS a haute vitesse en fonction de n sont
donnés a la figure 1.13. lls sont obtenus a I’aide du programme informatique
« Projectl » fourni avec le rapport de thése. La largeur des spectres MAS de la raie
centrale est réduite d'un facteur 3 a 4 par rapport a la largeur des spectres statiques de la

raie centrale.
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Tab. 1.5 : Solutions, validité et natures des points critiques pour la raie centrale d'une poudre en rotation

a l'angle magique a haute vitesse.

Solution Validité Nature du point
3 . L
. n> = discontinuité
Vi =g (1560 +7n%) 5
n< 7 point singulier
1 ) . L
Yio = 5g(15+6n+7n7) discontinuité
2 3 . .
Yiz = 7 n> 7 point singulier
1 1 . L
Y, = 5(1 +gﬂz) discontinuité
1 ) . .
Ya =7,0+N) point singulier
1 ) . L
Yo =7,(1=1) discontinuité
- p<d
\\7/
w-w, Fig. 1.12 : Spectre de poudre
a de la raie centrale dans le cas
T ' T d’un échantillon en rotation &
I'angle magique a haute
vitesse. Le paramétre a est
: U : défini par
—3(%)?@(”1)—25/2%-
W= W,
a
I I I
0 Yz Yo Yis Yu Y Y
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Fig. 1.13 : Superposition des spectres de poudre simulés de la raie centrale pour un échantillon statique
et en rotation a I'angle magique a haute vitesse (spectres grisés) pour des valeurs de n allantde 0 a 1.
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Nous donnons, a la figure 1.14, deux spectres du Vanadium-51 dans une poudre
de NH;VOs, I’'une statique et I’autre en rotation MAS. La largeur du spectre MAS est
réduite d'un facteur 16 par rapport a la largeur de raie du spectre statique. Donc

I'interaction dominante n'est pas I'interaction quadrupolaire au second ordre.

(b)

1000 0 1000
(Ppm)

Fig. 1.14 : Spectres du vanadium-51 obtenus avec une impulsion dans une poudre de NH,VOj; obtenus a 26,32
MHz (ASX100) (a) échantillon statique, (b) échantillon en rotation a 6 kHz. Fenétre spectrale de 100 kHz (a) et
de 24 kHz (b). Durée de I'impulsion 2 us et DO = 10 s. NS = 5800 (a) et 6500 (b). Largeur a mi-hauteur 18 kHz
(a) et 1,5 kHz (b).
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0 0,3 0,6 1

e VAS

SUNENPAN

LA AL
SN
L)
)AL

Fig. 1.15 : Spectres de poudre simulés de la raie centrale pour un échantillon en rotation (VAS) a haute vitesse,
pour des valeurs de n allant de 0 & 1 et pour plusieurs angles Byas.




42

CHAPITRE I : Interaction quadrupolaire

|.5.2.c. Cas d’un échantillon en rotation VAS

Notons simplement que dans le cas d’un échantillon en rotation VAS, nous
avons utilisé la relation (1.87) pour simuler les spectres de poudre (Fig. 1.15) a partir du
programme informatique « Projectl ». On trouve d’autres expressions dans la
littérature : Lefebvre et collaborateurs [18] ainsi que Ganapathy et collaborateurs [21]

pour n = 0. A la différence de la rotation MAS, ici I’angle 8,5 est quelconque.

Nous avons vu que la rotation a I’angle magique ne permet pas d’éliminer la
totalité des effets anisotropes induits par I’interaction quadrupolaire au second ordre
(1.89)-(1.93). Ce probléme a suscité I’étude de la rotation VAS qui a permis le
développement des méthodes DAS (Dynamic Angle Spinning) et DOR (Double
Rotation) (Chmelka p97-120 [22]). La premiére consiste a combiner deux rotations
successives d’un seul rotor de telle sorte que les effets en P, et en P, (1.82) se
compensent. La seconde consiste a faire une double rotation autour de deux axes

8, et B, d'un rotor contenant un autre rotor pour réaliser la condition

P,(cosB,) =P,(cosB,) =0.
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|.6. Echos et anti-échos de Hahn d'un systeme de spins
3/2 dans un cristal en rotation a I’angle magique a

haute vitesse

1.6.1. Description de I’évolution d’un systéme de spins par

I’'opérateur densité

Pour décrire I’évolution d’un systéme de spins pendant la séquence d’échos de
Hahn représentée a la figure 1.16, on utilise I’opérateur densité (chapitre I, tome I1) et
I’ordre des cohérences (p = r —¢). L’hamiltonien H® du systéme de spins
correspondant au temps T, entre les impulsions et au temps T, lors de la détection est
exprimé dans le référentiel tournant (Z°%°) par,

H® =H + HOYSHWH = -3, (1.104)

z 1
ol O est le déplacement chimique isotrope®. Rappelons que I’interaction
quadrupolaire du premier ordre est nulle du fait de la rotation a haute vitesse du cristal.

est inconnue mais elle est définie a partir

’ : : (2)MASHV
L’expression analytique de Hg

I’équation (1.89),
(2)MASHV _ (QMASHV | .\ _ (2)MAS HV
W =(r|HS 1) =(c|HS c) . (1.105)
L’hamiltonien H® pendant les impulsions (t, et t,) est,

H® = HS) + Hg)statique . (1.106)

® Nous rappelons que la polarisation des couches électroniques par le champ magnétique B, ainsi que le
mouvement de précession propre des électrons induisent, a I’emplacement du noyau, un petit champ
supplémentaire inhomogeéne. La fréquence de résonance est alors déplacée d’une petite quantité que I’on
appelle le déplacement chimique car lié a I’environnement du noyau, il permet de distinguer les
différentes espéces chimiques d’un méme noyau. Ce terme d’écrantage €lectronique est décrit par

I’Hamiltonien H .y décomposé en deux contributions une partie isotrope : le déplacement chimique

isotrope 852 (tenseur d’ordre zéro); et une partie anisotrope : I’anisotropie de déplacement chimique

(tenseur symétrique de trace nulle). Ce dernier terme est moyenné lorsque I’échantillon est en rotation a

I’angle magique a haute vitesse.
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H(a) H(b) H(a) H(b)
l l | l |
Eb Ea Ec
A A
I 1
! I
! t]_ ! TZ ! t3 | 7I I I ) -[4
Tep §T2 T2 3,

Fig. 1.16 : Séquence d’impulsions, hamiltoniens et échos de Hahn pour la transition centrale d’un spin
3/2. Les échos E,, E, et E_ représentent la refocalisation en cohérence —1Q des cohérences a la
résonance 1Q, -3Q et +3Q générées par la premiére impulsion.

En effet les deux durées d’impulsions t, et t, sont courtes par rapport a I’inverse de la
vitesse de rotation du cristal, on peut considérer que durant les temps t, et t, le cristal
semble statique. C’est-a-dire pendant les duréees t, et t, I’interaction est indépendante

du temps.

Pour un systeme de spins | = 3/2 soumis aux interactions définies par (1.104), les

' : MASHV T A —
déplacements des raies w; 5, , associés a I’ordre de cohérence p =3 (3/2 - -3/2),

p=1(@1/2 o -1/2), p=-1(-2/2 & 1/2) et p=-3 (-3/2 - 3/2) sont,

_ 7 _
MASHV _ 2
W35 3, = 3(*)(—125?/2 + §Z 252 ~ 30cs Wy

MASHY _ ()i i
Wy = _(*)—1/;,?/2 ~C iy ~ O,

MASHV _ , (2)iso iso ! (|'107)
Wyoyn = Wy, +{ g1 +OcsWy
iso 7 iso
wvs?zs,;\zl = _3(0(—21;2,1/2 _gz—l/Z,l/Z +3605°°o
ou,
Q2 N1
_-"Q 2
=201 theig+1)-34r% -5|f,(a, B,) . 1.108
= Mg 8101+ [f.(@.. B) (1108)

Ce dernier paramétre, contrairement & w337, et a 32w, , dépend des deux premiers

angles d'Euler via la fonction f;. Pour un échantillon en poudre, ce paramétre présente
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une distribution de valeurs. En revanche, w97, et 53w, gardent la méme valeur

quelle que soit la forme de I'échantillon. On peut écrire plus simplement I’équation

(1.107),

MASHV _ , (2)MASHV _
b/2,-p/2 — Wpj2,-pj2 pagswo . (1.109)

(®)
On va étudier la dynamique du systéme de spins de I’équilibre thermodynamique
a la période de détection. A I’état initial I’opérateur densite est p(0) =1, (1.183, tome 1)
et I’ordre de la cohérence est p = 0. A la fin de la premiere impulsion I’opérateur densité
est®,
p(t,) = Texp(-iQt,)T'p(0) Texp(iQt,)T" . (1.110)
Pour un spin | = 3/2, I’opérateur densité a la représentation matricielle suivante,
32 w2 v )
(32 HEPR))  (F)) () —i(P )
= W2l G () i) (1) F
p(Ly) = } § } 12—
1 < 12| g )> (P2 ) - () (1I7°7() O
3/2| ﬁ 32792 (t, ) <| Y2,-3/2 (t, )> < | Y232 (t1)> _<|§/2,—3/2 (t1)>ﬁ
(1.111)

ou <I;'c (t1)> = Tr[p(tl)l[f] indique un état hors équilibre de cohérence de phase entre

deux états |r) et |c). Les représentations matricielles des opérateurs 1}° et I}°

exprimés dans la base des états propres de 1, sont,

O pour simplifier I'écriture nous utilisons p au lieu de p, pour désigner un opérateur densité. Comme

nous I’avons vu a I’équation 1.160 (tome I1), la dynamique d’un systéme de spins | = 3/2 soumis aux

interactions définies en (1.106), est décrite par,

p(t,) =exp(-iHt,)p(0) exp(iHt,)
Mais la matrice associée & H® n’est pas diagonale, il n’est pas possible analytiquement de déterminer
directement I’exponentiel de cette matrice. Pour résoudre ce probléme nous utilisons la matrice diagonale
des valeurs propres Q et la matrice des vecteurs propres T de H® qui sont reliées par,

Q=T'H®T
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[D[r)[r=1)---|c)

) D[ [r=2)--|c)[=1)

1l g ;g ]
{rl O 12 O (r| O -i/2 @
I;,C:<r._1|g B’ Ir,C:<r._1|B B ,
: 0 o'’ : 0 0
c| 212 g c| J 2 -
i SIa): ]
D) [r=2)-[c)|=1)
g -
Mg 3 0
% :<r.'1|5 0. (1.112)
"0 O
(c|] O _1og
CIE b
Les éléments <I’i'° (tl)> sont des cohérences a ¥ (r —c) quantaou ¥ (r —¢)Q,
(2 ) =Trfpee )] £ imdeqons] (1.113)

Comme nous I’avons vu au paragraphe 1.6.1 (tome I1), les éléments diagonaux p; (t) de
la matrice (1.111) sont des nombres réels qui représentent la population des spins dans

I’état ||> . Les autres éléments sont des cohérences. Les éléments de la deuxiéme

diagonale p,_;(t) sont les cohérences a la résonance, ce sont des nombres complexes
imaginaires purs. En effet pour une impulsion +X, a la résonance, il n’y a que la
composante en M, du vecteur aimantation, sa composante M, est nulle (Fig. 1.10,

tome I1). Les autres éléments sont des cohérences hors résonance, ce sont des nombres

complexes correspondant aux deux composantes du vecteur aimantation (Fig. 1.10, tome

).
Pour étre en accord avec le formalisme des transitions MQ, on décompose la

matrice (1.111) en sept matrices simples p,(t,) définies dans le tableau 1.6,

ot)= Y p, (1) (1119
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De plus on se limite aux cohérences a la résonance développees a la fin de la premiére

impulsion. L’équation (1.114) se réduit a la somme de quatre termes p§ (t,),

-3,-113

PP(t)= S pp(t) . (1.115)

P

p
3o

ou p§ (t,) ne contient que I’élément < _§> de la matrice correspondante p, (t,).

En particulier p3,(t,) = p.,(t,) et,

0
oy=2 0T (1.116)
1\t 0 OD )

0

1/2 -1/2 (t ) ol (1.117)

o O O o

Tab. 1.6 : Représentation matricielle des composantes de I’opérateur densité p(t, ) alafin de la
premiere impulsion pour un spin | = 3/2, t, est la durée de la premiére impulsion et p est I’ordre de
cohérence. Pour déterminer les matrices correspondant a p < 0, nous avons la relation

pp(tl):pjn(tl)'

00 i oo ()0 f
_M 00 0o O _bo o (190
P, (ty) %) 0 0 0 B P, (t,) %) 0 0 0 B
H 0o o H Do o0 o H
B 0 o
pﬁ0=@ 0 () _0 B
M 0 0 (17290
B oo 0 o H
Hizz=2) 0 0 o f
N (=)o o 0
po( 1) - 0 0 0 _<|i/2’_1/2> 0 0
H o 0 0 -(19292)E
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A la fin du temps T, entre les impulsions, I’opérateur densité devient,

3 -11,3

P°(t,.T,) =exp(-iH®'T )D pr(t )[PXp(lH(b)Tz) : (1.118)

La représentation matricielle de H® étant une matrice diagonale,

3113
p (t11T2) AD zp (t, )DA‘* (1.119)
avec,
0 B_3 3/2
H O-it, 0-—90+Hqg H
p0 D2 ax 0 0 0 0
0 b Lo 0
_0 0 ed D2 0 0 0
A= )
0 B—ITZEg5+H_1/2% 0
u 0 0 el i 0 B
O O
O D—ITZE§5+H oyl
H 0 0 0 el 0
(1.120)

ol &= 3w, et Hg = (k|HY" ™ |k) et A* est la matrice complexe conjuguée de A.

Comme les éléments des exponentiels sont des nombres, on obtient,

oo (3+HE2-Hg2) 0 0 0o ]
0 -ir[erHy?-Hg?) O 0
ps(tl,Tz) = 0 0 e_iT2(6+H51/2‘H32) 0
0 0 0 e—|T2(36+H 312 H3’2)
3,-1,1,3
"D Zp (t, )D : (1.121)

A partir des équations (1.105) et (1.109), on obtient,

p°(t,,T,)
xp(- it 0 0 0
oo expl(- i, wlls, ) 0 0
5 0 0 exp(- it w5, 0
H 0 0 0 exp( it w“"s’ﬁ';‘fz

)

]
U
U
|
H
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BS, -11,3 |:|

xg Y py(t)o
0 Z "D
_+/13/2,-32
| it ASHY |
|:| xe 3/2,-3/2 |:|
O —i(1¥2 2t O
0 o 0 ) 0 0
-0 xe 5 (1.122)
0 i(17277(1,)) O |
D O f MAS HV 0 D
D x e _'Tzw—uz,uz D
0/y32.- O
Al ) E
H MAS HV 0 0
E( e_'TZ‘*’—a/z,a/z E
Soit,
s B : MASHV
()= 3 pS(t)exp(-iT,wls) (1123)
p
Les effets de la seconde impulsion sur I’opérateur densité p°(t,,T,) sont décrits
par,
pS(t,,T,,t,) = Texp(-iQt,) T 'p°(t,,1,)Texp(iQt,)T' (1.124)
. |j3,—l,1,3 . |:|
= Texp(-iQt,)T' E Z P (t,) exp(— O e )E
p
x Texp(iQt,) T’
S (_ . MASHV )
= pr(tl,t3)exp IT,Wp5 02) (1.125)
p
avec,
Py (t,,t;) = Texp(=iQt,)T'p; (t,) Texp(iQt,)T' . (1.126)

Pendant la période de détection t,, I’opérateur densité devient,

P° (L, Ty, t5,T,) =exp(-iH " 1,)p% (1, T, t) exp(iH'T,) . (1.127)
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1.6.2. Localisation des échos et des anti-échos de spins de
Hahn

On observe la cohérence p = -1 de la transition centrale lors de la détection du

o

ps(tl’Tz’ts)

signal :

P°(t, T, t5,T,)

{2

P°(t,, T, t5)

%> exp(-it Hokpyi ) . (1.128)

L'élément de matrice <—%

1 . . "y
E> est celui de I’opérateur densité p°(t,,T,,t.)

a la fin de la seconde impulsion. A partir de I’équation (1.125), on peut réécrire

I’équation (1.128) de la fagon suivante,

pensn]

= exp{— i-[4(“)5/|1/A2S,1|/-I2V} _Sim <_ %

p

P°(t, T, t5,T,)

MASHV

1 .
p;S) (tl ) ts) E> eXp{_ ITZ(*)p/Z,—p/

(1.129)
Les quatre ordres de cohérence (-3, -1, 1 et 3), présents a la fin de la premiére
impulsion, contribuent a la cohérence p = -1 de la transition centrale lors de la période

de détection.

Pour p =1, comme 'y}, = -y, y, on obtient un écho localiséa T, =1,

:
2

. 1
= exp{-i(t, —Tz)wf”ff:?zv}<—5

Cet écho est representé sur la figure 1.16 par le symbole E, . L'amplitude de cet écho a

dont I’expression est,

E

pE(t1'T2't3’T4)

p; (t;,t5)

1
§> . (1.130)

MASHV

%> Elle devient indépendante de w2, . En injectant

1
T, =T, est <_E pf(tvts)

I’équation (1.126) dans I’équation (1.130) on obtient :
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pE(t1’T2’t3'T4 :Tz)
_<_3

2

_<_3

2

Cette equation indique que la seconde impulsion refocalise en écho la cohérence

&

3
3

Texp(-iQt,) T p (t,) Texp(iQt,) T’

p; (t;,t3)

1
§> . (1.131)

associée au seul élément non nul de la matrice p; (t,), c’est-a-dire la cohérence avec p

= 1 de la transition centrale générée par la premiére impulsion :

v

p: (t,)

—%> = —i<|’y/2"’/2 (t1)> . Nous le nommerons [ I’écho 1Q (1, =T,).

Pour p =-1, I'¢équation (1.129) devient :
ey
2 2

eof-if +r ot} -3

Po(t, T, 15, T,)

P2 (t;,t5)

%> . (1.132)
On n'observe pas d’écho mais un anti-écho localisé a 1, = -t,. L'amplitude de cet anti-

écho est <—% P, (1,,t5)

&

au seul élément non nul de la matrice p% (t,), c’est-a-dire la cohérence avec p = -1 de

%> alors que celle de I'echo 1Q (1, =T1,) est

p; (ty,t5)

E> . La seconde impulsion refocalise en anti-écho la cohérence associée

la transition centrale genérée par la premiere impulsion :

7

P (t,)

—%> = i<|’y/2"’/2 (t1)> . Nous le nommerons | I’anti-écho -1Q (1, = -T,).
2
2

O . 7 0
XEXpD-IEI +—1 &_ 0 . (1.133)
a D4 9 2D 1/2,1/2D

Pour p = 3, I'équation (1.129) devient :
1 1 : iso 1
<_E E> :exp{—l(r4 -31, Csooo} <—§

X exp{— i(T s 131, )(0(_?;(1)/2}

pE(tl’T27t3’T4)

p3(t;,t5)

o1
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Un écho situe a 1, = 3t, et deux anti-échos situés a t, =-3t, eta 1, =-71,/9 sont

prédits. lls représentent la refocalisation de la cohérence avec p = 3 générée par la

_§> = —i<|§/2"3/2 (t1)>. De plus, ils ont la méme

premiére impulsion : <% ps(t,)

13

amplitude <—

% o) %> . Nous les nommerons respectivement I’écho 3Q

(t, =31,), l'anti-écho 3Q (1, = -31,) et l'anti-écho 3Q (1, = -71,/9).

L’écho 3Q (T, =3t1,) || est représenteé sur la figure 1.16 par E_. Son expression

¥ 2

1SO 34
>exp[1— IT, &w(—i;Z y2 t 9 — % -

est:

=1p"(t,,T,,t5, T, =31,)

Son amplitude est modulée en phase par un facteur de la forme exp{— i(p'[z} ou la phase

1] s
2p3

13

(1.134)

2)iso

@dépend de w55, et Ty,

L'anti-echo 3Q (1, =-3t,) || a pour expression :

¥ g

>eXpDT252_Z Y22 +66gs®o% : (1.135)

1
E pE(t1’T21t3’T4 = _3T2)

E

Sa phase dépend de 3¢ et { .,

ps

1

L'anti-écho 3Q (1, =-71,/9) || a pour expression :

¥ g

20 1SO 34 is
>exp[|TZB— WSy +?6 s%% .

1 7
E pE(tl’T2’t3'T4 = _§T2)

Sa phase dépend de 8¢ et w355,

1
> p3(t,, t;)

(1.136)

Pour p =-3, I'équation (1.129) devient :
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PE(t, T, t5,Ty)

2

D . 7 D - iso
><expEr|E[4 gt %_J/mgexp{—l(r4 +31, 55200, |

&

3

P2, (L, t3)

1 . iso
E> exp{— i(t, 31, )(D(j/)z,l/z}

(1.137)
Deux échos situésa 1, =71,/9 eta 1, =31, et un anti-écho situé a t, = —-3t, sont

predits. 1ls représentent la refocalisation de la cohérence avec p = -3 générée par la

premiére impulsion : <—g p3,(t,)

§> =i(13>(t,)) . De plus, leur amplitude est

1
<_E p§3 (tllts)

%> . Nous les nommerons respectivement I’écho —3Q (1, =71,/9),

I'écho —3Q (1, =31,) et I'anti-écho -3Q (1, = —31,).

L’écho -3Q (t, =3t,) [ est représenté sur la figure 1.16 par E_. Son expression

-3 2

1 . E@ -
—ex iT _ + 602w, )
2> pET 2D9 ¢ 1/2,1/2 cs o%

est:

p=(t,, T, 15,7, =3T,)
_<_£
2

Sa phase dépend de 3¢ et { .,

P2 (ty, t;)

(1.138)

L’écho -3Q (1, =71, /9) || est aussi représenté sur la figure 1.16 par E, . Son

3

1 0 . 20 iso 34 i
E> expEr iT, Er ?w(j}m + Eécswo % .

expression est :

E

7
pE(tlszyt3'T4 :§T2)

1
= <_E pfs(tlvts)

(1.139)

Sa phase dépend de &g et w?57,.
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L'anti-echo —3Q (1, =—3t,) || a pour expression :

ey

1\ ool B4
—)expar (. + 60 % .
2> a 2D9 1/2,1/2 Cs oEﬂ]

pE (t1'T2’t3'T4 = _3T2)
_(-1
2

Sa phase dépend de 3¢ et .,

P2 (ty, t;)

(1.140)

Parmi les phases @ ci-dessus, seulement celle de I’écho -3Q (1, =71,/9) et celle
de l'anti-écho 3Q (t, =71, /9) dépendent de deux termes isotropes indépendants de
I'état de I'échantillon (cristal ou poudre). Les facteurs de phase

34

expgjt iT, @— %Ow(j};fj’/z + Eé‘égooo % sont a la base du développement de la

méthodologie MQ-MAS.

En procédant de la méme fagon que pour un spin 3/2, on peut déterminer la
localisation et I’amplitude des échos et des anti-echos de spins de Hahn pour des spins
5/2, 7/2 et 9/2. 1l suffit pour chaque spin de déterminer le systéeme (1.107) équivalent
puis de reprendre la démonstration du paragraphe 1.6.2. Nous indiquons au tableau 1.7 la
localisation des echos impliqués dans la méthodologie MQ-MAS pour différents spins

ainsi que la phase @.
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Tab. 1.7 : Localisations (7, /T, ) et modulation de phase (@) des échos observés en MQMAS (chapitre

111) pour les spins 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2 en fonction des transitions multiple-quanta (pQ). Les anti-échos

associés aux échos ne sont pas indiqués ; ils se trouventen -7, /7, etsont modulés en phase —¢.

SO

w= wff}izvl, , est le déplacement quadrupolaire du 2" ordre du centre de gravité du spectre et

0=02w,.
3/2 5/2 712 9/2
T4 T4 T4 T4
T, ¢ T, ¢ T, ¢ T, ¢
7 35 119
— “w-—-5
Q B8 9 18
11 20 34 95 25 85
5Q 9 9 36 18 36
30 19 5, 17, 101 4 3o 9 5 17,
12 6 12 45 9 45 36 18 36
7 20 34
— — -— w+—9>
3Q 9 9
25 25 85
— == -——w+—9>
5Q 12 6 12
56 476
161 -—w+——23
_7Q 4—5 9 45
_gQ 2 —éw+§6

6 3 6
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CHAPITRE Il :
Quantification du gradient de champ électrique dans les

supercages d'une zéolithe Y par la RMN du xénon-131

Certaines propriétés des zéolithes peuvent étre interprétées en considérant
I’existence d’une distribution de champ électrique créée par la charpente chargée
négativement et les cations compensateurs de charges. Comme nous I’avons vu au
premier chapitre, il est possible d’accéder au gradient de champ électrique par le biais de
I’interaction quadrupolaire qui résulte de I’interaction entre le moment quadrupolaire
électrique nucléaire eQ et la fluctuation du gradient de charge électrique (8 I.1).
Rappelons que le moment quadrupolaire électrique est une propriété des noyaux
possédant un spin supérieur a 1/2. Nous basant sur les nombreux résultats obtenus par
RMN du xénon-129 (I = 1/2) du xénon adsorbé dans les zéolithes, nous avons choisi
d’utiliser le xénon-131 (I = 3/2).

Le xénon-131 a un noyau quadrupolaire ; son abondance naturelle est de 21,2%, sa
fréquence de résonance est faible (32,8 MHz pour un champ magnétique de 9,4 Tesla) et
son moment quadrupolaire est Q = — 0,12.1072® m2. Sa sensibilité de détection est plus
faible que celle du xénon-129 d’un facteur 10 (***Xe / *C = 31,8 ; *'Xe / ¥3C = 3,31).

La RMN du xénon-131 a été principalement appliquée a I’étude des phases
liquides isotropes et a celle des cristaux liquides anisotropes afin d’obtenir des
informations sur la relaxation due a la fluctuation du gradient de champ électrique et sur
le couplage quadrupolaire moyen [1-5]1. En 1999, le xénon-131 a été utilisé pour des
aérogels []. De plus il a fait I’objet d’étude en phase gazeuse pour examiner les espaces
vides macroscopiques [7-111 (interaction avec les surfaces de verre...). La RMN du xénon-
131 dans le cas d’échantillons a I’état solide a €té trés peu étudiée : Cho et
collaborateurs [12] ont utilisé le xénon sous forme solidifié et réccemment Moudrakovski
et collaborateurs [13] ont utilisé le xénon comme sonde pour les espaces vides dans I’état
solide (B—quinol, Clathrate). Notons que la technique de polarisation des gaz a eté
appliquée sur le xénon-131 [7,8,11,14],

Les premiers spectres du xénon-131 que nous avons enregistrés sont inutilisables.
En effet la déformation de la ligne de base du spectre nous empéche de distinguer le

signal. Cette déformation provient de signaux parasites qui sont dus a la vibration de la
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sonde, appelée « ringing » (8. 11.1.1). Nous avons di développer une séquence
d’impulsions composite [15], la « séquence ringing » (8. 11.1.2), capable d’éliminer les
effets du ringing (8. 11.1.3).

Afin de déterminer le gradient de champ électrique dans les zéolithes nous avons
choisi deux méthodes basees sur la RMN du xénon-131.

La premiére méethode utilise la nutation du xénon-131. En effet, la raie du xenon-
131 étant symétrique, elle ne permet pas de déterminer le GCE en analysant la forme de
la raie obtenue avec une impulsion. Nous développerons la dynamique d’un systéeme de
spins soumis a la séquence ringing et détaillerons le cas d'un spin I = 3/2 (8. 11.2.1). Nous
calculerons numériquement la réponse des spins 3/2 excités par une impulsion et par la
séquence ringing en tenant compte de I’interaction quadrupolaire au premier ordre
pendant les impulsions. Pour cela nous avons mis au point un programme informatique
valable pour tous les spins demi-entiers et pour des échantillons sous forme de poudre (8.
11.2.2). Ce programme calcule I’intensité de la raie centrale en fonction de la durée
d’impulsion ; les autres parameétres sont le spin, I’lamplitude du champ radiofréquence

w, , le parametre d'asymétrie n et la constante de couplage quadrupolaire €2qQ/h ™ En
effet, I’intensité de la raie centrale depend du rapport entre e2qQ/h et w, . Il suffit ensuite

d’enregistrer une série de spectres en fonction de la durée d’impulsion. La constante de
couplage quadrupolaire est alors obtenue en ajustant I’intégrale de la raie centrale de
chaque spectre avec I’expression théorique de I’intégrale de la raie centrale. A I’aide de
ce programme informatique nous déterminerons I’intensité simulée de la raie centrale
apres une impulsion +X et apres la séquence ringing pour quelques rapports

21e20Q/ hw, (8. 11.2.3). Pour Vérifier la validité du programme, nous le testerons avec

des échantillons modeéles pour lesquels I’interaction quadrupolaire est connue (8. 11.2.4).

La seconde méthode est basée sur la comparaison des déplacements chimiques du
xénon-129 et du xénon-131. En effet on associe la différence des déplacements chimiques
au gradient de champ électrique. Dans la premiére partie du paragraphe 11.3, nous
rappellerons les propriétés du xénon-129, ainsi que les nombreuses applications du
xénon-129 en RMN (8. 11.3.1).

™ Nous avons noté la constante de couplage quadrupolaire X dans le programme informatique (§. 11.2.2 et
11.2.3). Mais dans la partie expérimentale (8. 11.4 et 11.5) nous noterons la constante de couplage

quadrupolaire C, pour étre en accord avec le parametre C, utilisé dans le chapitre I11.

Qn



La suite du paragraphe 11.3 sera consacree a la description des échantillons et a la
technique d’adsorption des gaz (8. 11.3.5). Aprés une introduction sur les zéolithes NH,Y
(8. 11.3.2), nous décrirons les traitements que nous leur ferons subir afin de changer le
gradient de champ électrique : désalumination (8. 11.3.3) et échange des cations
compensateurs ammonium par des lanthanes (8. 11.3.4).

Nous enregistrerons alors les spectres du xénon-129 et du xénon-131 de ces
differents échantillons pour plusieurs pressions de xénon adsorbé. Par comparaison des
déplacements chimiques des deux isotopes pour un échantillon et pour une pression
donneées, nous évaluerons les valeurs de la constante de couplage quadrupolaire C, (8.
11.4.1et11.4.2).

Nous utiliserons, ensuite, la méthode de nutation. Pour chacun des échantillons
nous étudierons la nutation du xénon-131, puis a I’aide du programme informatique nous

simulerons la valeur de C,, (8. I1.5).

Enfin, nous conclurons en comparant les valeurs de C, obtenues par les deux

méthodes RMN du xénon-131. A partir de ces valeurs nous déterminerons pour la

zéolithe d’origine le gradient de champ électrique (8. 11.6).
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CHAPITRE Il : Quantification du GCE par la RMN du Xénon-131

II.1. Elimination des signaux parasites créés par le

«ringing » de la sonde

Nous avons entrepris I’étude du gradient de champ électrique dans la zéolithe Y
en utilisant I’isotope xénon-131 du gaz xénon adsorbé. Les premiéeres mesures ont
montré I’apparition de signaux parasites de forte intensité qui viennent masquer celui du
xénon-131 (Fig. 11.1.a). Ces signaux parasites sont dus aux effets du ringing. Il est donc
nécessaire de chercher une séquence d’impulsions capable d’annuler complétement les

signaux parasites qui déeforment la ligne de base du spectre.
[I.1.1. Effet du ringing sur un spectre

Le ringing n’apparait que pour les basses fréquences de résonance. Il est produit
par la vibration de la sonde créée par une impulsion. Il dépend de I’amplitude du champ
magnétique statique et du champ radiofréquence. La fréquence de résonance du xénon-
131 étant faible (32,8 MHz pour un champ magnétique de 9,4 Tesla) le ringing est donc
présent sur les spectres.

Cette vibration génere une oscillation amortie provoquant I’apparition de signaux
parasites et la distorsion de la ligne de base du spectre. Le ringing dépend de la phase de
I’impulsion. Pour résoudre ce probléme on a pris comme hypothése que le ringing d’une
impulsion est indépendant du ringing des impulsions antérieures. Dans le cas d’une
séquence a deux impulsions, chaque impulsion génére son propre ringing. Mais les
effets du ringing de la deuxiéme impulsion restent inchangés, quelle que soit la
premiére impulsion, alors que le FID (Free Induction Decay) est déterminé par la
succession des deux impulsions. De cette différence entre le FID et les effets du ringing,
il est possible d’éliminer les effets du ringing par un cycle de phases.
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Fig. 11.1 : Spectres du xénon-131 (I = 3/2) du xénon adsorbé dans une zéolithe Y. Les spectres ont été
enregistrés sur un spectrométre Bruker MSL400 a 32,8 MHz : (a) aprés une impulsion, (b) apres la
séquence ringing, la durée t des impulsions variant de 2 a 30 us par pas de 2 us, NS = 2800 et
D0=0,3s.
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[1.1.2. Elaboration de la séquence d’impulsions « ringing »

Zhang et collaborateurs [15] ont cherché une séquence permettant I’élimination
des effets du ringing. Dans le cas d’une impulsion, I’alternance de la phase du récepteur
ou celle de I’impulsion éliminent aussi bien le ringing que le FID (Tab. I1.1 et 11.2). En
effet dans une premiere expérience, ils ont utilisé une impulsion +X de 90° et ont placé
le récepteur de la méme facon. La polarité du ringing et celle du FID sont positives.
Puis dans une seconde expérience, ils n’ont pas touché au récepteur mais ils ont généré
une impulsion —X de 90°, provoquant le changement de signe de la polarité du ringing
et du FID. Aprés ces deux expériences la somme des effets du ringing et celle des FID
sont nulles (Tab. 11.1).

Ils ont obtenu le méme résultat en recommencant les deux expériences, mais
cette fois c’est la phase du récepteur qui passe de +X a —X tandis que la phase de

I’impulsion reste a +X (Tab. 11.2).

Tab. 11.1 : Phases et représentation d’une séquence a une impulsion = X de 90° ; phases du récepteur ;
polarités du ringing et du FID.

_ Phases Polarites
Expériences : —
Impulsion P1 Récepteur Ringing de P1 FID
1 +X +X + +
2 -X +X - -
Somme des polarités : expérience 1 + expérience 2 0 0

P1(+X) Q P1(-X)

FID




II.1. Elimination des signaux parasites créés par le « ringing » de la sonde

Tab. 1.2 : Phases et représentation d’une séquence a une impulsion + X de 90° ; phases du récepteur ;
polarités du ringing et du FID.

o Phases Polarités
Expériences i . _
Impulsion P1 Récepteur Ringing de P1 FID
1 +X +X + +
2 +X -X - -
Somme des polaritées : expérience 1 + expérience 2 0 0

P1(+X) Q P1(+X)

FID

Tab. 11.3 : Phases et représentation d’une séquence a deux impulsions + X de 180° puis de 90° ; phases
du récepteur ; polarités du ringing et du FID.
Phases Polarités

Expériences

Impulsion P1 Impulsion P2 Récepteur ~ Ringing de P1  Ringing de P2  FID

1 +X +X +X + + -

2 +X -X -X - + -

Somme des polarités : expérience 1 + expérience 2 0 + -
P1(+X) P2(+X) P1(+X) P2(-X)

FID FID
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Ils ont essayé d’appliquer une impulsion de 180° puis une impulsion de 90° en
utilisant les phases indiquées dans le tableau 11.3. Le FID est détecte, mais le ringing dd
a la seconde impulsion ne s’annule pas.

IIs sont donc passé a trois impulsions de 90° suivant les phases mentionnées dans
le tableau I1.4. Dans ce cas la succession de quatre expériences permet d’annuler
totalement le ringing et d’observer un FID. Afin d’éliminer les effets du ringing, nous
allons nous servir de cette séquence d'impulsions, que nous appellerons « séquence
ringing ». Les séquences de Zhang et collaborateurs contenaient aussi des impulsions +
Y qui nécessitent des matrices complexes pour décrire HY) (11.7 et 11.8). Nous avons
remplacé les impulsions £Y par +X afin de simplifier I’écriture du programme
informatique (8. 11.2.2). Le programme d’impulsions de cette séquence, utilisé sur un

spectromeétre Bruker MSL400, est donné a la figure 11.2.

Tab. 11.4 : Phases et représentation d’une séquence a 3 impulsions + X de 90° ; phases du récepteur ;
polarités du ringing et du FID.

Phases Polarités

Expériences |mpulsion Impulsion Impulsion Récepteur Ringing Ringing Ringing FID

P1 P2 P3 dePl deP2  deP3
1 -X +X +X +X - + + +
2 -X +X -X -X + - + +
3 +X +X -X +X + + - +
4 +X +X +X -X - - - +
Somme des polarités pour les quatre expériences : 0 0 0 +
P1 P2 P3




II.1. Elimination des signaux parasites créés par le « ringing » de la sonde

;PPMRING5.PC
PROT F1 F2 XT « Protection des voies de I’émetteur »
START, 50U

10U

VD [F1@ PLS1 RGATE] « Impulsion de durée VD donnée sur la voie F1 avec

VD [F1@ PLS2 RGATE] la phase en cours et pointée par PLS1, PLS2 et PLS3 ;

VD [F1@ PLS3 RGATE] RGATE : laisse le récepteur fermé »

D3 [STA] « Temps mort puis début de I’acquisition »

DO « Durée entre deux acquisitions »

++PLS1

++PLS2 « Incrémente les phases des impulsions »

++PLS3
GOTO START
BEGIN LISTS « Phases des impulsions et du récepteur »
PLS1, X -X X X -Y -¥Y Y Y X X =X =X Y Y -Y -Y
PLS2, X X X X Y Y Y Y X X X X -Y -Y -Y -Y
PLS3, X X =X X Y -Y -Y Y -X X X =X -Y Y Y -Y
RLS, X X X =X Y -Y Y -Y -X X =X X -Y Y =Y Y
END LISTS

; RECEIVER MODE : RPN
; TRIGGER MODE : NT

« Autorise I’utilisation des phases de la liste pour le récepteur »
« Mode d’acquisition négatif pour le flanc de déclenchement (trigger)

I’acquisition commence aprés la durée D3 »

Fig. 11.2 : Programme d’impulsions de la séquence ringing sur un spectrométre Bruker MSL400.

11.1.3. Apport de la séquence d’'impulsions « ringing »

Lenregistrement des spectres du ***Xe, aprés une impulsion (Fig 11.1.a) et aprés
la séquence ringing (Fig 11.1.b), permet d’observer les effets que produit cette séquence
sur les spectres.

L’echantillon est une zéolithe NaY placée dans une ampoule scellée de diameétre
extérieur 1 cm et de longueur 1,5 cm. Cette ampoule est placée au centre d’une bobine
"selle de cheval™ dont le diamétre est de 1 cm et d’une longueur de 2 cm. La pression de
xénon adsorbé est de 700 Torr. Dans les deux cas, les spectres ont été enregistrés en
faisant varier la durée d’impulsion t de 2 a 30 us par pas de 2 ps. Notons que dans tout
le chapitre I1, le nombre d’accumulation sera noté NS et la durée entre deux acquisitions
DO.

Comparons les figures 11.1.a et 11.1.b pour la méme durée d’impulsion t. Nous
remarquons que pour une impulsion +X la ligne de base est déformée par les effets du

ringing. Dans ce cas il est difficile d’interpréter les spectres. Au contraire, la ligne de
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base reste pratiquement linéaire pour la séquence ringing ; il est possible de distinguer
le signal. La séquence ringing a bien éliminé les effets du ringing.

Notons qu’il est possible d’utiliser une séquence d’écho de spin pour éliminer les
effets du ringing [16-201, Mais la séquence ringing nécessite d’optimiser seulement la
durée d’impulsion t (cette durée étant identique pour les trois impulsions), alors que la
séquence d’écho de spin nécessite I’optimisation des deux durées d’impulsion (qui ne
sont pas necessairement identiques) et de la durée entre les impulsions. Signalons enfin
que Speight et collaborateurs [21] ont éliminé les effets du ringing en protégeant

I’échantillon dans la sonde par un écran en cuivre.
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II.2. Dynamique d’un systéme de spins | = 3/2 excité par

la séquence d'impulsions ringing
[1.2.1. Etude théorique par la matrice densité

Dans ce paragraphe nous allons étudier la dynamique d’un systeme de spins | =
3/2 excité par la séquence d’impulsions ringing [221. Nous avons vu au chapitre
précédent qu’un spin nucléaire | = 1 (c’est le cas du *'Xe, | = 3/2) posséde un moment
quadrupolaire électrique eQ qui interagit avec le gradient de champ électrique (GCE)
environnant. Ce couplage, appelé interaction quadrupolaire Hq, est défini au premier
ordre pour un échantillon statique par (8. 1.4.1),

H(Ql)statique — %(*)Q[3I§ - |(| +1)] , (”1)

ou le couplage quadrupolaire wy est défini par,

0, =%QQ{3COSZ[3—1+r]5i|’12[3C052C(} , (11.2)
_ €e'qQ
CT200-)n (11:3)

Les angles d’Euler a et 3 décrivent I’orientation du champ magnétique statique By

dans le systéeme d’axes propres du tenseur du GCE ; n est le parametre d'asymétrie de ce
tenseur.

Comme nous I’avons remarqué au paragraphe 1.6.4.d du tome 11, le signal ou la
tension induite dans une bobine par la composante tournante de I’aimantation aprés une

impulsion +X d’angle —11/2 est proportionnel a,

(M, (1)) = trpg (VAL } (11.4)

ou la matrice densité p (t) caractérise complétement le systéme de spins dans le

ZOBS

référentiel tournant ( ). L’hypothese des hautes températures nous permet d’écrire a

I’équilibre thermodynamique (avant I’impulsion) (8. 1.6.4.c, tome II),
Pr(0)=p(O) =1, . (11.5)
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Pour simplifier la notation, nous omettons par la suite I'indice R et écrivons
simplement p(t) au lieu de pg(t). La dynamique d’un systeme de spins | excités par une

impulsion +X est décrite par la matrice densité p(t) (8. 1.6.4.a, tome 1),

p(t) = exp(—iH®1)p(0) exp(iHt) , (11.6)
ou,
H(x) = -, Ix + Hg)statique , (||7)

wy/2mtest I"'amplitude du champ radiofréquence. Comme HY**** peut étre beaucoup
plus grande que oy, on tient compte alors de HY***** pendant I’impulsion. Dans le cas
d’une impulsion =X, on a:
H™O = l, +HY™ e (11.8)
La matrice densité associée p'(t) est
p'(t) = exp(=iH ™ t)p(0) exp(iH™t) . (11.9)
La matrice densité totale p,(3t) correspondant a la séquence d’impulsions

ringing est (voir la phase du récepteur dans le tableau 11.4) :
P, (3t) =p, (3t) —p, (3t) +p,(3t) —p, (B) , (11.10)
ou pour I’expérience 1 :
P, (3t) = exp(-iH™ 2t) exp(-iH ™ t)p(0) exp(iH 7t) exp(iH ™ 2t)
= exp(-iH® 2t)p' () exp(iH™ 2t) ; (11.11)
pour I’expérience 2 :
P, (3t) = exp(—iH ™ t) exp(-iH*t) exp(-iH ™t)p(0)
xexp(iH ™ t) exp(iH®t) exp(iH 1)
= exp(-iH ™ t)exp(-iH™t)p'(t)
xexp(iH™t)exp(iH ™t) ; (11.12)
pour I’expérience 3 :
P, (3t) = exp(—iH ™ t) exp(-iH™ 2t)p(0) exp(iH ™ 2t) exp(iH 1)
= exp(-iH ™ t)p(2t)exp(iH 1) ; (11.13)
pour I’expérience 4 :
P, (3t) = exp(—iH™ 3t)p(0) exp(iH ™ 3t)
= p(3t) . (11.14)
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Mais la représentation matricielle G de H® dans la base des états propres de I,
n’est pas diagonale. Analytiqguement il est impossible de déterminer I’exponentielle de
cette matrice. Pour résoudre ce probléeme, nous déterminons la matrice des valeurs
propres Q et celle des vecteurs propres U de H(X), reliées par :

Q=U'GU |, (11.15)
ou «f» indique la matrice transposée. Du paragraphe 1.6.1, on peut réécrire p(t) dans
(11.6) sous la forme :

p(t) = Uexp(-iQt)UT p(0)U exp(iQt)UT . (11.16)
Pour une impulsion =X, la matrice des valeurs propres de H™ est identique & celle de
H®  mais ce n’est pas le cas de la matrice des vecteurs propres qui sera notée Us.

Il est possible de passer d’une matrice densité p(t), correspondant a une
impulsion +X, a la matrice densité p'(t, ¢), correspondant a une impulsion j déphasée
d’un angle trigonométrique ¢ par rapport a I’impulsion +X. Pour cela nous calculons
d’abord la matrice densité p(t). Puis, pour obtenir la matrice densité p'(t, ¢), nous
multiplions chaque élement matriciel de p(t) par exp(-ip¢) ou p est I’ordre de la
cohérence [23],

En fait, les équations (11.6), (11.9), (11.11)-(11.14) sont formelles. Pour les deux
impulsions +X suivantes, la matrice représentant H* doit étre remplacée par la matrice
des valeurs propres et par la matrice des vecteurs propres comme nous I’avons fait
précédemment pour la premiére impulsion +X (11.16). Alors p1(3t), p2(3t), ps(3t) et

P4(3t) deviennent respectivement :

P1(3t) = Uexp(-iQ2t)UT p'(t, mUexp(iQ2t)UT , (n.17)
P2(3t) = Usexp(-iQt)Us" Uexp(-iQt)Ut p'(t, T)
x Uexp(iQt)UT Uzexp(iQt)Us" (11.18)
P3(3t) = Uzexp(-iQt)Us" p(2t)Usz exp(iQt)Us" (1.19)
P4(3t) = p(3t) . (11.20)
L'intensité du FID est
(M, 30) = trlp, @t)yal, } . (11.22)

Nous allons traiter le cas spécifique d'un systeme de spins | = 3/2. Du paragraphe

I11.1.1 du tome 11 et de I’équation (11.1), nous déterminons les matrices associées a 1.,

(1)statique .
I, et Hg :
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Ho J3 0 0 /2 0 0 0 d
14/3 0 2 00 no 12 0 0 O
| =18 g, 1,=0 g (11.22)
200 2 0 3p 0 0 -y2 0
Ho o0 43 of ﬁo 0 0 —3/2@
W, 0 0 0
: 00 -w 0 0O
H(l)stathue - Q i ”23
Q Do 0 -w, 0C (129
ﬁo 0 0 (oQﬁ

La forme matricielle G de H™ devient :

0w ~ 3w, /2 0 0o A
0 2 - -
G=r V3w, / Wy Wy 0 =5 (11.24)
g 0 -, —w, —3w,/2g
H o 0 -V3w, /2w, H

Pour obtenir Q et U, nous transformons d’abord la matrice G en une matrice a deux

blocs N. Pour cela, il faut la multiplier par deux matrices bf et b :

gL o o 1p
0 1 10
p=320 0. (11.25)
220 -11 0
@1 0 0 1@
0w ~3w, 12 0 o f
N:bTszg_\/gw”/z =Wy + Wy 0 0 E.
o O 0 — Wy — Wy —\/§wﬁ/ZD
H o 0 -V3w, /2w, H
(11.26)

La diagonalisation des deux blocs de N permet d’obtenir la matrice totale des
valeurs propres Q, ainsi que la matrice totale des vecteurs propres U et son inverse U?
(8. 11.6.1, tome II). La matrice U est le produit de deux matrices, U = bS, ou S est une
matrice a deux blocs contenant les vecteurs propres provenant de la diagonalisation, par
bloc, de N. La matrice densité d'un systeme de spins | = 3/2 a la fin de la premiere

impulsion X est de la forme indiquée sur la figure 11.3. Les éléments de cette matrice
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représentent les valeurs des différentes transitions possibles (voir cohérence ™ : §. 1.6.1,

tome I1). Pour un spin 3/2, les ordres de cohérence p sont les suivants :

0|1 3
-1 2
-2 | -1 1
-3|-2]-1|0

Pour les élements de p(t) situés au-dessus de la diagonale principale (de la forme +x —
iy) p est positif, alors que pour les elements situés en dessous de la diagonale principale
(de la forme +x + iy) p est négatif. Par exemple pour la transition |-1/2) — |3/ 2)

I’ordre de la cohérence est p = =1/2 — 3/2 = -2.

13/2)[¥2) [-Y2)|-3/2)

(32| E B D TQ
pO= (2| B F A DO
Y2l A F BU
(-3/2lHT D B Eﬁ

Fig. 11.3 : Forme générale (8. 1.6.1, tome Il) d’une matrice densité d’un spin | = 3/2. Les éléments de la
diagonale principale (E, F, E, E) sont des nombres réels représentant la polarisation le long de I’axe
z. Les éléments de I’autre diagonale principale (T, A, T_,K) sont des nombres imaginaires purs. Les
éléments restant sont des nombres complexes du type x £ iy ou — X *iy («Y » indique le nombre
complexe conjugué et « X' » indique que la partie réelle est négative). Les diagonales secondaires (B',
A BetB, A, E) donnent I’intensité du signal des transitions a un quantum (A et A celles de la
transition centrale (a) et B, B’ et leurs complexes conjugués, les transitions satellites (3’ et 3)). Les
éléments restant sont caractéristiques des transitions & deux quanta (D, D'...) et & trois quanta (T, T ).

™ Les cohérences décrivent toutes les possibilités d’échanges de population de spin. L’ordre p d’une
cohérence correspond a la différence Am des nombres quantiques magnétiques des états concernés. La
valeur absolue de I’ordre de la cohérence indique le nombre de quanta liés a la transition entre les
différents états.

73



74
CHAPITRE Il : Quantification du GCE par la RMN du Xénon-131

On peut en effet passer d’une impulsion +X a une impulsion =X par un
déphasage ¢ = 1T; de méme on passe a une impulsion Y par un déphasage ¢ = +172.

Pour ces transformations, on utilise la matrice densité p'(t, ¢) suivante :

13/2) 1/2) -1/2) =3/2)
(3/2] H E B'exp(-ip) D'exp(-2id) Texp(—3i¢)H
ot 0) = (/2] OB'exp(id) F Kexg(—icl)) 5_exp(—2i<|))D
T (—y2] Dexp2id)  Aexp(i) F Bexp(-id) =
(-3/2| HTexp(3i¢)  Dexp(2id)  Bexp(id) E ﬁ

Fig. 11.4 : Passage de la matrice densité p(t) de la figure 11.3 a la matrice densité p’(t, ¢) par un
déphasage ¢.

11.2.2. Programme informatique de simulation de I'intensité de la

raie centrale

Nous avons mis au point un programme informatique permettant d’évaluer la
constante de couplage quadrupolaire x (= €2gQ/h) d'une poudre statique dans le cas ou
la forme de la raie centrale est symétrique sans structure [22]. Les axes principaux
du GCE de chaque petit cristal sont orientés de facon aléatoire par rapport au champ
magnétique By (8. 1.5). Ce programme calcule numériquement I’intensité de la raie
centrale d'un spin demi-entier (I > 1/2) excité par une impulsion +X et par la séquence
ringing, en tenant compte de I’interaction quadrupolaire au premier ordre pendant les
impulsions. 1l détermine cette intensité en fonction de la durée d'impulsion t, les autres
parametres sont le spin, le champ radiofréquence, le parametre d’asymeétrie n et la
constante de couplage quadrupolaire. A partir d'une série d'intensités pour différentes
durées d’impulsion t, on évalue alors la valeur de x en ajustant I’intégrale de la raie
centrale de chaque spectre avec I’expression theorique.

Le programme informatique a été mis au point avec le logiciel de programmation
Delphi 4. Il est en deux parties. La premiére partie du programme nous permet de traiter
I’équation (11.10) en suivant la théorie détaillée dans le paragraphe 11.2.1
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(b)

Fig. 1.5 : Programme
informatique permettant de
calculer numériquement
I’intensité du spectre de
poudre de la raie centrale (b)
d'un spin excité par la
séquence ringing en fonction
de la durée d'impulsion t. Elle
dépend du spin, du champ
radiofréquence omegarf, du
parameétre d’asymétrie n, de
la constante de couplage
quadrupolaire x (a) ; Tau
étant la valeur maximale de la
durée d’impulsion, Pas le
nombre d’incrément et
Tau/Pas la valeur de
I’incrément.

A partir du choix du spin, du champ radiofréquence, du parametre d’asymétrie

n, de x et de la durée d'impulsion t (Fig. 11.5.a) nous obtenons la valeur de I’élément de

matrice A (associé a la transition centrale, Fig. 11.3) en fonction de la durée d'impulsion

t (Fig. 11.5.b). Notons qu’il est possible de déterminer I’intensité des raies satellites

(partie réelle et imaginaire, Fig. 11.5).

La deuxieéme partie du programme permet d'extraire la valeur de X par ajustement

des intensités de la raie centrale (Fig. I1.6.d). Cet ajustement est basé sur la méthode

simplex (Press et collaborateurs p408-412 [24]) qui utilise trois paramétres : le champ

radiofréquence, un facteur de normalisation N (intensité expérimentale/intensité

simulée) et x (valeurs de départ : Fig. 11.6.a ; valeurs simulées : 11.6.c). La valeur du

champ radiofréquence est évaluée expérimentalement (8. 11.2.2.d) et permet de verifier

la qualité de I’ajustement.
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Fig. 11.6 : Programme informatique permettant d'extraire la valeur de x = k(3) (c) en ajustant (d)
I’intégrale de la raie centrale en fonction de la durée d’impulsion t (b) avec I'expression théorique
calculée a partir des parameétres estimés de départ (a). k(1) = N = facteur de normalisation, k(2) =
champ radiofréquence et SSE = indicateur de convergence.

11.2.3. Intensité simulée de la raie centrale apres une impulsion

+X et aprés la séquence ringing

Nous avons représenté I’intensité de la raie centrale obtenue avec le programme
informatique pour une impulsion +X (Fig. 11.7.1) et pour la séquence ringing (Fig.
11.7.2) en fonction de la durée de I’impulsion t (0 a 40 ps) dans le cas d’un spin | = 3/2
et pour plusieurs rapports 21tx/ w, (0, 1, 3, 5, 15 et 25). Nous avons choisi un champ
radiofréquence d’amplitude w, /(2m) =20kHz, car nous avons utilisé
experimentalement un champ radiofréquence compris entre 15 et 20 kHz (8. 11.6). Dans
le cas d’une impulsion +X, la figure 11.7.1 montre que I’intensité du signal est
proportionnelle a t et indépendante de x pour les faibles valeurs de t (< 4 us), puisque
les six courbes sont confondues. Pour la séquence ringing, I’intensité du signal est
toujours positive et croissante pour les faibles valeurs de t (< 4 ps) et cela quel que soit

X (Fig. 11.7.2.a). Mais, elle n'est plus proportionnelle & t. Notons que pour des valeurs
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élevées de x (= 500 kHz) la forme de la courbe f des figures 11.7.1 et 11.7.2 reste
pratiquement identique.

Dans le cas d’une impulsion, quand x =0, I’intensité du signal est maximale
pour une durée d’impulsion t,, =12,5us (Fig. 11.7.1.a) alors que pour X =500kHz le
signal est maximal pour une durée d’impulsion t,__ =7pus (Fig. 11.7.1.f). Il est donc
important de bien choisir la durée d’impulsion t,, lorsque I'on change d'échantillon,
par exemple d’un systeme sans interaction quadrupolaire telle qu'une solution aqueuse a
un échantillon solide ou I’interaction quadrupolaire est forte. L’un des signaux sera

maximal et I’autre nul. Bien que les courbes de la figure 11.7.2 soient assez différentes

de celles de la figure 11.7.1, nous observons le méme phénomene pour la séquence
ringing. Pour x =0 nous avons t.,, =12,5us (Fig. 11.7.2.a) alors que pour
X =500kHz nous avons t.. =6pus (Fig. 11.7.2.f). Pour une impulsion, les courbes
correspondant aux extrémes X =0 et x =500kHz ont la forme sinusoidale (Fig.
I1.7.1.a et 11.7.1.f). Dans le cas de la séquence ringing ces mémes courbes (Fig. 11.7.2.a
et 11.7.2.f) ressemblent plut6t a des courbes en cloches.

Pour des faibles rapports 2my/wys (Fig. 11.7, courbes a, b, ), la variation de
I'intensité du signal en fonction de la durée d'impulsion t est beaucoup plus importante
pour la séquence ringing que pour la séquence a une impulsion. En d'autres termes, la

séquence ringing permet une détermination plus préecise de x de faible valeur.

77



78

CHAPITRE Il : Quantification du GCE par la RMN du Xénon-131
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Fig. 11.7 : Intensité de la raie centrale du spectre de poudre d'un spin | = 3/2 en fonction de la durée
d'impulsion t (0 a 40 us) pour une impulsion +X (1) et pour la séquence ringing (2) avec un champ
radiofréquence /(27 = 20 kHz, un rapport 27y / w, =0 (a), 1 (b), 3 (c), 5 (d), 15 () et 25 (f), et
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11.2.4. Test du programme informatique de simulation

d’intensité

Nous allons tester le programme de simulation d’intensité sur quatre noyaux [22]
('Cl, ©Na, ¥'Rb et **Xe) et cing échantillons (solution de NaCl, poudres de NaNOs,
NaNO; et RobNb,OsF et du xénon-129 adsorbé dans une zéolithe Y). Le xénon-129 a un
spin | =1/2.

Dans les exemples suivants, afin d’évaluer I’amplitude du champ radiofréquence
(parametre indicatif de la validité de nos simulations) on enregistre une série de spectres
du noyau étudié d'une solution aqueuse pour des valeurs croissantes de la durée

d’impulsion. D'apres la durée t,, correspondant a I’intensité maximale du signal, on en

déduit la valeur du champ radiofréquence avec la relation suivante (chapitre | du tome

1),

Wty =g : (11.27)

A titre indicatif, un champ radiofréquence de 50 kHz d'amplitude génere une duree

d’impulsion t_, =5ps. Les bobines solénoides utilisées pour exciter les spins des cing

échantillons ont 1 cm de diametre et 3,5 cm de longueur.

I1.2.4.a. Nutation du chlore-37 dans NaCl

La fréquence de résonance du chlore-37 étant tres proche de celle du xénon-131,
nous utiliserons ce noyau dans une solution de NaCl pour évaluer la valeur du champ
radiofréquence lors des expériences de nutation du xénon-131 (8. 11.5). La solution se
trouve dans une petite boule de 65 mm? placée au centre du solénoide.

Les figures 11.8.a et 11.8.b sont les spectres du chlore-37 dans une solution de
NaCl, spectres obtenus respectivement avec une impulsion et avec la séquence ringing.
Dans les deux cas, nous retrouvons bien les courbes 1.a et 2.a de la figure I1.7 pour

Cy =0.Comme t,, =13ps, nous en déduisons que wy/(2m) = 19,2 kHz.
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Fig. 11.8 : Spectres du chlore-37 a 32,6 MHz (spectrométre Bruker MSL400) dans une solution de NaCl
(1M) obtenus avec une impulsion (a) et avec la séquence ringing (b). La durée d’impulsion t varie de 1 a
26 psparpasdel us, NS=128etD0O=1s.

[1.2.4.b. Nutation du sodium-23 dans NaNO;

La poudre de NaNOj est mise dans un tube en téflon de diametre 0,8 cm et de
longueur 3,5 cm. Elle est placée au centre du tube sur une longueur de 0,5 cm. Nous
avons enregistré les spectres du sodium-23 avec la séquence ringing en faisant varier la
durée d’impulsion t de 2 a 60 us par pas de 2 ps. Le champ radiofréquence est estimé a
23,31 kHz. Les spectres de la figure 11.9.a ont été séparés pour bien montrer la variation
de I’intensité des raies en fonction de la durée d’impulsion.

L ajustement de I’intégrale de chacun des spectres expérimentaux a I’aide du
programme informatique nous donne un champ radiofréquence de 23,37 kHz et

C, =354kHz pour n =0. Nous trouvons une valeur proche de celles obtenues par
Man [25.26] : C, =336kHz pour n =0 et par Pound [?7]: C, =334kHz. La

différence entre notre valeur et ces deux valeurs représente environ 6% de C,,.
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Fig. 11.9 : (a) Spectres du sodium-23 a 105,8 MHz (b)
(spectrométre Bruker MSL400) dans une poudre de
NaNO; obtenus avec la séquence ringing. La durée
d’impulsion t varie de 2 a 60 us par pas de 2 us, NS
=16 et DO = 100 s, le champ radiofréquence est
estimé & 23,31 kHz avec la durée d’impulsion t,,
d’une solution NaCl. (b) ¢ valeurs de I’intégrale
des spectres expérimentaux et — courbe du
meilleur ajustement de I’intégrale des spectres 0 10 20 30 40 50 60
expérimentaux avec un champ radiofréquence de Durée d'impulsion t (US)

23,37 kHz, n=0et C, = 354 kHz.

Intensité

[1.2.4.c. Nutation du sodium-23 dans NaNO»,

La poudre de NaNO; est mise dans un tube en téflon de diametre 0,8 cm et de
longueur 3,5 cm. Elle est placée au centre du tube sur une longueur de 0,5 cm. Nous
avons enregistré les spectres du sodium-23 avec la séquence ringing en faisant varier la
durée d’impulsion t de 1 a 30 us par pas de 1 ps. Le champ radiofréquence est estimé a
23,31 kHz.

L ajustement de I’intégrale de chacun des spectres experimentaux a I’aide du
programme informatique nous donne un champ radiofréquence de 23,62 kHz et

C, =995kHz pour n =0. Nous trouvons une valeur proche de celle de Man (28]
Co, =11MHz pour n=0,1. La différence entre ces deux valeurs représente 10% de

Co.
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Fig. 11.10 : (a) Spectres du sodium-23 a 105,8 MHz (b)
(spectrométre Bruker MSL400) dans une poudre de

NaNO, obtenus avec la séquence ringing. La durée 121
d’impulsion t varie de 1 a 30 us par pas de 1 us, NS 6
=64 et DO = 1 s, le champ radiofréquence est 2

P A . 2 07
estimé & 23,31 kHz avec la durée d’impulsion t,, g

c

d’une solution NaCl. (b) ¢ valeurs de I’intégrale ~ -67
des spectres expérimentaux et — courbe du 12 : : : : : ,
meilleur ajustement de I’intégrale des spectres 0 5 10 15 20 25 30
expérimentaux avec un champ radiofréquence de Durée d'impulsion t (S)

23,62kHz, n=0¢et C, =995 kHz.

[1.2.4.d. Nutation du rubidium-87 dans RbNb,OsF

La poudre de RbNb,OsF (structure pyrochlore) est mise dans un tube en téflon de
diametre 0,8 cm et de longueur 3,5 cm. Elle est placée au centre du tube sur une
longueur de 0,5 cm. Nous avons enregistré les spectres du rubidium-87 (Fig. 11.11) avec
la séquence ringing en faisant varier la durée d’impulsion t de 1 a 21 ps par pas de 2 ps.
Le champ radiofréquence est estimé a 12,8 kHz.

L’intégration de chacun des spectres expérimentaux et I’ajustement a I’aide du
programme informatique nous donne un champ radiofréquence de 13,37 kHz et

C, =441,4kHz pour n =1 [29]. Le rapport 21C,, / w, est de 33 ; il est supérieur &

celui de la courbe 2.f de la figure 11.7 qui est de 25.
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Fig. 11.11 : (a) Spectres du rubidium-87 a 130,8 MHz (spectrométre Bruker MSL400) dans une poudre de
RbNb,OsF (structure pyrochlore) obtenus avec la séquence ringing. La durée d’impulsion t varie de 1 a
21 us par pas de 2 us, NS = 64 et DO = 1 s, le champ radiofréquence est estimé a 12,8 kHz avec la durée
d’impulsion t,,, d’une solution RbCI. (b) ¢ valeurs de I’intégrale des spectres expérimentaux et —
courbe du meilleur ajustement de I’intégrale des spectres expérimentaux avec un champ radiofréquence
de 13,37 kHz, n =1et C, = 441,4kHz.

[1.2.4.e. Nutation du xénon-129 du gaz xénon adsorbé dans une zéolithe Y

Le xénon-129 possédant un spin | = 1/2 n’est pas sensible au gradient de champ
électrique ; il devrait donner Cq = 0. Le xenon gaz est adsorbé dans une zéolithe NH,Y
(que I'on nommera ZY, 8. 11.3.3) compressée a environ une tonne. La pastille a la
forme d'un cylindre de diamétre 0,8 cm et de hauteur 0,8 cm. Elle se trouve au centre
d’une ampoule scellée de diametre extérieur 1 cm et de longueur 3 cm (8. 11.3.5). La
pression d’équilibre de gaz xénon adsorbe est d’environ 2000 Torr). Les figures 11.12.a
et 11.12.b représentent respectivement les spectres du xénon-129 obtenus avec une seule
impulsion et avec la séquence ringing. Dans les deux cas nous avons enregistré les
spectres en faisant varier la durée d’impulsion de 2 a 22 s par pas de 2 ps. On retrouve
bien les courbes simulées du gradient de champ électrique nul de la figure 11.7.1.a pour
une impulsion et de la figure 11.7.2.a pour la séquence ringing.

De plus I’intégration de chacun des spectres expérimentaux et I’ajustement a
I’aide du programme informatique nous donne : pour une impulsion un champ

radiofréquence de 20,2 kHz, C,, =0kHz pour n =0 et pour la séquence ringing un
champ radiofréquence de 19,8 kHz, C, =2,1kHz pour n =0. On considere que cette

valeur correspond a l'erreur sur I'estimation de Co.
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Fig. 11.12 : Spectres du xénon-129 (I = 1/2) du xénon adsorbé dans I’échantillon ZY pour différentes
durées d'impulsion t de la séquence ringing (de 2 a 24 us par pas de 2 us) : (a) une impulsion et (b)
séquence ringing (NS = 1500 et DO = 20 s, sur un spectrométre Bruker MSL400 a 110,7 MHz). (c) ¢
valeurs de I'intégrale des spectres (a) et — courbe du meilleur ajustement avec un champ
radiofréquence de 20,2 kHz, n =1 et C, = 0 kHz. (d) ¢ valeurs de I’intégrale des spectres (b) et —
courbe du meilleur ajustement de I’intégrale des spectres expérimentaux avec un champ radiofréquence
de 19,8 kHz, n=1et C, = 2,1 kHz. (e) spectres du xénon-129 dans les mémes conditions que les
spectres (a) mais avec DO = 0,3 s. (f) spectres du xénon-129 dans les mémes conditions que les spectres




I1.2. Dynamique d’un systeme de spins | = 3/2 excité par la séquence

d’'impulsions ringing

Notons qu’il est nécessaire de tenir compte du temps de relaxation lors de
I’enregistrement des spectres. Nous avons enregistré a nouveau les spectres du xénon-
129 avec une impulsion (Fig. 11.12.e) et avec la séquence ringing (Fig. 11.12.f) mais avec
D0 = 0,3 s au lieu de 20 s. On observe alors que la variation de I’intensité des raies a
changé. En effet si la durée entre deux acquisitions DO est trop courte, I'intensité des
raies et sa variation en fonction de t sont modifiées. Cette remarque est donc trés
importante lors de la simulation des spectres avec le programme informatique.

Ces cing exemples confirment le bon fonctionnement du programme
informatique. La nutation du xénon-129 nous indique d’une part que I’homogénéité du
champ radiofréquence au niveau de I’échantillon est bonne et donc applicable au cas du

xenon-131 (8. 11.5), d’autre part que I’erreur sur la mesure de C,, est d’environ 2 kHz.
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I1.3. Techniques et description des échantillons

[1.3.1. Déplacement chimique du xénon-129

Rappelons que le xénon-129 posséde un spin |1 = 1/2 ; il est donc susceptible de
donner un signal RMN. Jameson et collaborateurs [30] ont pu déterminer une
corrélation empirique entre le déplacement chimique & du gaz xénon et sa densité p
(nombre d’atomes ou molécules par unité de volume) sous forme d’un développement

du viriel de la densité :

a. Cas du gaz xénon pur :
6(p1 T) = 60 + 61(Xe—Xe) (T)pXe + 62(Xe—Xe) (T)pi(e

+ 85 xe-xe) (T)Pxe - (11.28)
Les coefficients du viriel varient avec la température [311 (le déplacement chimique du
xénon-129 dépend de la température) et sont déterminés expérimentalement,
Oy (xe-xe) = 0,548+ 0,04 ppm/amagat
8 xexe) = —(0169%0,02)10°ppm/amagat | (11.29)
Syxe-xe) = (0,163 £0,01)107° ppm / amagat
ou un amagat représente la densité d’un gaz dans les conditions normales, soit

2,68x10% molécules/cm?®.

b. Cas d’un mélange de gaz xénon et d’'un gaz G :

3(P, T) =8y *Byxe-xe) (T)Pxe + Oxec) (TP (11.30)
ou &, est la référence (déplacement chimique du xenon extrapolé a pression nulle).
Oirxe-xe) € Oirxe-c) SONt caractéristiques des collisions Xe-Xe et Xe-G. p,, et pg sont

respectivement la densité de xénon et la densité du gaz G.

Afin de caractériser les propriétés physico-chimiques des solides poreux, Ito et
Fraissard [32] ont utilisé¢ comme sonde détectable par RMN le xénon-129 adsorbé. Le
choix du xénon-129 provient de certaines de ces propriétés : gaz inerte, monoatomique,

présentant un important nuage électronique de symeétrie sphérique et par-la méme trés
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sensible a son environnement. En effet toute distorsion de son nuage électronique est
ressentie au niveau du noyau et se traduit par une variation du déplacement chimique.
Son domaine de déplacement chimique est I'un des plus grands, environ 7000 ppm. Il
présente donc toutes les caractéristiques d’une sonde idéale. Plus particuliérement le
xenon-129 possede des propriétes intéressantes par rapport a d’autres gaz rares (hélium-
3, néon-21, argon-40, krypton-83) : il a un spin | = 1/2 (pas de moment quadrupolaire),
son abondance naturelle est de 26 % et sa sensibilité de détection est bonne (2,12.107 /
'H et 31,8 / *C). Signalons enfin que le xénon hyperpolarisé augmente la sensibilité de
détection RMN d’un facteur 1000 [14,33-36], Cette méthode connait un tres grand succes ;
elle peut étre utilisée en flux continu [37.38] et étre associée a d’autres techniques RMN
[39-43] telles que I’imagerie RMN [44.45],

Ito et Fraissard [32] ont montré que le déplacement chimique du xénon dans
n’importe quel systéme est toujours la somme de termes correspondant aux différentes
perturbations auxquelles il est soumis. Par analogie avec les travaux de Jameson, Ito et
Fraissard ont postulé puis vérifié que le déplacement chimique du xénon adsorbé dans

une zéolithe pure est :

€'>:€'>0+€'>5+6saf+€'>E+a'>x€+a'>M+za'>i : (11.32)

ou &, est la référence, &, est di aux collisions entre les atomes de xénon et les parois
des pores (c’est une caractéristique de la structure de ces pores). o, est lié a la
présence de sites d’adsorption forte (SAF). &. est dii au champ électrique créé par les
cations. &,, dépend des propriétés magnétiques du solide (présence éventuelle

d’especes paramagnétiques). Enfin 9, et 26i dépendent, respectivement des

collisions xénon-xénon et des collisions entre le xénon et les espéces i qui encombrent
les pores. Le terme &, qui caractérise les interactions xenon-surface, est relie a la
dimension et a la forme des pores. Plus précisément &, dépend du libre parcours moyen
d des atomes de xénon a I’intérieur du volume poreux. d dépend des dimensions des
cages et canaux, ainsi que de la facilité de diffusion du xénon dans les cristallites. Pour
expliquer cette relation entre &, et d, Demarquay et Fraissard [46] ont considéré qu'a

température ambiante, le xénon s’échange rapidement entre deux positions (la surface et

le volume du pore).
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De facon générale, lorsque les collisions xénon-xénon sont distribuées de fagon

isotrope (cas des cavités ou canaux larges) la variation de & =f(n) (ou n est le nombre

d’atome de xénon adsorbe) est une droite (Fig. 11.13.1). La pente dd/dn est
proportionnelle a la densité locale en xénon et donc inversement proportionnelle au
volume libre interne. Par contre, si les collisions xénon-xénon sont distribuées de fagon

anisotrope (cas des canaux étroits) la variation de o =f(n) n’est plus linéairement

croissante avec n (Fig. 11.13.2). Supposons a présent que la zéolithe contienne des SAF
avec lesquels le xénon interagit plus fortement qu’avec les parois du volume libre (Fig.
11.13.3). Dans ce cas chaque atome de xénon séjourne un temps relativement long sur
ces sites, en particulier a faible concentration. Quand n augmente, & décroit par suite de
I’échange rapide entre atomes adsorbés sur les SAF et sur les parois, puis augmente a
nouveau quand les interactions xéenon-xénon deviennent prépondérantes. La variation

0 =f(n) devient alors paralléle a la courbe 11.13.1.

Cette technique permet d’obtenir de nombreux renseignements (dimensions et
forme des volumes libres internes des zéolithes, défauts de structure, cristallinité a
courte distance, localisation des cations dans la structure zéolithique, localisation et
dispersion des métaux, distribution des molécules adsorbées sur ces particules... [47-50]),
Plus récemment, elle a été utilisée pour déterminer les coefficients de diffusion intra et
inter cristallites de diverses molécules dans les catalyseurs industriels a base de

zéolithe [51.52],

Fig. 11.13 : Variations du déplacement chimique du

(3) xénon & en fonction du nombre d’atome de xénon

(1) adsorbé n. (1) collisions xénon-xénon distribuées
de facon isotrope ; (2) collisions xénon-xénon
distribuées de fagon anisotrope ; (3) présence de
sites d’adsorption forte [50],
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[1.3.2. Structure de la zéolithe Y

Les zéolithes constituent une classe bien déefinie d’aluminosilicates cristallisés
naturels ou synthétiques. Ces composés minéraux sont trés utiliseés dans I’industrie. Leur
structure est constituée d’un réseau tridimensionnel de tétraédres SiO, et AlO, reliés
entre eux par les atomes d’oxygene. Leur formule générale est Cyn (AlO,)x (SiOy)y ,
mH,0. Dans le réseau, la charge négative égale au nombre d’Al, est compensée par des
cations échangeables C™. Les zéolithes ont des structures poreuses formées de cavités
de dimensions moléculaires ou les cations et les molécules adsorbées sont localisés.
Ainsi les zéolithes combinent deux propriétés trés importantes en catalyse : ce sont des
tamis moléculaires (sélectivité de forme) et des échangeurs d’ions (propriétés
chimiques). La charpente aluminosilicate comporte une grande quantité de tétraedres
AlO,4 charges négativement qui constituent autant de sites acides potentiels. Chaque
tétraedre associé a un proton est un site acide réel.

Parmi toutes les zéolithes, la zéolithe Y (Fig 11.14) a une importance considérable
dans I’industrie pétroliere (elle représente 50% des catalyseurs de craquage catalytique).
La zéolithe Y posséde une structure faujasite (cubique) parfaitement organisée,
parcourue par un réseau tridimensionnel de pores tous identiques (Gottardi et Gallin
p214-222 [53]), La zéolithe Y est formée de 192 tétraedres (SiO4 ou AlO4) par maille. La

composition typique de la maille est C%, [(AlO, ). (Si0, )5 ]", 250H,0. Elle est

constituée de cuboctaédres, appelés « cages sodalites » ou « [3-cage » (tétraédres SiO, et
AlQ, se joignent pour former un octaedre dont les sommets sont tronqués, 8 par maille),
reliés les uns aux autres par des prismes hexagonaux (16 par maille). L’ensemble de ces
cages et prismes hexagonaux forme des cavités polyédriques de 26 faces, des

« supercages » ou « a-cage », (8 par maille) de diamétre 13 A. Elles sont accessibles par
quatre ouvertures dodécagonales de 7,4 A de diamétre, ce qui permet I’adsorption de
molécules relativement grosses telles que le trimethylbenzeéne. La figure 11.14 indique
les sites cationiques au sein de la cavité zéolithique. Certains sont localisés dans les
prismes hexagonaux (I) d’autres au niveau des cages sodalite (U, I’, Il et II’) et de la
supercage (I1*, 111, 1V et V). Ces sites cationiques représentent les positions privilégiées
qu’occupent les cations compensateurs de charges. Cependant, I’occupation de ces sites

varie en fonction
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Fig. 11.14 : Charpente faujasite et position des sites cationiques.

de la nature du cation compensateur de charge (charge, taille), de la température et de
I’état d’hydratation de la zéolithe. Les molécules polaires de petite taille telles que I’eau

peuvent en effet venir se positionner a proximité de ces sites cationiques.

[1.3.3. Désalumination d'une zéolithe Y

Le produit de départ est une zéolithe NH4Y (Union Carbide LZY-64) qu’on
nommera par la suite ZY . Les cations compensateurs sont des cations Na* (30%) et
NH,;*(70%). L analyse chimique de cette zéolithe nous donne
(NHg)46Nazo(AlO,)s6(Si02)136. C’est une zéolithe acide dont I’acidité est liée au taux
d’aluminium d’ou I’importance du rapport Si/Al. Plusieurs méthodes permettent de
modifier ce rapport (Scherzer p22-29 [54]). Le gradient de champ électrique étant lié a
la position des atomes dans la zéolithe, si I’on modifie le rapport Si/Al, le gradient de
champ électrique doit aussi varier. L’intérét pour nous est donc d’obtenir des
échantillons possédant différents gradients de champ électrique.

On commence par une calcination qui provoque dans un premier temps la
déshydratation de la zéolithe (vaporisation de I’eau de I’ultramicroporosité de la
zéolithe), puis dans un second temps une désamination (produisant de I’ammoniac qui

est ensuite éliming).
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On fait passer alors un courant d’air en présence de vapeur d’eau sur
I’échantillon, ce qui a pour conséquence d’hydrolyser la charpente aluminosilicatée. Les
atomes d’aluminium du réseau associes a des protons sont progressivement extraits de

leur site tétraédrique (coordinence quatre).

| \é./
s |I
G 0
o) |
AN - / +H,0 N H /
—S${—0—AI—0—S§i—  ——» —Si—0—H H—O0—Si— +Al (OH
S0 S —si ) C +AIOH),  (1133)
o l
5 0
|
ZTN Si
/TN

Il se produit une neutralisation des sites hydrolysables par I’hydroxyde AI(OH)s.
Les atomes d’aluminium se déposent donc dans les pores sous forme d’oxyhydroxydes,
migrent et se regroupent plus ou moins selon la température pour former des débris
extra-réseau. Il existe donc des défauts dans la charpente. Ces atomes d’aluminium

extra-réseau ont maintenant un environnement octaédrique (coordinence six).

Al (OH)s + H" [Y] —  »  AI(OH): [Y]+H0 (11.34)

Enfin la stabilisation de la forme HY obtenue surviendrait par le remplacement
en position tétraédrique des hydrogénes des 4 groupes OH par de la silice qui
proviendrait soit de silice amorphe contenue dans le produit initial, soit de petites

quantités de zéolithe détruite au cours de la calcination.
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Ainsi I’enrichissement en silicium améliore la stabilité de la charpente alors que
I’appauvrissement en Al diminue le nombre de sites acides. Notons que dans le cas de la
désalumination en absence de vapeur d’eau la structure est plus ou moins détruite
suivant la durée du traitement (8. 11.3.3.b). Mais ce qui nous intéresse est de modifier le

gradient de champ électrique en modifiant la position des atomes d’aluminium.

[1.3.3.a. Préparation des échantillons

Deux protocoles de désalumination ont été choisis [59] :
(1) désalumination en présence de vapeur d’eau ;

(2) désalumination en absence de vapeur d’eau.

Pour chaque traitement nous avons utilisé 5 grammes de zéolithe NH,Y (Si/Al =
2,43) qui se trouve sous forme de poudre blanche. Les traitements sont réalisés dans un
four de longueur 40 cm et de diametre 6 cm (Fig. 11.15). L’échantillon est déposé dans
un tube en pyrex de longueur 44 cm et de diameétre 3,5 cm et est placé prés d’une paroi
en verre fritté (paroi perméable au gaz mais imperméable a la poudre). Le courant de
vapeur d’eau provient d’un chauffe ballon et la quantité d’eau vaporisée est d’environ
2,2 ml/min. Notons qu’une pompe péristaltique permet de garder le méme niveau d’eau
pendant toute la durée du traitement et donc d’avoir un courant de vapeur d’eau
constant. Les températures du four et de I’échantillon sont mesurées par deux
thermocouples : I’un relié directement au four et I’autre placé sous I’échantillon. On
place de la laine de verre autour du tube en pyrex pour éviter le contact avec les parois

du four et pour limiter les échanges thermiques.
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Laine de Paroi
Injection | verre frittée
d’air
|
R [ L,
Pompe | |
péristaltique |
Four Echantillon
Mesure
Eau de la
Réserve chaude température
d’eau
Chauffe
T ballon

Fig. 11.15 : Dispositif expérimental pour la désalumination d’une zéolithe Y avec de la vapeur d’eau.

Dans un premier temps on regle le four a 300°C pour calciner I’échantillon.

Dans le cas du protocole (1), I’eau est chauffée dans le chauffe ballon pour étre a
température d’ébullition. Lorsque le four atteint 300°C on injecte de I’air dans le
chauffe ballon pour produire un courant de vapeur d’eau qui passe sur I’échantillon et
on régle le four a 400°C. On laisse alors le systeme a 400°C sous vapeur d’eau pendant
une durée variable (1h, 7h, 28h et 36h). Puis, on éteint le four. Lorsque la tempeérature

est redescendue a 300°C, on arréte le courant de vapeur d’eau. Les échantillons seront

nommés: ZYX™  zy™ zy®" et zy®",

Dans le cas du protocole (2) on régle le four a 400°C. On laisse alors le systéeme a
400°C pendant une durée variable (7h, 14h et 28h). Puis on éteint le four. Les

échantillons seront nommés : ZY'™", ZY"" et ZY*",
Notons qu’il faut une heure au four pour atteindre une température de 300°C,

puis 20 minutes pour étre & 400°C. Lorsque le four est éteint, il met 50 minutes pour

redescendre a 300°C et environ trois heures pour étre a la température ambiante.
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[1.3.3.b. Caractérisation par la RMN du silicium-29 et de 'aluminium-27

Nous avons controllé les modifications subies par la zéolithe apres les différents
traitements, par RMN du silicium-29 et de I’aluminium-27 de chaque échantillon.

La RMN-MAS de 2°Si (I = 1/2) permet d’observer les différents environnements
possibles d'un atome de silicium qui peut étre entoure de 4, 3, 2, 1 ou 0 atomes
d’aluminium. Ces environnements sont notés respectivement par Si(4Al), Si(3Al),
Si(2Al), Si(1Al) et Si(0Al) ; leurs déplacements chimiques respectifs sont — 85ppm,
—90ppm, — 95ppm, — 102ppm et — 106ppm. Par reconstruction du spectre il est alors
possible de calculer le rapport Si/Al de la charpente,

Sj z ISi(nAI)
—=t (11.36)

Al 1
Zz nISi(nAI)

ou n représente le nombre d’atome d’aluminium entourant un atome de silicium. Cette
formule ne tient compte que des atomes de silicium et des atomes d’aluminium de la
charpente zéolithique. Sur la figure 11.16 nous avons représenté les spectres du silicium-

29 des échantillons ZY, ZY™ | zY™ ZY2" et ZY*" . L’intensité des différentes

eau ! eau ! eau eau
raies varie, indiquant un changement dans la répartition des atomes de silicium et

d’aluminium. Pour I’échantillon d’origine ZY il y a deux environnements

prépondérants Si(2Al) et Si(1Al). Pour ZYY on remarque que le nombre des atomes de

eau

silicium Si(2Al) diminue fortement en faveur des atomes de silicium Si(LAl) et Si(0Al).

Ce changement s’accentue pour les échantillons ZY.", ZYZ" et ZY2". On note

eau ! eau eau
I’apparition d’une petite raie (vers —110ppm) dd a la formation de silice alumine extra-
réseau. Ces changements d’environnement prépondérant des atomes de silicium

indiquent un changement du rapport Si/Al de la charpente (Tab. 11.5).

Tab. I1.5 : Rapport Si/Al de la charpente zéolithique initiale et désaluminée par de la vapeur d'eau.

Echantillon zY zZyh Zym" Zyzn zys"

eau eau eau eau

Si/Al 2,42 3,27 4,01 4,23 4,30
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Fig. 11.16 : Spectres MAS (Vi = 4
kHz) du silicium-29 des échantillons
ZY , ZY2 zyMh zy 2 et zy o
a 79,5 MHz (spectrométre MSL400).
La durée de I’impulsion est de 3,3 s,
NS =750a1000etD0=5s. La

référence est le TMS.

Si(3Al) S10A)

-80 -8 -90 -95 -100 -105 -110 -115
(ppm)

La figure 11.17 présente les spectres du silicium-29 des échantillons ZY, ZY™",
ZY*" et ZY*". On remarque que les environnements prépondérants Si(2Al) et Si(1Al)
de I’échantillon d’origine ZY restent les mémes pour les échantillons ZY™, ZY™" et

ZY?®"  mais ces différents environnements sont de plus en plus difficiles & distinguer dd

a un élargissement des raies. Cette modification du spectre indique que la structure de la

zéolithe a été en partie amorphisée.

95



96

CHAPITRE Il : Quantification du GCE par la RMN du Xénon-131

ZY28h
Fig. 11.17 : Spectres MAS (Vi = 4

14h kHz) du silicium-29 des échantillons
Y ZY, ZY™, ZY" et ZY®" 2795
MHz (spectrométre MSL400). La
durée de I'impulsion est de 3,3 us, NS
=75041000etD0O=5s. La
référence est le TMS.

Si(0Al)

~80 -85 -90 -95 -100 -105 -110 —115
(ppm)

La désalumination est en partie confirmée par la RMN-MAS de I’aluminium-27,
ou I’on voit bien les différentes coordinations de I’aluminium avant et aprés traitement
(Fig. 11.18 et 11.19). Le spectre RMN de I’aluminium-27 de la zéolithe d’origine montre
I’existence d’un seul type d’environnement pour les atomes d’aluminium représenté par
une seule raie & 60 ppm. Cette raie correspond aux atomes d’aluminium
d’environnement tétraédrique Al* (atomes d’aluminium de la charpente).

Les spectres des échantillons désaluminés (avec et sans vapeur d’eau) ont
toujours cette raie vers 60 ppm mais aussi une autre vers 0 ppm. Cette derniere
correspond aux atomes d’aluminium d’environnement octaédrique AI* (atomes
d’aluminium en dehors de la charpente ou extra-réseaux). On remarque de plus sur les
spectres des échantillons désaluminés en présence de vapeur d’eau une raie large qui
indique la présence d’un troisiéme type d’environnement Al'*®® pour les atomes
d’aluminium. Cet environnement peut étre tétraedrique déformé (associe a la charpente)

ou pentaédrique (coordinence cing) [56-591,

D’apres Fyfe et collaborateurs [58], si les atomes d’aluminium d’environnement

pentaédrique sont observables par RMN, leur présence se traduit par une raie vers 20/40
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ppm qui est bien séparé de la raie A", alors que les deux raies d’environnement
tétraédrique ne forment en apparence qu’une raie dont le pied est trés large [56:58], Dans
notre cas cette raie large Al'"®® se trouve accolée a la raie correspondant aux atomes
d’aluminium d’environnement tétraédrique Al*. On attribue donc cette raie & un
deuxiéme type d’atomes d’aluminium d’environnement tétraédrique [591. La séquence
MQ-MAS appliquée a des échantillons désaluminés ZY'", ZY*" et ZY*" nous a
permis de confirmer I’attribution de cette raie large Al'**® aux atomes d’aluminium

d’environnement tétraédrique (8. 111.6.2). Notons que cette troisiéme raie n’est pas

présente sur les spectres des echantillons desaluminés sans vapeur d’eau (Fig. 11.19).

Fig. 11.18 : Spectres MAS (V4
= 10 kHz) de I’aluminium-27
des échantillons ZY , zYX"

ZYln, ZY 2 et ZY 2" 3

eau ! eau eau

130,32 MHz (spectrométre
ASX500). La durée de

7Y, I’impulsion est de 1 us, NS =
800 et DO = 300 ms. La
1h
1Y référence est AI(NOs)s.
7Y
I | 1 1 | I 1 1 ] ] I ] ] 1 T I
100 50 =50
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tét

Al

Fig. 11.19 : Spectres MAS (Vo =
10 kHz) de I’aluminium-27 des

et échantillons zY , zZY™", zy ™"

Al et ZY?" 2130,32 MHz
/ (spectrométre ASX500). La

durée de I'impulsion est de 1pus,
NS =800 et DO = 300 ms. La
référence est AI(NOs)s.

11.3.4. Echange au lanthane d'une zéolithe Y

Afin de modifier le gradient de champ électrique de la zéolithe NH,Y nous allons
échanger les ions monovalents NH,* par des ions trivalents La®" (& partir du nitrate de
lanthane : La(NO3)3,6H,0).

11.3.4.a. Préparation des échantillons

Le protocole d’échange ionique provient de la publication de Herreros et
collaborateurs [60]. Pour un échange steechiométrique on mélange 25 g de zéolithe
NH4Y dans 300 ml d'une solution aqueuse contenant 11 g de nitrate de lanthane. La
solution est agitée a 75°C pendant 24h, puis filtrée. La poudre obtenue est lavée et mise
a I’étuve a 75°C pendant 24h. Le taux d’échange est déterminé par analyse chimique
des échantillons : 62% des cations initiaux (NH,4 et Na), soit environ 11 atomes de
lanthane introduits.

Nous avons effectué deux taux d’échanges cationiques assez différents :
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(1) un taux d’échange de 30% par rapport aux cations NH, et Na (la moitié de
I’échange steechiométrique) ; on mélange dans 300 ml d’eau 25 g de zéolithe NH,Y
avec 5,5 g de nitrate de lanthane. On obtient par analyse chimique
(La)s,6(NH4)20(Na)10(AlO2)s6(Si02)136. On nommera cet échantillon YLa*".

(2) un taux d’échange de 70% par rapport aux cations NH, et Na, soit 4 échanges

steechiométriques successifs. On obtient par analyse chimique

(La)13(NH4)7(Na)10(Al02)s6(Si02)135. On nommera cet échantillon YLa™” .

[1.3.4.b. Caractérisation par la RMN du silicium-29 et de 'aluminium-27

La figure 11.20 correspond aux spectres du silicium-29 des échantillons ZY ,

YLa* et YLa™ . On remarque lorsqu’on passe de I’échantillon ZY & I’échantillon

70%

YLa* puis & I’échantillon YLa' que la position et la forme des différentes raies

changent avec le traitement. En fait les spectres des échantillons YLa** et YLa™”
sont la somme de deux contributions : une partie venant de NH,Y et une partie venant
de LaY [36.61], Chacune de ces contributions posséde quatre environnements d’atomes
de silicium : Si(3Al), Si(2Al), Si(1Al) et Si(0Al).

Le spectre de I’échantillon ZY correspond a la seule contribution de NH,Y (il y

a quatre environnements et quatre déplacements chimiques). Les spectres YLa**” et

YLa™ correspondent aux deux contributions NH,Y et LaY (il y a quatre
environnements et huit déplacements chimiques). On remarque que le spectre de

0% ce qui indique que la contribution de

YLa™ est mieux résolu que celui de Yla
LaY devient prépondérante sur celle de NH,Y. Ces constatations confirment bien la
substitution d’ammonium par le lanthane.

La figure 11.21 correspond aux spectres d’aluminium-27 des échantillons ZY ,
YLa* et YLa™. Ces différents spectres indiquent un seul type d’environnement
pour les atomes d’aluminium représenté par une seule raie a 60 ppm. Cette raie
correspond aux atomes d’aluminium d’environnement tétraédrique Al* (atomes
d’aluminium de la charpente). L’échange au lanthane ne modifie donc pas

I’environnement des atomes d’aluminium de la zéolithe initiale ZY .
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Fig. 11.20 : Spectres MAS (Vo = 4
kHz) du silicium-29 des échantillons
ZY , YLa*™ et YLa™ & 79,5 MHz
(spectrométre MSL400). La durée de
I’impulsion est de 3,3 us, NS = 750 a
1000 et DO = 5 s. La référence est le
TMS.

ZY

1rrrryprrrrirrrrprrrrprrrrpyrririrrrrg
-80 -85 -90 -95 -100 -105 -110 -115
(ppm)

Fig. 11.21 : Spectres MAS (Vo = 4
kHz) de I’aluminium-27 des
échantillons ZY , YLa®™ | YLa"™ a
104,2 MHz (spectrométre MSL400). La
durée de I'impulsion est de 1us, NS =
3000 et DO = 1 s. La référence est le
AI(NO,)s. [0 bandes de rotation.
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11.3.5. Adsorption du gaz xénon

L’ adsorption du gaz xénon est utilisée pour caractériser des solides adsorbants.
Elle permet d’établir une isotherme d’adsorption qui relie la quantité de gaz adsorbé
avec sa pression d’équilibre. L’adsorption est effectuée sur un appareillage

volumetrique (Fig. 11.22) composé de trois parties :

(a) Systeme de pompage : composé d’une pompe a palettes et d’une pompe turbo
moléculaire montées en série. Elles assurent un vide inférieur & 10~ Torr contrdlé par

une jauge de faible pression Penning.

(b) Systeme de traitement : il est relié au systeme de pompage. Il est composé d’un
four dont la température est régulée par un programmateur de température. Chaque

échantillon est désorbé a la température ambiante sous vide pendant plusieurs heures

jusqu’a I”obtention d’une pression d’environ 10~ Torr, suivi d’un traitement thermique
sous vide jusqu’a 400°C a raison de 24°C/heure. L’échantillon est maintenu a cette

température sous vide pendant 10 heures. Ensuite on arréte le four.

(c) Systeme de mesure : Il comprend deux jauges (une de faibles pressions et une de
hautes pressions) et trois ampoules (un porte-échantillon, un réservoir de gaz xénon et
un volume-étalon). La température de cette enceinte est régulée. Le réservoir d’hélium

est utilisé pour mesurer le volume mort de la rampe et le volume de I’échantillon.

On introduit de I’oxygene dans les ampoules de gaz xénon utilisées comme
référence et ceci afin de réduire le temps de relaxation. Les échantillons sont dans des
tubes en pyrex surmontés d’un robinet permettant de changer la pression de xénon entre
deux experiences RMN (Fig. 11.23.a). La forme de ces échantillons est choisie en
fonction de la téte de la sonde RMN. Pour les expériences de nutation les échantillons
sont scellés (Fig. 11.23.b).
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Fig. 11.22 : Schéma de I’appareillage d’adsorption : (1) vanne ; (2) porte échantillon pour le traitement
thermique ; (3) jauge de faible pression <107 Torr ; (4) four ; (5) ampoule de gaz xénon & adsorber ; (6)
ampoule étalon ; (7) porte échantillon pour I’adsorption du gaz xénon ; (8) pompe a vide ; (9) jauge de
pression <10 Torr ; (10) jauge de pression <1000 Torr ; (11) réserve d’hélium ; (12) réserve d’oxygene.

Petits tubes
en verre

U\Echamillon

(b)

Fig. 11.23 : Schémas des ampoules porte-
échantillon : (a) ampoule permettant de
changer la pression de xénon entre deux
expériences RMN ; (b) ampoule scellée pour
la nutation. Les petits tubes de verre (partie
hachurée) permettent de positionner
I’échantillon.




II.4. Quantification du GCE par comparaison des déplacements chimiques

du xénon-131 et du xénon-129

II.4. Quantification du gradient de champ électrique par
comparaison des déplacements chimiques du xénon-
131 et du xénon-129

Nous avons entrepris de comparer les déplacements chimiques du xénon-129 et
du xénon-131 car d’aprés I’équation (11.31) la différence de déplacement chimique entre

les deux isotopes provient du terme &, [621. Rappelons que le terme &; est di au

gradient de champ électrique créé par les cations et la charpente zéolithique chargée
négativement. 1l ne contribue donc pas au déplacement chimique du xénon-129 mais a

celui du xénon-131.
I1.4.1. Résultats expérimentaux

Pour tous les échantillons étudiés, les spectres ont été enregistrés sur un
spectromeétre Bruker MSL400 avec une simple impulsion pour le xénon-129 et avec la
séquence ringing pour le xénon-131. Les références du xénon-131 et 129 en RMN sont
les positions du gaz xénon extrapolées a pression nulle. La poudre est placée dans une
ampoule de 0,8 cm de diametre intérieur et d'environ 1cm de hauteur. Cette ampoule
possede un robinet permettant de faire varier la pression de xénon adsorbé (8. 11.3.5).
Les bobines RF en forme de selle de cheval ont 1 cm de diamétre et 2 cm de longueur.
Nous utilisons la haute puissance pour le xénon-131 (environ 410 V de tension entre les
deux extremums d'une impulsion), alors que pour le xénon-129 nous utilisons la basse
puissance (environ 270 V). Pour obtenir un bon rapport signal sur bruit, le xénon-131
nécessite beaucoup d’accumulation (NS =50 000 a 300 000 suivant la pression de
xénon adsorbé) ; tandis que le xénon-129 a une bonne sensibilité (NS = 500 a 1500
suivant la pression de xénon adsorbg).

La figure 11.24 regroupe les spectres du xénon-131 (i) et du xénon-129 (ii)
adsorbés dans I’échantillon ZY pour plusieurs pressions de xénon. L’influence du
couplage quadrupolaire du xénon-131 donne des spectres assez différents de ceux du
xenon-129. En effet, la raie du xénon-131 est beaucoup plus large que celle du xénon-
129 (la largeur a mi-hauteur du xénon-131 est en moyenne de 1500 Hz, alors que celle

du xénon-129 est en moyenne de 250 Hz). De plus la durée du FID du xénon-131 est
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plus courte que celle du xénon-129 (0,5 ms pour le xénon-131 et 5 ms pour le xénon-
129). Le temps de relaxation des deux isotopes n’est pas le méme (nous avons pris une
durée DO de 1s pour le xénon-129 et de 300 ms pour le xénon-131 ©). Lerreur sur le
déplacement chimique du xénon-129 est estimée a + 0,5 ppm, alors que celle sur celui
du xénon-131 est + 3,5 ppm. Notons que ces caractéristiques restent identiques pour

tous les échantillons étudiés.

() (ii)
() (d)

©) \\/\M (c)
(b) \/\&\M (b)

T T T T T T T T T T I T I
400

I
200 o -200 120 100 80 60

Fig. 11.24 : Spectres du xénon-131 a 32,8 MHz (i) et du xénon-129 a 110,7 MHz (ii) du xénon adsorbé
dans ZY pour plusieurs pressions de xénon : 415 Torr (a), 660 Torr (b), 835 Torr (c ) et 1005 Torr (d).

La figure 11.25 donne la variation des déplacements chimiques 8,5, et &, en
fonction de la concentration de xénon [Xe] pour les deux isotopes dans les échantillons
ZY, zY[h, zy2" YLa*™ et YLa™. Ces déplacements chimiques augmentent avec

[Xe] . On constate que pour une concentration de xénon [Xe] donneée, &,,, estplus

faible que d,,,.

©) Notons que nous avons testé plusieurs valeurs de DO pour le xénon-131 (0,5 ms, 1 s et 3 s) mais

I’intensité et la forme du spectre ne change pas.
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du xénon-131 et du xénon-129

Comme prévu théoriqguement le couplage quadrupolaire décale les raies du

xenon-131 vers des déplacements chimiques plus petits que ceux du xénon-129. En

effet le déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité w%)5%,, du
spectre est, d’aprés la relation (1.68), négatif. Nous avons considéré que le paramétre

d’asymetrie n était nul. On remarque de plus que I'écart entre &,,, — &,,, reste constant
quelle que soit la concentration [Xe] .

Pour I’échantillon ZY (Fig. 11.25.a) cet écart est de — 4,85 ppm en moyenne.

Comme nous I’avons indiqué au paragraphe 11.3 la différence entre 8,5, — 8,4, provient
du terme &, qui correspond au champ électrique. On peut donc considérer que,

0. =—4,82 ppm . (1.37)
On associe ce terme &, au déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de

gravité du spectre. Donc de I’équation (111.18) déterminons la valeur de C,, ,

=& qu/ = 1(21 - \/ ~ 400 11.38
@ i +1)-3/4] (11:38)

Notons que dans ce cas C,, =C, puisque nous considérons que n =0. Ainsi,

C, =457 kHz . (11.39)

Pour les deux échantillons désaluminés ZY."

eau

(Fig.11.25.b) et ZY2"

eau

(Fig.11.25.c), la différence entre &,;, et d,,, est de — 4,2 ppm et — 4,1 ppm
respectivement. Nous avons donc,
Ot =—42ppm et &2, =-41lppm . (11.40)

Cette différence est un peu plus faible que dans le cas de ZY . De I’équation (11.38)

déterminons la valeur de Co,

Cowy =426 kHz et CZh, =421kHz . (11.41)

Q.eau
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Fig. 11.25 : Déplacement chimique & en fonction de la concentration de xénon [Xe] pour les deux
isotopes (m xénon-131 ; e xénon-129) dans les échantillons ZY (a), ZY." (b), ZY.2" (c), YLa*™ (d) et
YLa™ (e).

Pour les deux échantillons YLa*” (Fig.11.25.d) et YLa" (Fig.11.25.e), la
différence, 8,5, — 0,,4, €St respectivement de,
&% =-29 ppm et 8 =-28ppm (11.42)
Cette différence est un peu plus faible que dans le cas de ZY . De I’équation (11.38)

nous déterminons la valeur de Co,

Cy*=354kHz et Cy”*=348kHz . (11.43)
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du xénon-131 et du xénon-129

[1.4.2. Discussion

Les faibles concentrations en xénon [Xe] correspondent a un atome de xenon
par supercage alors que les fortes valeurs correspondent a deux atomes de xénon par
supercage. Il ne semble pas y avoir d’influence du champ électrique créé par les atomes
de xenon puisque la valeur de &. reste constante.

La valeur de &, varie peu d’un échantillon & l'autre. De plus il n’y a pas de

différence entre les échantillons ZYX et ZY2" ainsi qu'entre les échantillons YLa*"”

cau cau 1
et YLa'™. Lavaleur de 8. ne dépend ni de la durée de la désalumination ni du taux
d’échange de lanthane. Quel que soit I’échantillon étudié, la différence &, entre les
déplacements chimiques du xénon-131 et du xénon-129 reste faible, comprise entre -3
et =5 ppm. Nous avons considéreé I’interaction quadrupolaire au second ordre. Vu la
faible valeur de &., on pourrait donc penser que l'interaction quadrupolaire au second
ordre est petite. Mais lorsque I’on détermine C,, a partir de o, sa valeur se situe entre
350 et 450 kHz. Ces valeurs ne sont donc pas si négligeables.

Notons que dans les zéolithes HY,, le gradient de champ électrique provient des

liaisons OH qui sont peu ioniques. On s'attend donc bien a trouver des valeurs de C,
pas trop elevees. Dans le cas des échantillons désalumings, la diminution de C,, peut
étre attribuée a la présence des atomes d'aluminium extra-réseau qui se polymérisent et

ainsi diminue le gradient de champ électrique vu par les atomes de xenon. Dans le cas

des échantillons échangés aux lanthane, la diminution de C, peut étre attribuée a une

augmentation de I'espace vide dans les supercages. En effet, ces atomes de lanthane
quittent les supercages et migrent dans les cages sodalites [63]1. Ainsi les atomes de
Xénon voient un gradient de champ électrique plus faible.

Comme la somme des incertitudes sur les déplacements chimiques des deux

isotopes est + 4 ppm. Cette derniere est quasiment égale aux valeurs de . . Cette

methode semble ne pas étre assez sensible pour ces échantillons, la valeur de &. est

trop proche de I’erreur estimée et ne permet pas de différencier de facon satisfaisante les

échantillons étudiés. Cependant, le principe de cette méthode demeure valable.
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I1.5. Quantification du gradient de champ électrique par

nutation du xénon-131

Nous allons utiliser une seconde methode basée sur la nutation pour déterminer le
couplage quadrupolaire du xénon-131 du gaz xénon adsorbé dans une zéolithe. En
enregistrant des spectres du xénon-131 pour différentes durées d’impulsion de la
séquence ringing et a I’aide du programme informatique nous allons évaluer la valeur
du gradient de champ électrique. La poudre est compressee a environ une tonne ; la
pastille obtenue a la forme d’un cylindre de diameétre 0,8 cm et de hauteur 0,8 cm ; elle
est mise au centre d’une ampoule scellée en verre de diameétre extérieur 1 cm et de
longueur 3 cm (Fig. 11.23). Cette ampoule est placée au centre de la bobine solénoide
dont le diametre est de 1 cm et d’une longueur de 3 cm. La pression d’équilibre de gaz
xenon adsorbé est d’environ 2000 Torr. La durée entre deux acquisitions DO est de 300
ms. La durée d’impulsion de la séquence ringing varie de 2 a 22 s par pas de 2 ps.
Notons la présence sur les spectres (Fig. 11.26-28) d’une raie correspondant au gaz
xénon non adsorbé dans les pores. La durée du FID du gaz xénon non adsorbé est tres
long (> 8 ms) alors que celle du gaz xénon adsorbé est de 0,5 ms. Une partie du FID du
gaz xénon non adsorbé est tronqué lors du traitement des données ; ce qui élargit la raie
du gaz xénon non adsorbé et diminue son intensité.

Pour tous les échantillons la valeur du champ radiofréquence est estimée a partir
du chlore-37 d’une solution de NaCl (1 M) contenue dans une petite boule centrée de
0,3 cm®. Nous avons choisi ce noyau car sa fréquence de résonance (32,6 MHz pour un
champ magnétique statique de 9,4 Tesla) est tres proche de celle du xénon-131 (8.
11.1.2).

[1.5.1. Résultats expérimentaux

La figure 11.26.a rassemble les spectres du xénon-131 du xénon adsorbé dans ZY
pour différentes durées d’impulsion de la séquence ringing. La valeur estimée du champ
radiofréquence est 17,2 kHz. Nous avons intégré chacune des raies, puis a I’aide du
programme informatique nous avons déterminé la valeur de la constante de couplage

quadrupolaire et celle du champ radiofréquence (Fig. 11.26.b),
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Co =36,22kHz et w, /(2m)=15,46 kHz, (11.44)

le parameétre d’asymétrie n est nul. La différence entre la valeur simulée du champ
radiofréquence et celle estimée est due a la taille des échantillons (le champ
radiofréquence étant plus ou moins homogene). La courbe obtenue est caractéristique

d’un faible couplage quadrupolaire (Fig. 11.7.2.a).

(@) (b)

-
e
o
Intensité
o
1

2 4
O T T T T T T T T T T 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Durée d'impulsion t (Us)

Fig. 11.26 : (a) Spectres du xénon-131 du xénon adsorbé dans I’échantillon ZY pour différentes durées
d'impulsion t de la séquence ringing (de 2 a 22 s par pas de 2 s, DO = 300 ms, NS = 50000, la valeur
estimée du champ radiofréquence par le chlore-37 est 17,2 kHz). (b) ¢ Valeurs de I’intégrale des
spectres expérimentaux ; — courbe du meilleur ajustement de I’intégrale des spectres expérimentaux.

Nous avons utilisé la méme méthode pour les échantillons désaluminés ZY. et

ZYZ2" (Fig. 11.27.a et Fig. 11.27.b respectivement). La valeur estimée du champ

eau

radiofréquence est 19,23 kHz. Nous avons obtenu pour ZY." (Fig. 11.27.c),
Cl, =2354kHz et w, /(2m)=17,74 kHz, (11.45)
de méme pour ZYZ2" (Fig. 11.27.d),

eau

CZn =2338kHz et w,/(2m)=17,64 kHz. (11.46)
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Fig. 11.27 : Spectres du xénon-131 du xénon
adsorbé dans zY.! (a) et ZY2" (b) pour
différentes durées d'impulsion t de la séquence
ringing (de 2 a 22 s par pas de 2 us, DO = 300 ms,
NS = 50000 a 80000, la valeur estimée du champ
radiofréquence par le chlore-37 est 19,23 kHz). ¢
Valeurs de I’intégrale des spectres expérimentaux
pour ZY." (c) et ZY2" (d) ; — courbe du
meilleur ajustement de I’intégrale des spectres
expérimentaux en fonctions de la durée d’impulsion

t. (¢) Comparaison des valeurs de I’intégrale des

spectres expérimentaux : — ZY ;
7h . 28h
- ZYeau ’ ZYeau :

Dans les deux cas on trouve une valeur C, plus faible que celle de ZY (Fig. 11.7.2.a).

Mais pour des durées d’impulsion supeérieures a 12 us les courbes correspondant a

ZY™" et ZY2"

eau eau

sont plus basses que celle de ZY . De plus le maximum d’intensité pour

ZY est proche de 14 ps alors que pour ZY." et ZY?" le maximum se trouve vers 13

ps (Fig. 11.27.e).

eau eau
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Fig. 11.28 : Spectres du xénon-131 du xénon
adsorbé dans YLa*” (a) et YLa™ (b) pour

(€)

107 différentes durées d'impulsion t de la séquence
© 87 ringing (de 2 a 22 s par pas de 2 us, DO = 300 ms,
2 67 NS = 50000, la valeur estimée du champ
E 4] radiofréquence par le chlore-37 est 19,23 kHz). ¢
27 Valeurs de I’intégrale des spectres expérimentaux
OF T T T T nour YLa™ (c) et YLa™ (d) ; — courbe du
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meilleur ajustement de I’intégrale des spectres

expérimentaux. (€) Comparaison des valeurs de
I’intégrale des spectres expérimentaux : — ZY ;
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Durée d'impulsion t (Hs)

Nous avons utilisé la méme méthode pour les échantillons désaluminés échangés
au lanthane YLa*” et YLa"™ (Fig. 11.28.a et Fig. 11.28.b respectivement). La valeur
estimée du champ radiofréquence est 19,23 kHz. Nous avons obtenu pour YLa*” (Fig.

11.28.c),

C¥* =20,48kHz et w, /(2m)=17,36 kHz (11.47)

de méme pour YLa™ (Fig. 11.28.d),
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C* =2019kHz et w, /(2m)=17,39 kHz . (11.48)
Dans les deux cas la valeur de C,, est plus faible que celle de ZY (Fig. 11.26.b). Mais

pour des durées d’impulsion comprises entre 4 et 14 us les courbes correspondant a
YLa* et YLa™ sont plus basses que celle de ZY . Le maximum d’intensité pour

ZY, YLa*™ et YLa™ estde 14 ps (Fig. 11.28.¢).
[1.5.2. Discussion

Les valeurs de C,, sont assez faibles (comprises entre 40 et 20 kHz) justifiant

ainsi notre choix de ne faire intervenir que I’interaction quadrupolaire au premier ordre

(8. 11.2).
Cette méthode par nutation semble étre applicable a I’étude du GCE dans les

supercages d’une zéolithe Y par la RMN du xénon-131. L erreur sur C, par le xénon-
129 (8. 11.2.4.¢) est estimée a 2 kHz soit, en moyenne, 7,5% des valeurs de C,

déterminées expérimentalement, ce qui nous permet de différencier la zéolithe d’origine
ZY des autres échantillons traités (désaluminés ou échanges au lanthane).

Comme on I'a précise pour la premiére méthode, on s‘attend bien a trouver une
faible valeur de C,,, car dans les zéolithes HY le gradient de champ électrique provient
des liaisons OH qui sont peu ioniques. Pour les échantillons désaluminés, on peut
expliquer la diminution de C, par la présence d'atomes d'aluminium extra-réseau qui se
polymérisent et ainsi diminue le gradient de champ électrique vu par les atomes de
xeénon. Enfin pour les échantillons échangés au lanthane, la diminution de C,, peut étre
attribuée a une augmentation de I'espace vide dans les supercages. En effet, ces atomes

de lanthane quittent les supercages et migrent dans les cages sodalites [631. Ainsi les

atomes de xénon « voient » un gradient de champ électrique plus faible.
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1I.6. Conclusion et perspectives

Les deux méthodes choisies pour quantifier le gradient de champ électrique dans
les supercages d’une zéolithe Y par la RMN du xénon-131 permettent bien d’obtenir

des valeurs de C,. Leurs principes ne sont donc pas remis en cause. Mais les valeurs de
C,, déterminées par comparaison des déplacements chimiques ***Xe/***Xe sont environ

dix fois supérieures a celles obtenues par nutation. Comme il n’existe pas de données

dans la littérature nous permettant de savoir qu’elle est I’ordre de grandeur de C,, dans
les supercages des zéolithes Y, nous sommes dans l'incapacité de confirmer nos valeurs.

A partir des valeurs de C, obtenues par les deux methodes pour ZY', nous
pouvons calculer la valeur du gradient de champ électrique |eq| (1.15-1.17). De

I’équation (I11.18) pour n =0, on obtient,
leq|=—% , (11.49)

ol e =1,6022 107*° C est la charge élémentaire ; h = 6,6262 10* J.s est la constante de
Planck ; Q = - 0,12 10 m? est le moment quadrupolaire du xénon-131. De la méthode

par comparaison des déplacement chimiques ***Xe/*?*Xe, nous avons,

leq|=15,7510" V/m? avec C, =457kHz (11.50)
de la méthode par nutation du xénon-131, nous avons,

leq|=12510° V/m* avec C, =36,22kHz . (11.51)
Comme pour les valeurs de C,,, il existe toujours ce facteur dix entre les deux valeurs.

Des résultats obtenus au paragraphe 11.4, nous pouvons dire que la comparaison

des déplacements chimiques du xénon-131 et du xénon-129 est plutét une méthode

applicable a des échantillons possédant un GCE assez fort. En effet avec 8. =-5 ppm,

nous obtenons déja C, =465 kHz, alors que d’apres les résultats obtenus au paragraphe

I1.5, la nutation est une méthode applicable a des échantillons possédant un GCE assez

faible. En effet, cette méthode est assez sensible pour déterminer des C,, de I’ordre de
30 kHz. Notons que pour C, =35 kHz, nous aurions d¢ = - 0,03 ppm par la méthode

de comparaison des déplacements chimiques du ***Xe/***Xe. En considérant que
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I’erreur estimée est de = 4 ppm cette valeur de &. semble dérisoire. Cette méthode

serait applicable a des échantillons dont les valeurs de &, sont bien supérieures a

I’erreur estimée sur les déplacements chimiques.

Ne pouvant pas confirmer les valeurs obtenues, il est possible d’envisager
quelques solutions pour affiner nos deux méthodes.

Dans le cas de la nutation, nous n’avons pas tenu compte de I’interaction
dipolaire. Il est possible que cette interaction intervienne en contribuant a la forme de la
raie centrale. Le programme de simulation n’utilisant que I’interaction quadrupolaire au
premier ordre, la valeur simulée de I’intégrale de I’intensité de la raie centrale ne
correspondra pas a la valeur expérimentale. De plus nous avons considéré que le spectre
du xénon-131 obtenu correspond uniquement a la raie centrale sans les raies satellites.
Dans I’avenir il serait intéressant de vérifier que I’interaction dipolaire et les raies
satellites ne contribuent pas a la forme de la raie du xénon-131.

L’un des problemes de I’étude RMN du xénon-131 adsorbé dans les supercages
des zéolithes Y est le manque de sensibilité. Elle est due d’une part au couplage
quadrupolaire qui élargit les raies et provogue une erreur conséquente sur la mesure du
déplacement chimique. D’autre part, elle est due a sa faible fréquence de résonance qui
nous oblige a utiliser la séquence ringing (perte du signal). Afin d’augmenter cette
sensibilite, l'utilisation de champ magnétique plus intense permettrait d'affiner la raie du
xenon-131 et de réduire I'erreur estimée. 1l est possible d’envisager pour les deux
méthodes d’utiliser le gaz xénon enrichi en xénon-131 ou encore d’utiliser la méthode
de xénon hyperpolarisé.

L’etude d’échantillons avec des GCE beaucoup plus consequents permettrait de
tester de nouveau ces deux méthodes et de voir si les mesures de GCE par ces deux
méthodes ne convergent pas. On pourrait, de plus, remplacer le lanthane par des cations
divalents et ainsi observer la variation du GCE.

Nous avons utilisé pour la séquence ringing la méme durée pour toutes les
impulsions. L'étude de cette séquence avec des durées différentes pour chaque
impulsion (deux durées identiques et une différente, ou les trois différentes) pourrait
nous donner de nouvelles courbes d’intensité de la raie centrale. Si les formes de ces
courbes ont des variations beaucoup plus marquées, on peut espérer qu’elles nous
permettent d’augmenter encore la sensibilité de simulation et ainsi de différencier des

échantillons ayant des GCE proches.
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Enfin, une étude théorique sur la prédiction du GCE nous permettrait de

déterminer la méthode la plus appropriée a chaque échantillon.
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CHAPITRE Il ;
Séquence Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning
(MQ-MAS) pour les spins quadrupolaires
| =3/2,5/2, 7/2 et 9/2

Nous avons vu au paragraphe 1.4.3.b du chapitre | que la méthode de rotation a
I’angle magique (MAS) ne permet pas d’éliminer la totalité des effets anisotropes
induits par I’interaction quadrupolaire du second ordre (1.87 et 1.91). Le terme de rang 4

n’est que partiellement réduit par le facteur P,(cos®,,s). L’obtention d’un spectre
haute résolution nécessite I’élimination des deux termes P, (cos0,,,5) et P,(cos0,,s) -

Deux méthodes (DAS et DOR) permettent de résoudre ce probleme (8. 1.5.2.¢c) mais
elles nécessitent des sondes spécifiques.

En 1995, Frydman et collaborateurs [11 ont introduit une méthode basée sur les
transitions multi-quanta (MQ) des spins et sur la rotation a I’angle magique de
I'échantillon, le MQ-MAS. Ils se sont inspirés de la méthode DAS en remplacant la
réorientation de I’axe de rotation par un transfert de cohérences entre les différentes
transitions du spin quadrupolaire pendant la rotation a I’angle magique. Cette technique
utilise une sonde MAS ordinaire. De plus elle ne se limite plus a I’exploration de la
seule transition centrale comme dans le cas de la méthode DOR mais utilise aussi les
transitions MQ.

La méthodologie MQ-MAS génere un spectre haute-résolution isotrope le long
de la dimension F1 d’un spectre a deux dimensions (2D) donnant le nombre de sites
cristallographiques du composé, lorsqu’une experience MAS a une dimension ne donne
que I’enveloppe des différentes raies d’absorption. On obtient dans la dimension F2 un
spectre de poudre (chapitre 1).

Ainsi un spectre MQ-MAS a deux dimensions représente la corrélation d’une
cohéerence MQ spécifique le long de la dimension F1 et d’une cohérence a un quantum

le long de la dimension F2. Cette technique nous donne dans les deux dimensions les

obs

déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie (8% et &% ). Ces

deux parameétres nous permettent d’obtenir le déplacement chimique isotrope d’une raie
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iso

d’absorption d:¢ (qui est relié aux angles et aux longueurs de liaison d’un atome avec
ses voisins), ainsi que le parametre C,, (qui relie la constante de couplage

quadrupolaire avec le parametre d’asymétrie n).

En fait, le MQ-MAS applique une séquence d’écho de spin a deux impulsions
(Fig. 111.1). La premiére impulsion génére, par un cycle de phase particulier, les
cohérences multi-quanta, alors que la seconde impulsion convertit ces cohérences MQ
en une cohérence a un quantum (seule détectable en RMN). Ce changement de
cohérence est associé a deux chemins de transfert de cohérence : I’écho et I’anti-écho
(Fig. 111.2).

Le MQ-MAS étant une expérience a deux dimensions, nous introduirons dans le
paragraphe I11.1 le principe de la spectroscopie RMN a deux dimensions.

La création d’une cohérence MQ est obtenue par un cycle de phase, nous
déterminerons donc dans le paragraphe 111.2.1 la matrice densité correspondant a une

impulsion de phase ¢, . Puis nous appliquerons un cycle de phase a cette matrice densité

pour sélectionner des cohérences a £3Q (8. 111.2.2).

Nous interesserons ensuite a la méthodologie associée a la sequence MQ-MAS.
Nous detaillerons les cycles de phase permettant de sélectionner les cohérences MQ
spécifiques, ainsi que les programmes d’impulsion associés (8. 111.3.1 et 111.3.2). La
méthode d'acquisition utilisée qui permet une détection en quadrature dans la dimension
F1 est la méthode hypercomplexe. Ces programmes varient avec les spins et avec le
traitement des données expérimentales (rappelons qu’en effet les transitions MQ sont
associées aux spins 8. 1.6). Nous avons établi deux régles qui permettent de relier ces
divers programmes d'impulsions. Le paragraphe 111.3.3 sera consacré a I’obtention des
spectres MQ-MAS a deux dimensions. En particulier, le spectre dans la dimension F1

dépend des fréquences w, et w,, ce qui provoque I’inclinaison du spectre. Il est

possible de transformer ce spectre par cisaillement afin d’éliminer cette inclinaison. I
existe dans la littérature plusieurs conventions pour la graduation de I'axe de la
dimension F1. Nous proposons une nouvelle convention qui ne généere que quatre
fréquences porteuses apparentes négatives en F1 parmi les dix associées aux diverses
MQ. Par contre, la convention proposée par Amoureux et Fernandez [2.3] génere six
fréguences porteuses apparentes négatives. En fait nos conventions sont

complémentaires, c'est-a-dire, si la fréquence porteuse apparente en F1 est négative dans
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une convention, elle est positive dans l'autre. Apres avoir indiqué ces différentes

conventions nous donnerons les parameétres qu’il est possible d’obtenir avec un spectre

MQ-MAS, notamment 8¢g, w95, et Co, (8. 111.3.4). Nous avons reporté en annexe

I'aspect pratique du traitement des données pour obtenir un spectre MQ-MAS ainsi que
la graduation de I'axe de la dimension F1 pour toutes les conventions revues.

Nous passerons enfin a I’application expérimentale de la séquence MQ-MAS.
Dans un premier temps nous traiterons du probleme des repliements des raies a travers
deux exemples : NH,Y et NasP,O7 (8. 111.4). Dans un second temps, nous appliquerons
la séquence MQ-MAS aux différents spins demi-entiers (1 = 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2 ; 8.
111.5) pour vérifier la validité des relations obtenues dans les paragraphes 111.3.3 et
111.3.4). Enfin nous analyserons, avec la RMN de I’aluminium-27, les effets de la
désalumination des zéolites Y avec ou sans vapeur d'eau (8. 111.6). Nous confirmons la
coordinence tétraédrique de I'aluminium dont la raie dans la dimension F2 est localisée

vers 30 ppm.
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@ — % > t,
L5 t, T, gtl (1)
(b) C ] —
t, t
© : +—+ f ]
t, kt, t,
Anti-écho
3 \ +3Q

L~
\*k//
AR
O

Echo

Fig. 111.1 : Séquence MQ-MAS appliquée a un spin | = 3/2. (1) Définition des paramétres du domaine
temporel, 7, est la durée de la premiére impulsion, 7, la durée de la seconde impulsion et t, = kt; =
(7/9)t; la position de I’écho. (a) Notation standard utilisée pour la séquence MQ-MAS a deux
impulsions : t, est la période d’évolution expérimentale ou la période d’évolution des cohérences MQ,
t, est la période d’acquisition expérimentale. (b) Convention C_,, utilisée par Medek et
collaborateurs [4] ainsi que par Hanaya et Harris [9] : t, est la période d’évolution expérimentale et t}
est la période d’acquisition déplacée aprés transformation par cisaillement. (c) Convention C.,, utilisée
par Massiot et collaborateurs [6] ainsi que Wang et collaborateurs [7] : (1+k)t, est la période
d’évolution et t, est la période d’acquisition déplacée apres transformation par cisaillement. (2)
Chemins de transfert de cohérence : écho et anti-écho associés a une expérience 3Q-MAS d’un spin | =
3/2. Les hamiltoniens H® et H® sont définis respectivement par les équations (I11.1) et (111.2). Par
rapport a la figure 1.16, les notations des durées sont changées.
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l1l.1. Principe de la spectroscopie RMN a deux dimensions

Une expérience de RMN a deux dimensions (Glnther p272-274 [8], Ernst et
collaborateurs p283-286 [°]) est constituée d'une succession de trois intervalles de
temps : préparation, évolution et détection (Fig. 111.2.a). Pour certaines expériences, on
ajoute une autre période avant la détection : la période de mixage (Fig. I11.2.b).

La période de préparation t, prépare le systeme de spins pour I’expérience, par
exemple, en appliquant une séquence de découplage ou en créant une aimantation
transversale a I’aide d’une impulsion de 90°. En général, elle est destinée a permettre le
retour des spins a leur état d’équilibre entre deux exécutions successives de la séquence.

Pendant la période d’évolution t,, le systeme de spins évolue librement sous
I’influence de I’hamiltonien H®, qui peut étre modifié par découplage, par rotation de
I’échantillon ou par une séquence d’impulsions périodique. L’évolution durant t,

détermine les fréquences observables dans la dimension F1.

détection
(@)
] ) FID
préparation évolution
H(d)
H(P) H(e)
< > < >
t 4 t
détection
b
( ) FID
préparation évolution mixage H©
H(P) H(e) H(m)
< < > < >
t, t; t, t,
Fig. 111.2 : Intervalles de temps pour une expérience de RMN a deux dimensions, sans la période de
mixage (a) ou avec la période de mixage (b). Les différents hamiltoniens H® décrivent les interactions
percues par le systeme de spins dans chaque période.
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La période de mixage t,, se compose d’une séquence d’impulsions qui réalise
des transferts de cohérence de maniere & pouvoir corréler des fréquences différentes.
La période de détection t, correspond a I’acquisition du signal.

La séquence gque nous venons de décrire ne constitue pas encore a elle seule une
experience de RMN a deux dimensions. Il faut faire varier de facon systématique dans

une série d’expériences individuelles le temps d’évolution t, par I’addition
d’incréments At,. On obtient une série de signaux RMN sous forme d’une collection de
FID s(t,, t,). Ces FID, representées sous forme matricielle s(t,, t,), ne seront
différentes les unes des autres que par la durée de la période t, .

La matrice s(t,, t,) estdonc une fonction de deux variables t, et t,. La
premiére transformée de Fourier par rapport a t, donne s(t,, w,) . Cette fonction

correspond a une série de spectres unidimensionnels, modulés en amplitude ou en phase
(c’est-a-dire une variation périodique de I’amplitude ou de la phase de leur signal, Fig.

111.3). Une deuxiéme transformée de Fourier par rapport a t, donne un spectre de RMN

a deux dimensions fréquentielles wy, w, et fournit une matrice s(w,, w,).

Fig. 111.3 : Modulation d’amplitude (a) et de phase (b) dans des spectres unidimensionnels aprés
augmentation réguliére du temps d’évolution t, (Giinther p273 [8l),
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l1l.2. Création des cohérences multi-quanta

[11.2.1. Matrice densité d’un systeme de spins | = 3/2 excités par

une impulsion de phase ¢,

Pour décrire I’évolution d’un systéeme de spins pendant une experience de RMN,
on utilise I’opérateur densité (8. 1.6.1). Pour cela utilisons la séquence a deux
impulsions représentée sur la figure 111.1 (Man [10]),

L’hamiltonien H® du systéme de spins correspondant au temps t, et t, est
exprimé dans le référentiel tournant (Z°%°) par,

H® =H  + Hg)MASHV , (1n.1)

0

ou He = —ngwmlz, w,, est la fréquence porteuse et deo est le déplacement chimique
isotrope. Rappelons que I’interaction quadrupolaire du premier ordre est annulée par la
rotation MAS a haute vitesse de I’échantillon (8. 1.4.3.b).

L’hamiltonien H® pendant les impulsions (T, et T,) est,
H® = HE +p§ee (111.2)
En effet les deux durées d’impulsions t, et T, étant courtes par rapport a I’inverse de
la vitesse de rotation du cristal, on peut considérer que durant 1, et T, les spins
semblent statiques. En d'autres termes, pendant 1, et t, I’interaction est indépendante
du temps. On néglige de plus Hgg et HS* ™ devant HY .

Dans la sequence MQ-MAS, le cycle de phase de la premiere impulsion permet
de sélectionner les cohérences que I’on veut détecter (8. 111.2.2). Ces cohérences étant
développée par la premiére impulsion de la séquence a deux impulsions, nous allons
donc déterminer la matrice densité décrivant le systeme de spins a la fin de la premiere

impulsion de phase ¢, .
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A Zoss

Fig. 111.4 : Angle ¢, entre ’axe Xqgs et le champ

\ - magnétique radiofréquence B, qui se trouve le

" Yos longdel’axe x' dans le référentiel (=°59).

1 B, x'

XoBs

Nous avons détermine dans le chapitre I (8. 1.6.1) cette matrice densité dans le
cas d’une impulsion +X. Traitons le cas ou® le champ magnétique radiofréquence B,
se trouve le long de I’axe x' dans le référentiel tournant (%) (Fig. 111.4).

En procédant de la méme fagon qu’au paragraphe 1.6.1 pour une impulsion de

phase ¢,, nous obtenons au temps t, I’opérateur densité suivant (Man [10]),

P(ty, 1, 9,)
= e{_iH<b)tl} e{_iq)llz} e{_i(H(b)+Hg) )Il} e{i¢1lz} p(o)é _i¢1l} e{i(H<b)+Hg) )Tl} e{iq)llz} e{iH(b)tl}

(@)

(b)
(c)
(d)

(111.3)

A I’équilibre thermodynamique p(0) = I, et le champ B, se trouve le long de I’axe x'.
La partie (a) correspond a une rotation active négative du champ I§1 d'un angle —¢,

autour de z 55 qui place Bl sur I’axe Xgs . La partie (b) correspond a I'application de

I’impulsion +X de durée t,. La partie (c) correspond & une rotation active positive du

champ B, d’un angle ¢, autour de z.s qui raméne I§l sur I’axe x'. Enfin la partie (d)

®) Dans le paragraphe 1.5.1 du tome 11, nous avons une rotation active négative du champ magnétique B,
imposée par le champ magnétique oscillant. Dans notre cas nous choisissons de déplacer le champ B,

dans le sens positif. Nous imposons donc une rotation active positive au champ B, .
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correspond a I'évolution du systéme de spins dans I’intervalle t,. L'équation (111.3) peut

se mettre sous la forme matricielle suivante,

13/2) [Y2) =1/2) =3/2)

EKIi,/z,—3/2(Tl)> <|?i/2’1/2 (T1)> <|?i/2’_1/2 (-[1)> - i<|3/2,—3/2 (T1)>H
3/2| B xe xe et g
B xe—ltl(;\)yzyl/z xe—'tﬂﬂg/z,-uz xe"tﬁ’%/z,—s/z B
B U
D<|i/2’]/2 (T1)> <|JZ/2,-1/2(T1)> _i<|1y/2,—1/2 (T1)> <|J_/2,—3/2 (T1)> B
<1/2| [l X ei® x @10 x o ~2i0 [l
0 : 1 - O
B % e‘it10)1/2,3/2 x e‘itlﬁh/z,—uz x e_itlwl/z,—slz B

U O .
D<|i/2,—1/2 (T1)> i<|§/2’_1/2 (T1)> _ <|i/2,—1/2 (T1)> <| Y2-32 (.[1)> U
O | , . 0
(-1/2|0 :e:% xia) xi¢ B
Dxe 1%-1/2,3/2 xe 1™-1/2.1/2 xe 1W-1/2,-3/2 |:|
0 U
dee) () () ()
H x e_itlw—a/z,wz x e‘it@—a/z,uz x e‘itlw—zlz,—l/z H

(11.4)
ou,
o, =(rH®|r)=(c[H®|c) . (111.5)

Les deux indices r et ¢ décrivent respectivement la ligne et la colonne ou se trouve la

grandeur w, . dans la matrice densité.

Dans le cas d’une expérience a une simple impulsion, les cohérences a —-1Q
correspondent au FID dont la transformeée de Fourier donne la raie d’absorption du
spectre. Les autres cohérences ne sont pas détectables directement (8. 1.4). Une seconde
impulsion est nécessaire pour les convertir en cohérences a —1 Q. La matrice (111.4)

montre que, exceptée pour une cohérence a zéro-quantum, une cohérence a (r — c)Q ou

(rlp(t,, t,, ,)|c) est caractérisée par une amplitude complexe (r|p(t,)|c) et une phase
((r -C)o, —tlwm) du FID a (r — ¢)Q suivant I’impulsion de phase ¢,, qui de plus est
identique au cas généré par une impulsion +X si ¢, =0 (8. 1.6.1). C’est-a-dire la

transformée de Fourier de (r|p(t,, t,, ¢,)|c) par rapport a t, donne une raie
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d’absorption a (r — ¢)Q, dont I’aire est proportionnelle a la partie imaginaire de

(r|p(t,)|c) et dont la position par rapport & w,, est w, . Cette raie d’absorption est

celle généree par une impulsion +X puis modifiee par la phase ¢, de I’impulsion.
La contribution de I'interaction du deplacement chimique isotrope H g sur la

position de la raie d’absorption par rapport a w,, est définie par,
Wiy = <r|Hcs|r> _<C|Hcs|c> = _5ngpt (r _C)
= (0, -wpt)(r-C) , (111.6)
oll w, = yB, est la fréquence de Larmor et 5% = (w, — W, )/ 0, .
L’expression analytique de HE"™"" est inconnue mais elle est définie par la

position de la raie d’absorption a (r — ¢)Q par rapport & w, ou par le déplacement

quadrupolaire du second ordre de la raie d’absorption a (r — ¢)Q,

G = ()~ ) o

Nous rappelons que seule la raie d’absorption ayant p = r — ¢ = -1 est détectée dans une
expérience a une seule impulsion. La méthodologie MQ-MAS se limite aux
cohérences symétriques a la résonance, c’est-a-dire ¢ = —r et dans ce cas p = 2r.
D'apres (1.83) appliquée a la rotation MAS et a une transition symétrique nous avons,

2

Q m 1 acti
e = = 5 CoBon (M +5C, [B ooy (A& (B,)
0
+ 28(4,2) (rl)d(zilémif) (B,)cos2a,
acti D
+2B,., (Md{s™" (B,) cosda,] P, (©0sOus)] (19
ou (1.52),
2

S S (111.9)

2121 -1)n

Les deux parametres C, et C,, donnés dans le tableau I11.1, sont exprimés soit en

fonction de I et r soit en fonction de I et p,
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Tab. 111.1 : Valeurs numériques des fonctions Cqy(l, p), Cx(1, p), A(l, p) et k(l, p) en fonction du spin | et de
I'ordre de cohérence p.

I pQ Co(l, p) C,(I, p) A(l, p) k(l, p)
3 10 3 54
-3Q 9 42 -3 719
5/2 ~1Q -8 _144
3Q 6 228 _3/4 19/12
5Q 50 300 —05/4 25/12
712 ~1Q _15 270
3Q 27 606 /5 101/45
5Q _15 330 1 11/9
-7Q 147 966 495 161/45
912 ~1Q 24 432
3Q 54 1092 —9/4 91/36
5Q 30 1140 _5/4 95/36
7Q 84 168 712 7/18
—9Q 324 2232 2712 31/6
Col, ) =—-C, (1, -1 =2ri(1 +1)-3r7] (111.10)
C,(l, p) =—C, (I, —p)=pé(l+l)—%p2§ , (111.12)
C,(I, ) =-C, (I, -r) = 2r[L81(1 +1) -34r* -5 | (111.12)
C,(, p)==C,(I, —p) = péSI(I +1) —%pz —55 | (111.13)

Le déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité (o(f]}‘;j’/z du spectre

(1.68) est donné par,

. 3Q¢ 3m , 1
w(_Z)ISO - _ Q é | +1 __%4._ ZH . 11.14
= JO+D - (I1.14)

Pour une cohérence symétrique a la résonance nous avons,

(20 :7\(0(-21;;?/2 . (111.15)

r—r
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Le paramétre A donné dans le tableau I11.1 est exprimé soit en fonction de | et r soit en

fonction de I et p,

IR N ()
AL 1) =-A(l, —1) XRETR (111.16)
AL, p) = -A(l, —p) :% (111.17)

Les parametres C, (I, p), C,(I, p) et A(l, p) sont des fonctions impaires de I’ordre de

cohérence p.

Si le parametre d'asymétrie n ne peut pas étre déterminé par I’analyse de la
forme de la raie, le parametre C,, reliant e’gQ/h et n permet de caractériser un

échantillon. A partir des équations (111.9) et (111.14), on obtient,

——+
" T Th V3
(2)iso
:|(2|—1)&\/4—0%ME . (111.18)
2m\ 3+ -3/4l5 w, {

[11.2.2. Sélection des cohérences a +3Q par cycles de phase

Comme seules les cohérences a —1Q sont détectables (8. 1.4), une seconde
impulsion est nécessaire pour convertir les cohérences MQ developpées par la premiere

impulsion en cohérence a —1Q. Cette conversion peut se mettre sous la forme (1.124),
p(t,, t,, T,, 0,) =Texp(-iQt,)T'p(t,, t,, d,)Texp(iQr,)T’

(11.19)
Afin de detecter sélectivement les cohérences a +3Q, nous allons appliquer un cycle de
phase a la premiere impulsion. D aprés la matrice (111.4) les cohérences a + 3Q restent
inchangées si ¢, =0, 21/3 ou 41Y3. D’un autre coté les cohérencesa +1Qet £2Q
changent avec ces trois phases ¢, . Pour ces quatre cohérences, la fonction de phase
exp{—ipd,} prend cing valeurs : 1, exp{+i21/3 et exp{+i41/3 . Or nous avons les

relations mathématiques suivantes,
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1+ expH2 pHe expBpH=0 | (111.20)
03 O O3 0O
ou p =1, +2. Ainsi le cycle de phase de la premiére impulsion par les angles : 0°,

120° et 240° et I’addition de ces trois contributions sont équivalents a commencer avec

la forme matricielle de p(t,, t;, ¢,),

_ /132,732
E< I§/2’_3/2 (T1)> 0 If::_m/zgzl )> E
O 0 (%) o 0 0 o1
B 0 0 _<|JZ/2,—1/2(.[1)> 0 B : (111.21)
3/2,-3/2 0
§<|y_itw (T1)> 0 0 _<|§/2,—3/2 (T1)> ﬁ
Xe 1W-3/2,3/2

On remarque que les cohérences a £1Q et + 2 Q disparaissent avec le cycle des trois
phases de la premiere impulsion. Mais les cohérences a zéro-quantum sont préservées.

Nous poursuivons avec les phases ¢, =173, 1T ou 517/3. Pour les cohérences a
+1 Qet +2Q, lafonction de phase exp{—ipd,} prend six valeurs : exp{+i3,
exp{+ i1} et exp{+i5m/3 . Or nous avons la relation mathématique suivante,
grm [ : Osm [
exp—pO+explimy +expF—pO=0 , (1n.22)
03 0O { T@ 03 0O

ou p =z1, +2. Un nouveau cycle de trois phases, constitué par les angles ¢, = 60°,

180° et 300°, génere donc la forme matricielle de p(t,, t,, ¢,) suivante,

d ee- i(15°7%(1,)) {
B<|§/z 3/2(T1)> 0 0 x;—itm,z,_g,z B
0 0 <|lz/2’_l/2(Tl)> 0 0 .
B 0 0 _<|]Z/2’_]/2(T1)> 0 B . (11.23)
[L;:/132-32 0
N TR e
er 1%-3/2,3/2 H

Le second cycle de trois phases conserve les cohérences a +3Q ainsi que les
cohérences a zéro-quantum, mais élimine les cohérences a +1Q et =2 Q. On remarque
que le signe des cohérences a £+ 3Q est inversé alors que celui des cohérences a zéro-
quantum ne change pas. Afin d’éliminer la contribution des cohérences a zéro-quantum,

la phase du récepteur associée au second cycle de phase doit étre inversée avant
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d’additionner les deux résultats. Cette sequence consiste en un cycle de six phases.
Dans ce cas seul les cohérences a +3Q sont préservées. Nous n’avons besoin que de

considérer la matrice densité p(t,, t,) définie par,

H 0 0O 0 - i<|3/2:‘3/2 (tl)>e‘it1‘ﬂslz,—3/z H

- ° 0 0 - (111.24)
0 0 00 0 il '
E<|§/2v‘3/2 (tl)>e_it1°¢3/z,3/z 0 0 0 E

qui remplace p(t,, t,, ¢,) dans (111.4). Cette équation devient indépendant de ¢, et
peut étre réécrite sous la forme,

o(t,, t,, T,) = Texp(-iQt,)T'p(t,, t,)Texp(iQr,)T" . (111.25)
Les deux éléments de la matrice (111.24) vont contribuer a I’amplitude complexe du FID
suivant la seconde impulsion et & I’écho. Pour un spin | = 3/2, les cohérences a +3Q
sont représentées chacune par un simple élément de matrice. Pour les autres spins
quadrupolaires demi-entiers ce n’est pas toujours le cas. Pour cette raison seule les
cohérences symétriques a la résonance sont étudiées. Ainsi, un ordre de cohérence
p est décrit par un seul élément de matrice. Cette propriété nous permet d’optimiser
expérimentalement I’amplitude de la cohérence avec la durée t, de la premiére
impulsion et la durée T, de la deuxieme impulsion. Nous avons donné a la figure 111.5
un exemple d'optimisation de durées d'impulsions. En pratique, dans un premier temps
on fixe la valeur de T, (cette valeur correspond a la durée obtenue avec une simple
impulsion et donnant le spectre le plus intense) et on fait varier celle de 1, (Fig. 111.5.a).
Puis on prend la valeur de t, donnant le meilleur spectre et on fait varier 1, (Fig.
111.5.b).

Pour expliquer difféeremment la sélection des cohérences a £3Q par ce cycle de

phase, il est possible d’utiliser la représentation vectorielle des cohérences (Fig. 111.6).
Nous avons représenté la position des cohérences a +3Q et £1Q aprés une impulsion
dont les phases sont : 0°, £120°, +240°, £60°, +180° et +300° (rappelons que les

cohérences d'ordre negatif tournent dans le sens inverse des cohérences d'ordre positif,

on double ainsi le nombre d’angle de dephasage).
Pour un angle de 0° le champ I§f° se trouve le long de I’axe x pour les

cohérences a +3Q et £1Q (Fig. I11.6.a). L’aimantation est basculée sur I’axe y. Si I’on
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place le récepteur en y, on observe dans les quatre cas la totalité de I’aimantation qui est

alors positive.

(a)

Fig. I11.5 : Deux séries de spectres de I’aluminium-27, obtenues a 130,32 MHz sur un spectrometre Bruker

P

(b)

NN
Mwﬂl'\g],‘l m,..lu" rrjn" r\;,.-,.#.._lw,,!\w‘wm.

— ——————————————————————————

(c) Programme d’impulsions
pour I'optimisation des durées
P1 et P2 des impulsions

1 ze
2 d1tlo
3 10u : ¢4 phl
4 plt:cdphl
dé6 : c4
p2:t:cdph2
2u:c4d
d7 ph0:r
3u adc
aq
Im
6 rcyc=2 ph3
8 wr #0
9 exit
phO=0
phl=(12) {02 4 6 8 10}"3"6"9
ph2= {00000 0172”3
ph3= {02020 2372”3

ASX500, dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium. (a) Optimisation de la durée de la premiére
impulsion P1 en la faisant varier de 0,5 a 5 us par pas de 0,5 us, la durée de la deuxiéme impulsion P2
étant fixée a 1 us ; le meilleur spectre est obtenu pour P1 = 3,5 us. (b) Optimisation de la durée de la
deuxiéme impulsion P2 en la faisant varier de 0,5 a 2,75 us par pas de 0,25 us, la premiére impulsion P1

étant fixée a 3,5 us ; le meilleur spectre est obtenu pour P2 = 0,75 us. (¢) Programme d’impulsions utilisé

pour I’optimisation des durées P1 et P2 des impulsions.
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Fig. 111.6 : Représentation vectorielle des cohérences & +3Q et +1Q apres le cycle de phase utilisé par
la séquence MQ-MAS.




[11.2. Création des cohérences multi-quanta

Pour un angle de +120°, le champ B:**” (en rouge) pour les cohérences a +3Q

se trouve le long de I’axe x (Fig. I11.6.b et 111.6.c). En effet les cohérences a £3Q
déphasent trois fois plus vite que les cohérences a un quantum, donc I’angle de £120°
devient un angle de 360°. L’aimantation est basculée sur I’axe y. Comme le récepteur

est en y on observe a nouveau, dans ces deux cas, la totalité de I’aimantation qui est

toujours positive. Pour la cohérence & +1Q le champ B¥” (en bleu) se trouve sur un axe

qui fait 120° avec I’axe x (Fig. I11.6.b) ; pour la cohérence a —1Q le champ B** (en
bleu) se trouve sur un axe qui fait —120° avec I’axe x (Fig. 111.6.c). Comme le récepteur
est en y on observe pour les cohérences a +1Q la totalité de I’aimantation qui est cette
fois négative (Dans les deux cas la projection de I’aimantation sur I’axe y correspond a
la moitié de I’aimantation). On obtient le méme resultat pour un angle de +240° (Fig.
111.6.d et 111.6.e).

Au total de ces trois angles on obtient pour les cohérences a £3Q six fois la
méme aimantation nucléaire positive. Mais pour les cohérences a £1Q on deux une
aimantation positive et deux fois une aimantation négative. Dans ce cas I’aimantation
totale est nulle, nous n’observons pas I’aimantation associée aux cohérences a £1Q.
Mais nous avons toujours la composante zéro-quantum. Pour éliminer cette composante
on inverse la position du récepteur (que I’on place en —y) et on effectue un nouveau
cycle de phase (£60°, +180° et +300°) tel que les aimantations des cohérences a £3Q
seront positives et s’additionnent alors que I’aimantation totale des cohérences a £1Q
sera nulle (Fig. 111.6.f-111.6.)).

On vient de montrer qu’en utilisant un cycle de six phases, on élimine les

cohérences a 0, +1 et £2Q et on garde les cohérences a £3Q.

Nous avons déterminé dans ce paragraphe I11.2 la matrice densité décrivant un
systéme de spins apres une premiere impulsion de phase ¢, (8. I11.2.1). Puis nous avons
montré qu’il était possible de modifier cette matrice densité par un cycle de phase afin

de sélectionner les cohérences a £3Q utilisées dans la séquence MQ-MAS (8. 111.2.2).
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I11.3. Séquence Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning
(MQ-MAS)

111.3.1. Cycle de phase

Dans le cas d’une expérience RMN a une dimension il est possible de séparer les
composantes en dispersion (partie imaginaire de la transformée de Fourier complexe des
signaux RMN) et en absorption (partie réelle de la transformée de Fourier complexe des
signaux RMN) (Canet p139-144 [11]), Dans une expérience RMN a deux dimensions, il
n’est pas possible de faire directement la distinction entre absorption et dispersion, en
effet le signal étant le produit de deux nombres complexes, les parties imaginaires et
réelles se mélangent. 1l faut donc étre capable de les séparer pour chacune des périodes
t, et t,. Pendant la périodet,, la detection en quadrature du signal FID est effectuée
par I'électronique du spectromeétre. Par contre, pour la période t,, la détection en
quadrature est réalisée par le programme d'acquisition du spectrometre.

Pour obtenir un spectre en pure absorption nous allons utiliser la méthode de
States et collaborateurs [12] (ou méthode hypercomplexe). Elle consiste a acquérir

deux séries de fichiers, la premiére dite cosinus en t,, S (t,, t,), et la seconde dite
sinusen t,, S*(t,, t,) (Ernst et collaborateurs p317-318 [9]). La méthode
hypercomplexe introduit un déphasage entre les signaux S*(t,, t,) et S*(t,, t,). Ces
derniers sont des combinaisons linéaires du signal de I’écho f*“"(t,, t,) et de celui de
Ianti-écho f*" " (t,, t,). Par rapport au signal S°*(t,, t,), le signal S*"(t,, t,) doit

étre déphasé de (Ernst et collaborateurs p307 [9),

2—’; (111.26)
Dans la littérature, la definition (111.26) est écrite en fait avec la valeur absolue de
p, ce qui géneére toujours un déphasage positive. Cette derniére crée une confusion
sur les cycles de phase, confusion que nous voulons éclaircir par la suite.

Pour seélectionner un chemin de transfert de cohérence, il est nécessaire
d’incrémenter la phase de I’impulsion par (Ernst et collaborateurs p290 [€],

Charpentier p78 [13]),
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b, = 2|:I[kl avec k,=0,1, .., N, -1 , (111.27)

1
ou N, est le nombre de phases. Nous avons vu que pour selectionner les cohérences a

+3Q il faut 6 phases (8. 111.2.2),

b, = ZTE[;kl avec k,=0,1,..,5 . (111.28)

On retrouve les six angles (0, T/3, 2173, T 41/3 et 51/3). De plus il est nécessaire

d’ajuster la phase du récepteur ¢ (Ernst et collaborateurs p291 [€], Charpentier

rec

p78 [13]),
Ore =Y (Pu- =P b (111.29)

u

ou p,. et p,, sont les ordres de cohérence avant et aprés la u-eme impulsion

radiofréquence®.

Nous avons donc besoin de deux chemins de transfert de cohérence (de signes
opposés). Nous poursuivons I'étude de I'évolution des cohérences a +3Q d’un systeme
de spins | = 3/2 et nous considérerons la matrice densité développée a la fin de la

premiére impulsion (111.24) avec t, = 0. Le signal temporel

(=1/2]p°(1y, t,, T,, t,)[1/2) durant la période d’acquisition t, est donné par

2

I’équation (1.129),

E

pS(Tll t, T,, 1)

-3,-113
- exp{ it w%ﬂ;‘;’} Z <-% po(T,, T,) %> exp{— itlwr“,”/;s_;'/\g} ,
(111.30)

ou mg”/;i';/vz (1.107) peut étre mis sous la forme géneérale suivante,
Wyt = AL P50, — k(1L Py, —PORW, (111.31)

avec,

@ Notons qu’il existe une autre méthode le TPPI (Time Proportional Phase Increment) ol les phases de la
premiére impulsion sont incrémentée de 30° a chaque nouvelle valeur de t; (il n’y a qu’un seul fichier
d’acquisition). De plus cette méthode utilise la méthode d’échantillonnage séquentiel alors que la

méthode hypercomplexe utilise I’échantillonnage simultané.
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kU,p):—kU,—p):—é%éLgﬁ . (111.32)

Les valeurs que peut prendre k sont données dans le tableau I11.1.

Dans le cas ou | = 3/2 et p =3, nous pouvons regrouper les deux équations

(1.133) et (1.137) en une seule équation,
ey
2 2

Py (Ty, Ty)

P (T, ty, T, ty)

-3

xexp{— ift, —k(l, p)tl]Z_Mm} exp{— ift, - pt,] 6§§wpt}

1 . iso
E> exp{— I[t2 +A(l, p)tl] (*)(—217211/

(111.33)
Nous avons vu au paragraphe 1.6.2 que lorsque t, = Kk(l, p)t, (1.136 et 1.139), les

3

%>exp{— it (1, p)} . (111.34)

effets de C_,,, disparaissaient,

E

pS(T17 t, T, t, =k(I, p)t,)
:<_l
2

w (I, p) =30, [k, p)-pl+ w5, [k, p)+A, p] . (11.35)

Les deux termes de I’équation (111.34) sont similaires aux éléments de la matrice

Py (Ty, T,)

ou p =3 et,

p(t,, t;, ¢,) avec ¢, =0, c’est-a-dire (-1/2|p} (1,, T,)[1/2) et t,w; (I, p) sont
respectivement I’amplitude complexe et la phase du signal a t, =k(l, p)t,. La

transformee de Fourier de (111.34), par rapport a la période d’évolution expérimentale

t,, donne deux raies d’absorption localisées a la position . (I, p) par rapporta w, .

En effet . (I, p) représente la position du centre de gravité de la raie centrale

par rapport a w,, (ou le déplacement quadrupolaire du second ordre de la raie

centrale) dans la dimension F1 du spectre 2D MQ-MAS. La position de la raie
(2)is0

w, (I, p) dépend seulement des valeurs isotropes wX),,, et dee . L acquisition du

signal temporel est supposée commencer a la position de I’écho t, = k(l, p)t,, c’est-a-

dire au sommet de I’écho. Ce n’est pas le cas dans les expériences MQ-MAS car
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I’acquisition débute a la fin de la seconde impulsion RF, ce qui provoque I’inclinaison
du spectre 2D (voir paragraphe sur le cisaillement 111.3.3).

Comme k(l, p) et A(l, p) sont des fonctions impaires de p, ils ont des signes
opposés pour les cohérences a £3Q. Pour le chemin de transfert de cohérence
0 - (p=-3) - -1, unécho localisé a t, = (7/9)t, est observé pendant la période

d’acquisition (8. 1.6.2), ce chemin est appelé le chemin de I’écho (Fig. I11.1). On peut

)

%> exp{— it,0o (1, —3)} : (111.36)

réécrire I’équation (111.34) sous la forme,

E

écho — 7
P " (T11 tl’ Ty tz __tl)
9
=<_i
2
Pour le chemin de transfert de cohérence 0 —» (p = +3) - —1, on peut réécrire
!
2

%>exp{— it, 00 (1, 3 (111.37)

p§3 (Tl’ TZ)

I’équation (I11.34) sous la forme,

E

anti—e’chO(.[l’ t1’ .[2’ t2 :_Ztl)

9
:<_£
2

un anti-écho dans la période d’évolution, localisé a t, = —(7/9)t,, est prédit. Ce chemin

Y

P3 (T4, T,)

sera appelé le chemin de I’anti-écho (Fig. 111.1). Les équations (111.36) et (111.37)
indiquent que I’lamplitude complexe de I’écho et celle de I’anti-écho sont modulées en

phase respectivement par exp{— it e (1, —3)} et exp{— it (1, 3)}.

[11.3.2. Programme d’impulsions pour la détection des

cohérences a £3Q

Nous avons vu que le chemin de I’écho et celui de I’anti-écho dépendent du spin
étudié (Tab. 1.7). Nous allons donc voir dans ce paragraphe les relations entre les
programmes d’impulsions et le traitement des données pour les différents spins.
L'acquisition des signaux en quadrature dans la dimension F1 s'effectue avec la méthode
hypercomplexe. Nous traitons explicitement les cohérences a £3Q. Pour les autres
cohérences pQ, il suffit d'appliquer les formules (111.26), (111.27) et (111.29).
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Dans tous les programmes d'impulsions de ce paragraphe, la phase de la seconde

impulsion est nulle,
b, =0 . (111.38)
Cette seconde impulsion convertit en cohérence a —1Q les cohérences a £3Q générées
par la premiére impulsion. Les phases du récepteur expérimental sont
¢.=0 1m0 IO, 1M ,
=0°, 180°, 0°, 180°, 0°, 180° . (111.39)

[11.3.2.a Premier programme

Nous allons établir le cycle de phase permettant d’observer les cohérences a +3Q
d’un systéme de spins | = 3/2. Dans ce cas |I’écho correspond au chemin de transfert de
cohérence a -3Q (Fig. 111.1).

Pour le signal S**(t,, t,), les phases de la premiére impulsion sont (111.28),
¢, =0, /3, 21/3, m 411/3, 51/3
=0° 60°, 120°, 180°, 240°, 300° . (111.40)
Le signal S*"(t,, t,) esten retard d’un angle —17/6 ou —30° par rapport au signal
S (t,, t,) (111.26). Pour le signal S*"(t,, t,), les phases de la premiére impulsion

sont,
¢, =11r/6, /6, /2, 51/6, 71/6, 311/2

=330°, 30°, 90°, 150°, 210°, 270° . (1.41)

Les phases des recepteurs sont données par I’équation (111.29), soit
b =3¢, —2¢, =3¢, , (111.42)
Qe = 3¢, +4¢, = -3¢, . (111.43)

On obtient alors les quatre séries de phases données dans le tableau I11.2.
Notons que par rapport a la figure 111.6 les phases des récepteurs sont décalées de
—90°. Mais comme la détection se fait en quadrature, cela ne change pas le

raisonnement associé a la figure 111.6.
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Tab. 111.2 : Cycle de phase de la séquence MQ-MAS permettant d’observer les cohérences a £3Q d’un
spin |1 = 3/2. Notons que Dumazy et collaborateurs [14] inversent les phases ¢, et ¢, . Les phases en
gras sont utilisées dans les programmes d’impulsions. Les phases du récepteur expérimental sont 0, 180,
0, 180, 0, 180.

¢1 ¢2 ¢rec
Echo 0 60 120 180 240 300 O 0 180 0 180 0 180
Cos
Anti-écho 0 60 120 180 240 300 O 0 180 0 180 0 180
Echo 330 30 90 150 210 270 O -90 90 -90 90 -90 90
Sin

Anti-écho 330 30 90 150 210 270 O 90 90 90 -9 90 -90

A partir des quatre séries des phases des récepteurs du tableau I11.2 et celles du
récepteur expérimental, on obtient les relations reliant S°®(t,, t,) et S™"(t,, t,) avec
£ (t,, t,) et £25°M°(t,, t,). Pour le signal S®(t,, t,), les phases des récepteurs
pour détecter I'écho et I'anti-écho sont identiques a celles du récepteur expérimental. On

déduit que S™ (t,, t,) estlasomme de £ (t,, t,) et F2 ™t , t,) @,
Scos — 1 [f écho fanti—e’cho ] |“ 44
(tl’ tz) _E 3/2 (tl’ t2)+ 3/2 (tlv tz) . ( . )

Pour le signal S™(t,, t,), les phases du récepteur pour détecter I'écho sont en
retard de —90° par rapport a celles du récepteur expérimental ; il faut multiplier
2o (t,, t,) par le nombre complexe —i. Par contre, les phases du récepteur pour
détecter I'anti-écho est en avance de 90° par rapport a celles du récepteur expérimental ;

anti—écho

il faut multiplier £}, (t,, t,) par le nombre complexe i. Donc

sin — l[ £ écho +£ anti—écho ]

S (4, 1) =5 [P (4, L)+ 1) (111.45)
d'ou

&l 1 écho anti—écho
iIS™(ty, t,) =§[f3,2 (ty, ) —f35 (L, tz)] - (111.46)

® g% (t,, t,) et S™"(t,, t,) correspondent aux fichiers expérimentaux alors que f<°(t,, t,) et

anti—écho
f

2o e(t,, t,) correspondent aux signaux associés a I’écho et a I’anti-écho obtenus & partir de

S (t,, t,) et S (t,, t,). Notons que I’indice 3/2 correspond au spin étudié.
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Par commodité on y inclut le facteur 1/2. Alors, on obtient les relations pour traiter les

données expérimentales :

f55 (ty, t,) =S (t,, t,) +iS™(t,, t,) (IT1.47)

f;?;i_éCho(tla tz) :SCOS(tla tz)_issm(tla t2) . (11148)

[11.3.2.b Deuxieme programme

Déterminons les phases de la séquence d’impulsions pour un spin [ # 3/2. Dans
ce cas 1’écho correspond au chemin de transfert de cohérence a 3Q (Tab. 1.7). Pour le
signal S**(t,, t,), les phases de la premiére impulsion sont,

¢, =0, /3, 210/3, T 410/3, STU/3
=0°, 60°, 120°, 180°, 240°, 300° . (I11.49)
Comme le signal S*™ (t,, t,) est en avance d’un angle T/6 ou 30° par rapport a
S (t,, t,) (I11.26), les phases de la premiére impulsion du signal S*" (t,, t,) sont,

¢, =T10/6, /2, 5TU/6, TTU/6, 3TU/2, 11TU/6

=30°, 90°, 150°, 210°, 270°, 330° . (I11.50)

Les phases des récepteurs sont données par 1’équation (I11.29), soit
O’ =30, +4¢, =30, , (IIL51)
O " =30, —20, =3¢, . (1IL52)

On obtient alors les quatre séries de phases données dans le tableau II1.3.

Tab. 111.3 : Cycle de phase de la séquence MQ-MAS permettant d’observer les cohérences a £3Q d’un
spin | #3/2. Les phases en gras sont utilisées dans les programmes d’impulsions. Les phases du
récepteur expérimental sont 0, 180, 0, 180, 0, 180.

(I)l ¢2 ¢rec

Echo 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180
Cos
Anti-écho 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180

Echo 30 90 150 210 270 330 0 -90 90 -90 90 -90 90
Sin
Anti-écho 30 90 150 210 270 330 0 90 -90 90 -90 90 90
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A partir des phases des récepteurs du tableau II1.3 et celles du récepteur

expérimental, on obtient les relations reliant S°(t,, t,) et S™(t,, t,) avec

£255 (6, ) et £ (1, 1)
SCOS —_ l[fécho + fanti—écho ] III 53
(tl’ tz) - 7 ¢3/2(t1’ tz) #3/2 (tl’ tz) ’ ( : )

sin — 1 écho anti—écho
O G HORSE s UNS | I (I11.54)

Donc, le traitement des données s'effectue avec :

£ (1, t,) =S (t,, t,) +iS™(t,, t,) (111.55)

£ (1, t,) =S (8, t,) —iS™(t,, t,) . (IIL.56)

Nous obtenons d’apres les relations (I11.47), (I11.48), (IT1.55) et (I11.56) un seul
traitement des données quel que soit le spin étudi¢, mais deux cycles de phases pour la
premiere impulsion suivant le spin étudié (Tab. II1.2 et I11.3). Nous avons donc deux

programmes d’impulsions et un seul traitement des données (Tab II11.7).

[11.3.2.c Troisiéme programme

A présent intervertissons les phases ¢, du cosinus avec celles du sinus
déterminées pour un spin I =3/2 et utilisées dans le tableau II1.2. Nous obtenons un
nouveau cycle de phase donné dans le tableau II1.4. Appliquons ces phases a un spin [ #
3/2(1=15/2,7/2,9/2).

Dans ce cas I’écho correspond au chemin de transfert de cohérence a 3Q. Pour le

signal S**(t,, t,), les phases de la premiére impulsion sont,

¢, =111v/6, /6, TU/2, 5TU/6, TTU/ 6, 3T/ 2

2

=330°, 30°, 90°, 150°, 210°, 270° . (I11.57)
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Tab. 111.4 : Cycle de phase de la sequence MQ-MAS permettant d’observer les cohérences & #3Q d’un
spin | #3/2 ou les phases sont interverties par rapport aux celles du tableau I11.2. Les phases en gras
sont utilisées dans les programmes d’impulsions. Les phases du récepteur expérimental sont 0, 180, O,
180, 0, 180.

¢1 ¢2 ¢rec
Echo 330 30 90 150 210 270 0 90 -90 90 -90 90 -90
Cos
Anti-écho 330 30 90 150 210 270 0 -90 90 -90 90 -90 90
Echo 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180
Sin

Anti-écho 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180

Le signal S* (t,, t,) est en avance d’un angle TY/6 ou 30° par rapport au signal

S*(t,, t,). Pour le signal S*"(t,, t,), les phases de la premiére impulsion sont,
¢, =0, /3, 210/3, T 410/3, STU/3
=0°, 60°, 120°, 180°, 240°, 300° . (II1.58)
Les phases des récepteurs sont données par (II1.51) et (II1.52). On obtient alors les

quatre séries de phases données dans le tableau I11.4.

A partir des phases des récepteurs du tableau I11.4 et celles du récepteur

expérimental, on obtient les relations reliant S°*(t,, t,) et S™(t,, t,) avec

écho anti—écho .
£, (t, ty) et f¢3t/2 (t, t,) :

57 (1, 1) =2 [, -, )] (111.59)

S (t,, t,) =%[f§§‘}‘; (t,, t,)+ oo, tz)] . (111.60)
Soit

£ (1, ) = =S (¢, £,) +iS™ (¢, 1)} (I11.61)

FS (8, 1) =S (8, ) =iS™ (¢, 1))} (I1L62)

Puis que nous rephasons (Annexe A1) en positif les spectres de fi5'(t,, t,) et de

£ (t,, t,) aprés leur transformée de Fourier par rapport & t,, les coefficients —i et

i dans (II1.61) et (II1.62) disparaissent. Nous obtenons finalement le traitement des

données :
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£5579(ty, t,) =S (t,, t,) +iS™(t,, t,) (I11.63)

£ (1, t,) =S (8, ) —iS™(t,, t,) . (I1.64)

Les deux relations (I11.63) et (I11.64) sont identiques a celles dans (I11.47) et (I11.48).
Nous avons donc deux programmes d’impulsions et un seul traitement des
données. Contrairement au cas précédent, les deux programmes d'impulsions ne
différent que par I'échange des phases de S°*(t,, t,) avec celles de S™"(t,, t,).

On peut écrire un programme d’impulsions ou les phases phl et ph2 sont
seulement interverties lorsqu’on passe d’un spin [ = 3/2 a un spin I # 3/2. Dans ce cas le

traitement des données reste le méme quel que soit le spin (Tab. II1.8 et I11.9).

Régle 1 : En partant d'un programme d'impulsions et le traitement des données
applicable a un spin I = Iy, si I'on applique aux autres spins I # Iy le programme

d'impulsions obtenu en intervertissant les phases ¢; du cosinus S (t,, t,) avec celles

du sinus S* (t,, t,), le traitement des données demeure valable quel que soit le spin.

[11.3.2.d Quatrieme programme

A présent, appliquons les phases ¢, du cosinus et du sinus déterminées pour un
spin 1 #3/2 (Tab. II1.3) a un spin I = 3/2. Les phases des récepteurs sont données par
(II1.42) et (II1.43). On obtient alors les quatre séries de phases données dans le tableau
IL.5.

A partir des phases des récepteurs et celles du récepteur expérimental on obtient

les relations suivantes pour traiter les données :

£550(t,, t,) =S (L, t,)=iS™(t,, t,) (I1L65)

37575 (8, £5) =S (t,, ) +iS™ (¢, t,) (I11.66)

149
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Tab. 11.5 : Cycle de phase de la sequence MQ-MAS permettant d’observer les cohérences & #3Q d’un
spin | = 3/2. Les phases en gras sont utilisées dans les programmes d’impulsions. Les phases du
récepteur expérimental sont 0, 180, 0, 180, 0, 180.

(I)l ¢2 ¢rec
Echo 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180
Cos
Anti-écho 0 60 120 180 240 300 0 180 0 180 0 180 00
Echo 30 90 150 210 270 330 0 90 -90 90 -90 90 -90
Sin

Anti-écho 30 90 150 210 270 330 0 -90 90 -90 90 -90 90

Le traitement des données, (I11.65) et (I11.66), est le complexe conjugué de celui
d'un spin [ # 3/2, (I11.55) et (I11.56). Nous avons donc un programme d’impulsions
valable pour tous les spins mais deux traitements des données suivant les spins
étudiés (Tab. I11.10 et II1.11, Charpentier p82, 85-87 [13]),

Notons de plus que les chemins de transfert de cohérences associés a I’écho et a
l'anti-écho d’un spin [ # 3/2 sont inversés par rapport au cas d’un spin I = 3/2 (I1I1.55),
(II1.56), (II1.65) et (II1.66) (pour un spin I # 3/2 I’écho est 3Q alors que celui associé¢ a
un spin [ = 3/2 est —3Q),

£ (ty, t) D57 (t, t,) (111.67)
£375 7 (ty, ) O (t, t,) (IIL.68)
Régle 2 : En partant d'un programme d'impulsions et le traitement des données

applicable a un spin I = Iy, si I'on applique aux spins I # Iy le méme programme
d'impulsions, le traitement des données correspondant est le complexe conjugué de celui

du spin I = .

A partir des programmes d'impulsions 1 et 2, et des régles 1 et 2, nous avons
¢établi le traitement des données a appliquer en fonction du spin et du programme
d'impulsions (tableau II1.6). Les tableaux III.7-I11.11 sont les programmes d'impulsions
intégrant la méthode hypercomplexe et fonctionnant avec des spectrometres ASX de

Bruker.
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Tab. I11.6 : Traitement des données (acquises avec la méthode hypercomplexe) d'une expérience MQ-
MAS concernant les cohérences a +3Q en fonction des spins et des cycles de phase des programmes
d'impulsions. Dans cette thése, nous avons toujours considéré des spins nucléaires ayant un rapport

gyromagnétique positif.

Phases ¢

1=3/2

[#3/2

cos = {0 60 120 180 240 300}
sin ={30 90 150 210 270 330}

cos ={30 90 150 210 270 330
sin = {0 60 120 180 240 300}

(4, 1) =8, ) iS™ (1, 1)

f}(ln;l—échO(tla tz):scos(t“ t2)+iSSi"(tl, tz)

éche — Qcos - Qsin
£55°(t, t,) =S(t,, t) +iS™(t,, t,)

B0 1) =87 (1, 6) 718" (1 1)

£t 1) =S (L, t,) +iS™ (L, t,)

f:g‘/‘z_édm(tw t,) :Scos(tw t,) _issm(tp t,)

f:;:}/];(tla tz):scos(tla tz)_issm(tla t2)

BRI (s 1) =S (1, ) +S™ (1, 1,)

cos = {0 60 120 180 240 300}
sin ={330 30 90 150 210 270}

cos ={33030 90 150 210 270}
sin = {0 60 120 180 240 300}

éch — Qcos - Qsin
£55°(t, t,) =S(t,, t,) +iS™(t,, t,)

f;/nzll—éChO(tl, tz) :ScOS(t“ tz) —iSSi"(tl, tz)

f;éfhzo(tp tz) :Sws(tp tz)_isbm(tl’ t2)

f}(ln;l—échO(tla tz):scos(t“ t2)+iSSi"(tl, tz)

f:;:}/];(tla tz):scos(tla tz)_issm(tla t2)

—éch — arcos < asi
f:;?zcc O(tla tz) - SCOb(tla tz) +IS°'"(t1, tz)

éch — QoS - Qsin
f55(t,, t,) =S(t,, t,) +iS™(t,, t,)

figuz_émo(tw tz) :Scos(tw tz) _issm(tla tz)

Ces programmes d'impulsions produisent un fichier unique par expérience, c'est-

a-dire les fichiers S*(t,, t,) et S (t,, t,) sont entrelacés selon le mode d'acquisition

simultanée des données qu'emploie la méthode hypercomplexe. Apres leur séparation en

deux fichiers distincts et leur traitement en utilisant le tableau II1.6, on obtient les deux

fichiers £ (t,, t,) et ™7™ (t,, t,).
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Tab. 1.7 : Deux programmes d’impulsions de la séquence MQ-MAS pour un spin | = 3/2 (a droite) et

pour un spin | #3/2 (a gauche) et un seul traitement des données.

Hypercomplexe MQ-MAS
acquisition 3Q
pour [ # 3/2
(spectrometre ASX)

ze
; acquire first half S**(t,, t,)

2 pl

3 dl : c4 phl t10
pl : ¢4 phl
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u:c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
; acquire second half S™ (t,, t,)

10 dl:c4ph2tl0
pl : c4 ph2
d6 : c4
p2 : ¢4 ph3
2u:c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1
exit

ph1=(12) {024 6 8 10}"36"9
ph2=(12) {13579 11}/36"9
ph3= {00000 0}/17273
ph31= {02020 2}"1°23

Hypercomplexe MQ-MAS
acquisition -3Q
pour I =3/2
(spectromeétre ASX)

ze
; acquire first half S**(t,, t,)

2 pl

3 dl : c4 phl t10
pl : c4 phl
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u:c4
g0=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
; acquire second half S*"(t,, t,)

10 dl:c4ph2tl0
pl : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u:c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1
exit

ph1=(12) {024 6 8 10}13/6"9
ph2=(12) {1113 57 9}/36"9
ph3= {00000 0}"1°2"3
ph31= {0202 02}/1°2"3

Traitement des données pour tous les spins
écho . Qcos s Qsin

155 ou 232 (T, t) =S™0(L, t,) +1S™7 (L, t,)
anti—écho — QI cos s Qsin

f3/; o 232 (s £) =ST0(L, t,) =187 (L, t,)
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Tab. 111.8 : Deux programmes d’impulsions de la séquence MQ-MAS pour un spin | = 3/2 (a droite) et
pour un spin | #3/2 (a gauche) et un seul traitement des données.

Hypercomplexe MQ-MAS
acquisition 3Q
pour [ # 3/2
(spectrometre ASX)

ze
; acquire first half S**(t,, t,)

2 pl

3 dl : c4 phl t10
pl : ¢4 phl
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u:c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
; acquire second half S™ (t,, t,)

10 dl:c4ph2tl0
pl : c4 ph2
d6 : c4
p2 : ¢4 ph3
2u:c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1
exit

ph1=(12) {1113 57 9}"36"9
ph2=(12) {02 4 6 8 10}43/6"9
ph3= {00000 0}/17273
ph31= {0202 0211123

Hypercomplexe MQ-MAS
acquisition -3Q
pour I =3/2
(spectromeétre ASX)

ze
; acquire first half S**(t,, t,)

2 pl

3 dl : c4 phl t10
pl : c4 phl
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u:c4
g0=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
; acquire second half S*"(t,, t,)

10 dl:c4ph2tl0
pl : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u:c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1
exit

ph1=(12) {024 6 8 10}13/6"9
ph2=(12) {1113 57 9}/36"9
ph3= {00000 0}"1°2"3
ph31= {0202 02}/1°2"3

Traitement des données pour tous les spins
écho . Qcos s Qsin

155 ou 232 (T, t) =S™0(L, t,) +1S™7 (L, t,)
anti—écho — QI cos s Qsin

f3/; o 232 (s £) =ST0(L, t,) =187 (L, t,)
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Tab. 111.9 : Deux programmes d’impulsions de la séquence MQ-MAS pour un spin | = 3/2 (a droite) et

pour un spin | #3/2 (a gauche) et un seul traitement des données.

Hypercomplexe MQ-MAS
acquisition 3Q
pour [ # 3/2
(spectrometre ASX)

ze
; acquire first half S**(t,, t,)

2 pl

3 dl : c4 phl t10
pl : ¢4 phl
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u:c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
; acquire second half S™ (t,, t,)

10 dl:c4ph2tl0
pl : c4 ph2
d6 : c4
p2 : ¢4 ph3
2u:c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1
exit

ph1=(12) {024 6 8 10}"36"9
ph2=(12) {13579 11}/36"9
ph3= {00000 0}/17273
ph31= {02020 2}"1°23

Hypercomplexe MQ-MAS
acquisition -3Q
pour I =3/2
(spectromeétre ASX)

ze
; acquire first half S**(t,, t,)

2 pl

3 dl : c4 phl t10
pl : c4 phl
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u:c4
g0=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
; acquire second half S*"(t,, t,)

10 dl:c4ph2tl0
pl : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u:c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1
exit

ph1=(12) {13579 11}/36"9
ph2=(12) {02 4 6 8 10}13/6"9
ph3= {00000 0}/1°2/3
ph31= {0202 02171723

Traitement des données pour tous les spins
écho . Qcos s Qsin

155 ou 232 (T, t) =S™0(L, t,) +1S™7 (L, t,)
anti—écho — QI cos s Qsin

f3/; o 232 (s £) =ST0(L, t,) =187 (L, t,)
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Tab. 111.10 : Un seul programme d’impulsions de la séquence MQ-MAS pour tous les spins et deux
traitements des données pour un spin | = 3/2 et pour un | # 3/2 (1 =5/2, 7/2 et 9/2).

Hypercomplexe MQ-MAS

acquisition 3Q
pour tous les spins

(spectrometre ASX)

; acquire first half S**(t,, t,)

2

; acquire second half S™ (t,, t,)

10

exit

ph1=(12) {024 6 8 10}"36"9
ph2=(12) {13579 11}43/6"9

V4

dl : c4 phl t10

pl : ¢4 phl

d6 : c4

p2 : c4 ph3
2u:c4

go=3 ph31

d11 wr #0 if #0 zd

dl : c4 ph2t10

pl : c4 ph2

d6 : c4

p2 : ¢4 ph3
2u:c4

go=10 ph31

d11 wr #0 if #0 zd
id6

lo to 2 times L1

ph3= {00000 0}/1/2/3
ph31= {0202 0211123

Lance I’acquisition, le nouveau fichier remplace
I’ancien, effectue un "dummy scan" avant
I’acquisition

Efface les phases

Relaxation

1°* impulsion de durée p1 et de phase phl
Durée entre les impulsions

2°"¢ impulsion de durée p2 et de phase ph3

Acquisition du signal, phase du récepteur ph31
Délai pour I’enregistrement, efface le fichier de la
mémoire, et n’effectue pas de "dummy scan"

Incrémente la durée d6 par in6
Expérience suivante
Fin du programme

écho
f3 /2
anti—écho
f

3/2

Spin 1=3/2

(tl’ tz) :Scos(tp tz)_issm(tl’ tz)

Traitement des données

Spin I # 3/2
foars(ty, t5) =S (t,, t,) +iS™(t, t,)

(t,, ) =Sy, ) +iS™ (¢, ) 17,7 (t,, t,) =S (¢, t,) =iS™(t,, t,)
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Tab. 111.11 : Un seul programme d’impulsions de la séquence MQ-MAS pour tous les spins et deux
traitements des données pour un spin | = 3/2 et pour un | # 3/2 (1 =5/2, 7/2 et 9/2).

Hypercomplexe MQ-MAS
acquisition 3Q
pour tous les spins

(spectrometre ASX)

ze
; acquire first half S**(t,, t,)

2 pl

3 dl : c4 phl t10
pl : ¢4 phl
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u:c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
; acquire second half S™ (t,, t,)

10 dl:c4ph2tl0
pl : c4 ph2
d6 : c4
p2 : ¢4 ph3
2u:c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1
exit

ph1=(12) {024 6 8 10}13/6"9
ph2=(12) {1113 57 9}"36"9
ph3= {00000 0}/1/2/3
ph31= {0202 02}/1"2"3

Deux traitements des données :

Spin [ =3/2

£33 (1, £5) =S (4, t,) +iS™ (1, t,)

f anti—écho
3/2

(t17 tz) :Scos(tlo tz)_issm(tp tz)

Spin I # 3/2

535 (4, t5) =S (t,, t,) —iS™ (4, t,)

f anti—écho
#3/2

(), ) =S (L), t,) +iS™ (¢, t,)
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[11.3.3. Obtention des spectres 2D MQ-MAS

Nous développons dans ce paragraphe le traitement d'un point de vue formel
pour l'obtention d'un spectre 2D MQMAS quels que soient le spin I et 1'ordre de

cohérence p. Mais nous avons traité concretement le cas d'un spin [ = 5/2 en annexe Al.

Par simplification nous supposons que 1’écho f*™(t,, t,) se trouvanta t, =kt
est décrit par une amplitude A“™ (t, —kt,) et une phase a(t,) = exp{— it, 0 (1, p)}. De
méme I’anti-écho £*™*™(t,, t,) se trouvant a t, = —kt, est décrit par une amplitude
A™ 7 (t, +kt,) et une phase a(—t,) = eXp{itl(DF1 {, p)} (Man [19]),

L'écho et I'anti-écho se situant loin de la seconde impulsion RF, A" (t, —kt,)

et A" (t, +kt,) deviennent des fonctions symétriques du temps et dépendent
évidemment de la durée des deux impulsions RF. On peut donc considérer en premicre

approximation que f“™(t,, t,) et f*™ ™™ (t,, t,) sont le produit de deux fonctions,
£ (t,, t,)=A“"(t, —kt,) a(t,) , (111.69)
faiTsho(p g ) =A™, +kt,) a(-t,) . (111.70)

Dans une représentation a deux dimensions ou I'axe vertical représente t, et1'axe

horizontal représente t,, 1/k est la pente de la position de f*“™ (t,, t,)et—1/k est la

pente de la position de f*“ ™" (t,, t,).

La transformée de Fourier de £*™ (t,, t,) etde f*" ™ (t,, t,) par rapport
a t, créent deux nouvelles fonctions f“™ (t,, w,) et £*""*"(t,, w,), t, étant un

parametre temporel et , un parameétre fréquentiel,

£ (1, 0,) =a(t,) [AS (1, —ktexp{-io,t}dt, (L71)
0

fanti—écho (tl , (1)2) — a(_tl)IAanti—écho (t2 + ktl ) exp{_ l(L)thdtz . (11172)
0

Comme I’écho se situe loin de la seconde impulsion RF, la totalité¢ de I’écho est
observé, nous pouvons étendre ainsi la limite inférieure de I’intégrale de 0 @ — . De

plus nous effectuons un changement de variable t’, =t, —kt, et nous séparons le

domaine d’intégration en deux parties, I’équation (II1.71) devient,
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, .
£t (t,, w,) =a(t,)exp{-ikw,t,} %[A“h" (t))exf —iw,t} dt)

+o00 ) |:|
+ IAeCh" (t))exp{—iw,ti}dt, O . (111.73)
0 O

Si I’on change le signe de t), dans la premiére intégrale de (I11.73) (t, devient —t)) et

comme A“™(—t})=A“"(t}), on obtient,

, o
£t (t,, w,) =a(t,) exp{-ikw,t } %[Am (t)) exf iw,t} dt)
0

by 0
+ [AS (1) expl-ioti}dt, O
0 [

= a(t,)expf- ik, t }[A 5™ (00,) + D™ (~00,)
FAS (0,) +iDE™ ()] . (II1.74)
Les spectres d’absorption A5™ (w,) et de dispersion D™ (w,) sont respectivement
des fonctions paires et impaires de w, . Ils proviennent de la transformée de Fourier de
A®™(t}) (IIL71) ou t, a été remplacée par t),. La transformée de Fourier de ’écho
commence au sommet de 1’écho. Ainsi,
£t (t,, w,) = 2a(t,)exp{-ikw, t } A (w,) . (111.75)
En procédant de la méme fagon pour I’anti-écho (I11.72), on obtient,
femivieho (¢ eo,) = 2a(—t, ) expfike, t f AT (o)) (11L.76)
Les équations (I11.75) et (II1.76) indiquent que les spectres d’absorption de
£ (t,, w,) etde f™ ™ (t,, w,) dans la dimension F2, qui est décrite par w,,
pourraient étre A5 (w,) et AY 7™ (w,), s’ils n’étaient pas modifiés par
exp{— ikoozt‘} pour I’écho et par exp{ikoozt‘} pour I’anti-écho. Notons que I’expression
analytique de 1’écho est différente de (II1.75) lorsque 1’écho n’est pas détecté

entierement. Par exemple lorsque la période d’évolution expérimentale est plus courte

que la FID. Dans la représentation a deux dimensions des spectres d’absorption
£ (t,, w,) et £ ™ (t,, w,) pour des valeurs croissantes de t,, les effets des

termes exp{— ikooztl}} et exp{ikooztl} sont négligeables lorsque la période
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d’évolution t, est courte mais ils deviennent importants pour des durées de t, plus

longues.

[11.3.3.a. Spectre sans transformation par cisaillement (unsheared)

La transformée de Fourier de " (t,, 0,) et de f™ ™" (t,, w,) par
rapport a t, générent deux nouvelles fonctions f“™ (w,, w,) et f*"" " (w,, w,),

w, et w, étant des parametres fréquentiels. Nous avons un spectre a deux dimensions,

£ (@, 0,) = 2457 (@,)81™ (@ +ka) ({L77)
fanti—écho ((k)l , (L)Z) — 2A;mi_éChO ((.*)2 )S;mti—écho ((*)1 — sz) s (III78)
ou,
Sf‘?ho (001 + sz ) = J'a(tl ) exp{— 1((_1)1 + k(x)2 )t]}dtl , (HI79)
0
Semiéeho (6 — ko, ) = Ia(_tl ) exp{— i(w, — kw, )t|}dt1 ) (I11.80)
0

Les équations (I11.77) et (I11.78) indiquent qu’un spectre 2D est le produit de deux
fonctions comme (I11.69) et (I11.70). Le spectre dans la dimension F2 dépend
uniquement de , . Le spectre dans la dimension F1 décrite par w, dépend aussi de la
fréquence w, de la dimension F2, ce qui produit un spectre 2D incliné. Ce dernier
représente une corrélation des cohérences MQ dans la dimension F1 avec des
cohérences a un quantum dans la dimension F2. En d'autres termes, les fréquences w, et
w, ne sont pas indépendantes. L’inclinaison du spectre est due au fait que 1'acquisition

des signaux démarre juste a la fin de la seconde impulsion RF.

[11.3.3.b. Spectre transformé par cisaillement (sheared)

Pour faire de la dimension F1 une dimension haute-résolution, avant la

transformée de Fourier par rapport a t,, la fonction £*" (t,, w,) (I1L.75) est
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multipliée par exp{iszt,} pour annuler le terme exp{— ikoozt]}} et la fonction
feniteho (¢ @,) (I11.76) est multipliée par exp{-ike,t,} pour éliminer le terme
exp{isztl } Cette transformation équivaut a une correction de phase du premier ordre,
on I’appelle le « shearing » (transformation par cisaillement). Cette opération sur les

fonctions ™ (t,, w,) et £ ™ (t,, w,) générent deux nouvelles fonctions
£, w,) et £ (t,, w,),
£ (t,, w,) =2a(t,)AS™(w,) (I11.81)
£ (¢, 0,) = 2a(=t) AT " (w,) . (111.82)
Le « shearing » équivaut a un déplacement de la période d’acquisition de t, a t), (Fig.

III.1), ¢’est-a-dire 1’acquisition du signal temporel commence a la position de 1’écho.

La transformée de Fourier de f5" (t,, w,) etde f3""*"(t,, w,) par

rapport a t, donnent deux nouvelles fonctions ™ (w,, w,) et £ " (w,, w,).

Les spectres 2D deviennent simplement,

£ (W, w,) =2A5™(0,)Si°(w,) (I1.83)
fsf;nti—écho ((k)1 , (»02 ) - 2Agnti—écho ((»02 )S;i:;i—écho ((k)1 ) , (11184)
avec,
Sia’ (@) = fa(t)exp{-iwt}dt, (I11.85)
0
St (@) = fa(-t))exp{-iot}dt, (111.86)
0

Par rapport aux équations (II1.77) et (II1.78), les équations (I11.83) et (I11.84) indiquent
que les spectres 2D sont le produit de deux fonctions de variables indépendantes. Les

opérations (I11.85) et (I11.86) produisent un spectre haute-résolution dans la dimension

F1 pour S;°(w,) et SI ™" (w,), dont les positions sont respectivement

w, =~ (I, p) et W =0 (L, p).




[11.3. Séquence Multiple-Quantum Magic Angle-Spinning (MQ-MAS)

écho

Cependant, les équations (I11.85) et (II1.86) montrent que S;;” (w,) et
S~ (), ) ne sont pas des spectres en absorption pure. Il faut alors inverser le
spectre 2D de I’anti-écho pour changer le sens de la dimension F1,
£ (0o, ,) = AT (00,)SITEM (—0,) (I11.87)

Cette transformation revient a inverser le signe de t, dans (I11.86),
. 3 0

guntizéeho (g ) = Ja(t) exp{-ic t}dt, . (111.88)
La somme du spectre 2D de I’écho et du spectre 2D inversé de I’anti-écho donne,

fse;:ho (0)1 , wz) + f;mi —écho (_0)1 , wz)

= 205 (@,)S° (@) + 2457 (00,)8% ™ (-w)
(I11.89)

De plus AS™ (w,) = A ™™ (w,) (cette condition n’est pas remplie dans la séquence

MQ-MAS car on n'acquiert qu’une partie du signal de 1’anti-écho), alors,

fse;:ho (0)1 , wz ) + f;mi —écho (_0)1 , wz )

= DA™ (00, |85 () + S (-
=2A%™ (w,) J'a(tl)exp{— i t}dt, (111.90)

ou

fséhChO (wl H (*)2) + f;;mi Teche (_wl H (*)2)

=2A5" (00,)8,[w, +w; (1, p)] - (I11.91)

La transformée de Fourier de moins I’infini a plus I’infini de la phase de 1’écho a(t,)
est la fonction delta de Dirac, 8, (Canet p136-137 [11]) ; le spectre suivant la

dimension F1 est donc un spectre haute-résolution en absorption pure. Par contre

dans la dimension F2, on observe un spectre de poudre. Le rapport signal sur bruit du

spectre 2D final est plus grand que celui de £ (t,, w,) (I11.83) et £ ™™ (t,, w,)

(IT1.84) d’un facteur V2.

161
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Il existe deux définitions de la période d’évolution dans la littérature. Nous
venons d'utiliser la premiere qui considére que la période d’évolution

expérimentale t, (ou celle des cohérences MQ) est la période d’évolution [451. Nous

la nommerons convention C

casl *
La deuxiéme définition de la période d’évolution vient de Massiot et
collaborateurs (6] aussi bien que Wang et collaborateurs 7. Nous l1a nommerons

convention C Elle considére la position de I’écho par rapport a la premiére

cas2 *
impulsion RF, (1+Kk)t,, comme la période d’évolution. La phase de I’amplitude de
I’écho a(t,) et celle de I’anti-écho a(—t,) deviennent respectivement a[(l + k)tl] et

a[— (1+k)t 1] . Les spectres 2D sont,

écho — 2 écho écho W
£ (0, w,)= o 2 AS (0,)SEN B+—lkg , (111.92)
fsf;nti—écho (0)1 , 0)2 ) - 2 A;nti—écho ((L)2 Sil:l}.tll —écho B_H (11193)
I+k +k0

Les équations (I11.92) et (I11.93) sont reli¢es aux équations (I11.83) et (II1.84) par la
transformation de similitude de la transformée de Fourier. La constante 1/(1 +k) se
trouvant en dehors des fonctions n’a pas d’effet sur les spectres. Mais l'argument de
S dans (I11.83) et celui de S™'** dans (II1.84) sont divisés par (1+k). Notons que
la procédure de traitement décrite par les équations (I11.87) a (I11.89) permettant

d’obtenir une raie d’absorption pure dans la dimension F1 pour les conventions C_,, et
C..., estapplicable aux spectres sans transformation par cisaillement.

D'un point de vue pratique, le spectre 2D obtenu par l'opération (IIL.91) suit

implicitement la convention C_,. Si I'on veut suivre la convention C__, en changeant

casl * cas

I’incrément de la période d’évolution expérimentale At, par (1+k)At,, alors la nouvelle

fenétre spectrale est recalculée en utilisant la relation SW1_, x(1+k)At, =1 pour la

cas2
méthode d’échantillonnage simultané des données qu'utilise la méthode hypercomplexe.
Les spectres 2D associés a ces deux conventions sont identiques mais différents

seulement par la fenétre spectrale dans la dimension F1. La fenétre spectrale de la
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convention C_, est plus petite que celle de la convention C_, d’un facteur (1 +k). La

casl

fenétre spectrale pour la convention C__, dépend de la valeur de k. Ainsi pour

cas2
comparer deux largeurs de raie dans la dimension F1 de deux spectres MQ-MAS
possédant deux p différents il faut multiplier ces largeurs de raie par le facteur d'échelle
(1 + k). Nous verrons dans le paragraphe I11.3.5 que le choix de la période d’évolution

(C,, ou C_,,) agira sur la graduation en unité déplacement chimique de la dimension

F1 d’un spectre 2D transformé par cisaillement mais n’a pas d’effet sur le déplacement

chimique de la dimension F2.
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[11.3.4. Graduations de I'axe de la dimension F1

Théoriquement le déplacement chimique d’une raie le long des dimensions F1 et
F2 d’un spectre 2D sont référencés par rapport a la fréquence porteuse w,, qui est
localisée au centre des deux fenétres spectrales. Mais dans la pratique le déplacement
chimique d’une raie d’absorption est référencé expérimentalement par rapport a une
solution aqueuse externe dont le déplacement chimique est nul ou connu. Pour les deux
dimensions d’un spectre 2D MQ-MAS, connaissant I’offset de la fréquence porteuse

w,, par rapport a la solution aqueuse (2 dans la dimension F1 et Q dans la

dimension F2), nous pouvons exprimer les déplacements chimiques observés du centre

obs

de gravité 8% dans la dimension F1 et 8 dans la dimension F2 par rapport a la

solution aqueuse. Mais dans un spectre MQ-MAS, Q. est différent de Q .

I11.3.4.a. Différentes conventions

Nous allons présenter les différentes conventions apparues dans la littérature

concernant la fréquence porteuse apparente dans la dimension F1.

Premiere possibilité : convention Cgas; [49]

Si I’acquisition des données commence a la position t, =kt, de I’écho (C_,,),
¢’est-a-dire au sommet de 1’écho, la position wy (I, p) de la raie par rapport a w, le
long de la dimension F1 est donnée par 1’équation (II1.35). Par conséquent le
déplacement chimique observé du centre de gravité &% est égal a cette position divisée

par @,

W, (L p)
w

pt

(111.94)

5 =
La fréquence porteuse w, en F1 est identique a celle en F2. Ainsi, le long de la
dimension F1, le déplacement chimique observé 8%, du centre de gravité de la raie

par rapport a ,, pour la convention C_ est donné par,

cas
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w(Z)iso
b: —_ i -1/2,1/2
6gilscasl - (k - p)élég + (k + )\)—
w
pt
(2)iso
: (V)
— iso -1/2,1/2
- klca316CS + k2cas1 . (III95)

pt

Les deux parametres k,_,, et k, ., sont donnés dans le tableau II1.12 pour les quatre

spins quadrupolaires demi-entiers.

Deuxiéme possibilité : conventions Cgasz €t Ceaso [6:7]

Pour la convention C_,,, Massiot divise le déplacement chimique observé 827,

par 1 + Kk,
60bs — 1 60bs
Glcas2 — Glcasl

1+k

- k _p 6iso + k +)\ w(—zl)/i;(,)l/Z
I+k @ 1+k  w,

(2)iso

= klcas26icsg + k2ca52 _(1:)2’1/2 . (11196)

pt

Il y a pour cette convention deux interprétations possibles :

(Ceaszr) on multiplie le « dwell-time » At; dans la dimension F1 par 1 +k (§.
I1.3.4.b) et on garde alors la fréquence porteuse ,, (I11.95). La fréquence porteuse w,
en F1 est identique a celle en F2 ;

(Ceas2v) on garde le « dwell-time » At; et on multiplie par 1 + k la fréquence

porteuse W, (1I1.96) ; la fréquence porteuse apparente est w,, (1 + k).

Troisieme possibilité : conventions Ccasza €t Ceasap 23]
(Ceasza) Amoureux et collaborateurs (23] divisent le déplacement chimique

observé 8% | park —p,

1

obs — obs
6G1cas3a - k _ 6Glcasl
(2)iso (2)iso
_ 522 + k+A W55, _ 522 _& W)21/2 (I11.97)

k-p w, 17 W,
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iso

La fréquence porteuse apparente est (k —p)w,, . Les coefficients devant dcg et

W5,/ w,, dans (IIL.97) sont des constantes indépendantes du spin I et de l'ordre de

cohérence p.

(Ceasap) 11 est aussi possible de considérer la période d’évolution (1+k)t, utilisée

par Massiot en divisant &, . par 1 +k, on obtient,

obs — 1 obs

6G1cas3b _méGlcasl
8, kA o,
+k kop)i+l) w,

iso (2)iso
— 6& + 1 10 -1/2,1/2

_ 19 (I11.98)
1+k 1+k0 170 w,

Comme dans le cas précédent (2° possibilité), il y a deux interprétations possibles :
p p y p p

(Ceasap) soit on multiplie le « dwell-time » At, par 1 + k et la fréquence porteuse
apparente est toujours (k —p)w, ;
(Cecas3pv) soit on ne modifie pas le « dwell-time » At, et la fréquence porteuse

apparente devient (1+ k) (k —p)w,, .

Quatriéme possibilité : conventions Ccassa €t Ccasap [19]

(Ceassa) Bodart et collaborateurs [15] divisent le déplacement chimique observé

S . par lordre de cohérence p,
obs —_ 1 obs
6Glcas4a - _6Glcasl

(2)iso
_k-p e KHA W),
= 6cs +

p p wpt
(2)iso
. w:
= klcas4égg + k2cas4 (1*/)2,1/2 . (III99)

pt
La fréquence porteuse apparente est pw, .
(Ceasan) Si l'on considére la période d’évolution (1+k)t,, on divise &% ,. par

1 + k. On obtient,
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obs — 1 obs
Glcas4b — p(l +k) Glcasl

(2)iso

_ k-1 e kK+A W55,
= O% +
p(1+k) p(l+k)

pt

(2)iso
1 iso 0‘)—1/2,1/2

= Ky O k2 (111.100)
1+k Icas4 ™~ CS 2 4(1+k)(,0pt

Les deux interprétations possibles sont :

(Ceasapr) soit on multiplie le « dwell-time » At, par 1 + k et la fréquence porteuse

apparente est toujours pw,; ;

(Ceasap) soit on ne modifie pas le « dwell-time » At, et la fréquence porteuse

apparente devient (1 + k) pw,, .

Cinquieme possibilité : conventions Cgassa €t Ceassb

(Ceassa) Enfin on peut envisager une cinquiéme convention ou on divise le

déplacement chimique observé 8% park + A :

1

obs —_ obs
6GlcasSa - Kk +)\ 6Glcasl
(2)iso (2)iso
k- . W 17 . OV
- pégg i PR TP =5+ Va2 (IIL101)
k+A N 10 W,

La fréquence porteuse apparente est (k +A)w,, . Comme dans (I11.97), les coefficients

devant 8¢5 et w3)5),, /0, dans (II1.101) sont aussi des constantes indépendantes du
spin | et de I'ordre de cohérence p.

(Ceassh) Si l'on considére la période d’évolution (1+k)t, en divisant 8., .., par
1 + k, on obtient,

obs 1 obs

O teassh = méGlcasl

(2)iso
— k-p so W51/

CA+RK+HD) S (1+K)w,

(2)iso

1 17 [ W
iso 4 1/2,1/2

=—O0— _— II1.102
1+k0 100°  (+kw, ( )

Les deux interprétations possibles sont :
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(Ceasspr) soit on multiplie le « dwell-time » At, par 1 +k et la fréquence porteuse

apparente est toujours (k +A)w,, ;

(Ceasspr) soit on ne modifie pas le « dwell-time » At, et la fréquence porteuse

apparente devient (1 +k) (k +A)w,, .

Il y a donc deux cas (C_,, et C_,, ) ou les fréquences porteuses dans les deux

cas cas2'

dimensions F1 et F2 sont identiques et égales a w,, . Pour ces deux conventions et la

convention C la fréquence porteuse apparente est toujours positive, ce qui n’est pas

cas2"
toujours le cas pour les autres conventions (cela peut provoquer des problémes avec le

logiciel de traitement des données).

La fréquence porteuse apparente (k —p)w,, de la convention C et la

cas3a

sont de signes

fréquence porteuse apparente (k +A)w,, de la convention C_,
opposés. On peut choisir I'une d'entre elles pour que la fréquence porteuse

apparente dans la dimension F1 soit toujours positive. La convention C n'a

cas5a

que quatre fréquences porteuses négatives : celles correspondant aux ordres de

cohérences p = -1.

111.3.4.b. Déplacement chimique isotrope &%

Le déplacement chimique observé &% du centre de gravité de la raie par rapport

a W, le long de la dimension F2 est identique quelle que soit la convention,

b _ s, D2
8y =0 +— (1I.103)

pt
On en déduit pour les différentes conventions le déplacement chimique isotrope &% de
la raie par rapport & w; .

Pour la convention C__,, des équations (II1.95) et (I11.103) on obtient,

casl ?

. k +}\ 6obs _6obs
62(5) = ( )pGjA leasl = %6?25 +cha3160Gblscasl : (111104)
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Pour la convention C des équations (I11.96) et (I11.103) on obtient,

cas2

iso — (k +A)60bs - (1 + k)60b503§ — 10 0o0s 0obs
6Cs - Gzp+)\ low? _Eécbz +cha526Gblcas2 . (HI-IOS)

Pour la convention C des équations (I11.97) et (I11.103) on obtient,

cas3a ?

i (k + )\)60013; — (k- P)é(();b1S 3 10 cobs o 17 <o
6180 — cassa :_608 +_ 0o0s III.106
CS p + )\ 27 G2 27 Glcas3a ( )
Si on utilise la période d’évolution (1 +k)t, on obtient (C_;, ),
so = (KNG = (1+K)(k = P)Oassy — 10 o 17 <o
61S0: cas :_6OS+ 1+k _608
CS p+)\ 27 G2 ( )27 Glcas3b
(II1.107)
Pour la convention C_,,,, des équations (II11.99) et (II1.103) on obtient,
S0 — (k +A)6Obs _péobscas ad — 10 obs obs
8 = T T AR, (I1L.108)
chas4 = kacasl . (111109)
Pour la convention C__,, , des équations (II1.101) et (II1.103) on obtient,
casSa
iso (k +A)60bs _(k +)\)60bscas a — 10 obs obs
o = e = e -8s) - ano)

Si on utilise la période d’évolution (1 +k)t, pour les cas C_,, et C_.s, , il suffit de

cas4

multiplier 8%, et das. o, par (1+k) dans les équations (II1.108) et (I11.110).

169
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Tab. 111.12 : Différents paramétres intervenant dans le déplacement chimique isotrope, le déplacement
quadrupolaire du second ordre du centre de gravite et le paramétre Cq, en fonction du spin | et de
I'ordre de cohérence p. Notons que nous retrouvons les valeurs données par Bonhomme et Livage [16].

Convention Convention Convention
Ccasl Ccas2 Ccas4
(Frydman[4,3]) (Massiot!]) (Bodart!15])
I pQ klcasl k2casl chasl klcasZ k2ca52 chasZ klcas4 k20a54 chas4
ou ou ou ou ou ou ou ou ou
-1 k-p k+A _1+k k-p k+A  -p
k=p k*+XA  LuN 1+k 14k ptA  p p ptA
32 3 34 20 r 7 5 & 34 20 _1
9 9 6 8 4 27 27 27 2
s 30 U7 > 4 I o 31 175 4
12 6 9 31 31 27 36 18 3
sQ 8 .2 4 850 37 17 > 4
12 6 45 37 37 135 12 6 9
72 3Q 34 4 5 w10 13 _34 4 5
45 9 6 73 73 27 135 27 2
s 34 20 1 17 p 1034 4 5
9 9 6 10 27 45 9 6
9o 476 _s6 s 238 140 103 68 8 _5
45 9 84 103 103 378 45 9 12
on 30 15 _4 _17 10 127 17 5y
36 18 3 127 127 27 108 54
s .8 2 _4 & 50 B 17 5 _4
36 18 15 131 131 135 36 18 3
Q 19 35 2 19 1425 17 s 2
18 9 21 25 5 189 18 9 3
oo 85 25 2 8 50 37 85 25 2
6 3 45 37 37 135 54 27 5

[11.3.4.c. Offset Qr; de la fréequence porteuse dans la dimension F1 par

rapport a la référence du spectre

La fréquence d’offset Q de w), par rapport & une solution aqueuse est utilisée

pour établir la position du zéro ppm de 1’échelle du déplacement chimique le long de la

dimension F2. Quelle que soit la convention choisie nous avons,
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Q, =01-SR (IIL111)

ou Ol est le terme utilisé sur les spectrométres pour désigner la fréquence porteuse et
SR correspond a la référence du spectre.

Nous allons déterminer la fréquence d’offset Q. de w), par rapport & une

solution aqueuse dans la dimension F1. Puisque I’hamiltonien associ¢ a la fréquence

d’offset est similaire a I’hamiltonien du déplacement chimique isotrope Hq, les

expressions du déplacement chimique isotrope données aux équations (II1.95) a
(IT1.102) restent valides pour la fréquence d’offset. Dans une solution aqueuse le
déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de la raie centrale est
nul, on en déduit les fréquences d’offset pour les différentes conventions.

Pour les conventions C C C et C I'offset dans la dimension F1

casl ? cas3a ® cas4a cas5a ?

est

Q, =(k-p)Q;, =k Qs (II1.112)

lcasl

. - o .
Pour les conventions C Cisivs Ceasary €t Cpsp OU 1'on multiplie le « dwell-time »

cas2'?

At, par 1 +k, l'offset dans la dimension F1 est

_k-p

R T e T Kae (IIL.113)

. A 2
Pour les conventions C Caspr Coasanr €t C s O I’on ne change pas le « dwell-

cas2"?

time » At, on garde l'offset utilisé dans le cas C_, (II1.112).

casl

La position du zéro ppm du déplacement chimique dans la dimension F1 est

definie par Ioffset de w), par rapport a la solution aqueuse dont la fréquence de Larmor
est ¢gale a w,, /(21) moins Q .

Nous avons maintenant la position de la raie d’absorption par rapport a ), ainsi
que l’offset de w), par rapport a une solution aqueuse. Nous avons la position de la raie

d’absorption par rapport a la solution aqueuse c¢’est-a-dire ce que nous observons dans
la pratique. Notons que les relations (I11.103) a (III.110) restent valides méme lorsque le
déplacement chimique observé du centre de gravité d’un pic le long des deux axes est

référencé par rapport a une solution aqueuse au lieu de w; .
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11.3.4.d. Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité w?)y,,,

Pour chacune des conventions il est possible de déduire le déplacement
quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de la raie.

Pour la convention C__,, des équations (I11.95) et (I11.103) on obtient,

casl »
(2)iso
('0—1 /2,172 _ 1

() _p+)\

pt

[, - - p]

= ~Kgeast [5?31351 ~K,u00a] - (I1L.114)

lcasl

Pour la convention C des équations (I11.96) et (I11.103) on obtient,

cas2

()it
W50 _ 1K Chons _k-psas O
W,

" p +A Glcas2 E GZE
= _chas2 [62}blsca52 - klcas262}b2s . (III] 15)

Pour la convention C des équations (II11.97) et (I11.103) on obtient,

cas3a ?

IR 1
-1/2, - k- 60bs —(k - 60bs
(Dpt p + A [( p) Glcas3a ( p) G2]
17 obs obs
= o] (IIL116)

Si on utilise la période d’évolution (1+k)t, on obtient (C_,, ),

(2)iso

w 1 obs 0bs

(1:):;1/2 = ot N [(1 + k)(k - p)éGblcas% - (k - p)ész]

= aswes,., o] . (IL117)
27
Pour la convention C_,,,, des équations (II11.99) et (II1.103) on obtient,
W5, 1
, - 6obs _ k _ 6obs
wpt p +}\ [p Glcas4a ( p) G2]

= _chas4 [6OGblscas4a - klcas4600b2s . (III 1 18)

Pour la convention C des équations (I11.101) et (II1.103) on obtient,

cas5a ?

w(Z)iso

-1/2,1/2 1 obs obs
’ = k+A)d -(k-p)d
(A)pt p + }\ [( ) Glcas5a ( p) G2]
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10 & obs 17 obs
=E GblcaSSa +56sz . (IIL.119)

Si on utilise la période d’évolution (1 +k)t, pour les cas C_,, et C_.s, , 1l suffit

de multiplier 8%, et oo .. par (1+k) dans les équations (I11.118) et (I11.119).

111.3.4.e. Détermination de Con

Ces derniéres équations ne permettent pas d’obtenir la constante de couplage

quadrupolaire et le parametre d’asymétrie indépendamment. Le parametre C,,, défini a

I’équation (I11.18) est souvent utilisé pour caractériser un ¢chantillon.

Pour la convention C_, on obtient,

40

2

(V)
Agy = 1(21—1)30T

30
3d(d+1)——
E( -
CQr' = AQr] \/chasl (62}blscasl - klcaslégb;) . (III 120)
Pour la convention C_,,,
CQr] = AQW \/chas2 (6?3blscas2 - klcals26(()3b2S ) : (III 121)
Pour la convention C_;,,
17 (< ops obs
Cer = AQr] \/2_7 (6Gblcas3a - 6Gb2 ) . (III 122)

Si on utilise la période d’évolution (1+k)t, on obtient (C_,, ),

17 obs obs
CQY'I = AQ’"I \/E [(1 + k)éGblcas% - 6Gb2] . (III 123)

Pour la convention C

cas4a

CQr] = AQr‘| \/chas4 (6?3t,lscas4a - k1cas46(()3b2S ) . (III 124)

Pour la convention C

casSa

—_ 10 obs 17 obs
Can -Aoq\/—g%m —2—7502 : (IIL.125)
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Si on utilise la période d’évolution (1+k)t, comme dans les cas C_,,, et C s>

cas4

obs

il suffit de rajouter un facteur (1+k) devant 8%, et dor. ., dans les équations

(I11.124) et (IT1.125).

L'avantage certain des deux cas C et C réside dans le fait que

cas3a casSa

I'expression du déplacement chimique isotrope 87y {(II1.106) et (IIL.110)} et celle

du déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité w73,

{(I11.116) et (I11.119)} sont indépendantes des paramétres I, k, p et A. Dans les cas

C...s €t C,,..,, ces deux expressions dépendent uniquement de k {(I11.107) et

(IIL.117)}. Par contre pour les autres cas C C C C...4 clles dépendent

casl ? cas2? cas4a ?

des parameétres I, k, p et A (Tab. I11.12).
Nous avons rassemblé dans les tableaux I11.13 a II1.15 les différents parameétres
C C C C

liés aux conventions C

cas3b' ? Ccas3b" ° C CcasSb' et CcasSb" .

casl ? cas2'? cas2"? cas3a ? cas5a ?

Ce paragraphe II1.3 traite en détail la séquence MQ-MAS. A partir des phases
¢établies au paragraphe II1.2.2 (afin de sélectionner les cohérences £3Q) et en tenant
compte des contraintes liées a I’obtention d’un spectre RMN 2D en pure absorption (§.
II1.3.1) nous avons déterminé les différents programmes d’impulsions de la séquence
MQ-MAS ainsi que les traitements des données expérimentales associés. Nous avons
insisté sur I’influence du choix du spin étudi¢. Nous nous sommes ensuite intéressés a
I’obtention d’un spectre 2D MQ-MAS (transformée de Fourier dans les deux
dimensions des signaux correspondant a 1’écho et a 1’anti-écho) et plus particuliérement
sur la transformation par cisaillement. Enfin nous avons détaillé les différentes fagons
de graduer ’axe en F1 suivant les conventions indiquées dans la littérature. Nous avons
d’ailleurs donné une nouvelle convention. Rappelons que ces conventions
n’interviennent pas sur I’acquisition des données mais uniquement sur le traitement de

ces données.
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Tab. I1l. 13 : Différents parameétres liés aux conventions adoptant t; comme la période d'évolution.

Ccasl CcasSa CcasSa
(Frydman [4,5]) (Amoureux [2,31) (cette thése)
Offset en F1

Qp =k =p)Qg, =k, Qp, Qp =(k-p)Qg, =k g Qp, Qp =(k-p)Qg, =k, Qp,

Fréquence porteuse apparente en F1

W, (k—p)w, =k, 0, (k+Mw, =k, W,
Déplacement chimique observé du centre de gravité en F1
K, 8+ A 5 - 10 A _17 5 + AP
» 17w, 10 w,,
Offset en F2
Q,, =01-SR Q,, =01-SR Q,, =01-SR
Fréquence porteuse en F2
W, W, w,,
Déplacement chimique observé du centre de gravité en F2
w0, W95 S STETE w0, W52
6CS + X 6CS + wpt 6CS + (A)pt
Déplacement chimique isotrope
O keSS e st
Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de la raie
S R ] R S 3B O

Paramétre Cop/Agy

\/k Geasl (6(()]tfcasl - klcaslé(ébzS ) \/ﬂ (6obs _ 6obs ) \/_ & 6obs _ £ 6obs
27 Glcas3a G2 27 GlcasSa 27 G2
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Tab. Ill. 14 : Différents parameétres liés aux conventions adoptant (1 + k) t; comme la période
d'évolution ; le « dwell-time » est multiplié par 1 + k.

CcasZ' Ccas3b' CcasSb'
(Massiot [6]) (Amoureux [2,3) (cette these)
Offset en F1
k - k - k-
QF] :ﬁQlQ :klcas2QF2 QF] = 1+112 QF2 :klcas2QF2 QFI = 1+II() QF2 :klcas2QF2
Fréquence porteuse apparente en F1
wpt (k - p)wpt klcaqlw (k + )\)wpt = kZCaslwpt
Déplacement chimique observé du centre de gravité en F1
(2)iso iso (2)iso (2)iso
iso w—1/2,1/2 6 10 w—1/21/2 1 17 iso w—1/21/2
lca526CS + k2ca52 = A e

Ttk 0 17[(1+k)w 1+k0 100°  (1+k),

pt

Offset en F2
Q,, =01-SR Q,, =01-SR Q,, =01-SR
Fréquence porteuse en F2

0, 0, 0,

Déplacement chimique observé du centre de gravité en F2

(2)iso (2)iso (2)iso

iso -1/2,1/2 iso -1/2,1/2 iso -1/2,1/2
6CS + 6CS + 6CS +

pt ('*)Pt wpt

Déplacement chimique isotrope

obs obs 10 obs 7 obs 10 obs obs
_602 + cha826Glcas2 Eész + (1 + k)[Q7 %Gblcasj;b [6 1 + k)éGlcaSSb]

Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de la raie

10(

7 1+ k)égiblscaSSb + 17

obs obs 17 [ obs _ obs obs
- chasZ [6G1ca52 - 6@2 1 + k Glcas3b 602 _602

1caq2

Parametre Con/ Agy

K Geas2 OO &%) 17 obs obs 10 obs 17 <o
\/ GcaSZ( Greas2 = 10392 Gz \/E [(1 + k)éGblcas% - 6Gb2:| \/ 27 (1 + k)éGblcaSSb 27 6Gb2
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Tab. I11. 15 : Différents parameétres liés aux conventions adoptant (1 + k) t; comme la période
d'évolution ; le « dwell-time » n'est pas multiplié par 1 + k.

Ccas2" CcasSb" CcasSb"
(Massiot [6]) (Amoureux [2,3]) (cette these)
Offset en F1

Qp =k =p)Qp, =k, Qp, Qp =k-pQ, =

Icasl

K a0 Q2 Qg =k =p)Qg, =k, Qp,

Fréquence porteuse apparente en F1

(I +k) w, (1+k)(k -p)aw, (I +k)(k+M)w,
= (1 +k)k 0, = (1 +k)k, .0,
Déplacement chimique observé du centre de gravité en F1
ek, SR B8 plogel, 1o 7. o,
N T4k 0 17[(1+k) 1+kg 1007 (+k)w,
Offset en F2
Q,, =01-SR Q,, =01-SR Q,, =01-SR

Fréquence porteuse en F2

0, 0, 0,

Déplacement chimique observé du centre de gravité en F2

(2)iso (2)iso (2)iso

iso -1/2,1/2 iso -1/2,1/2 iso -1/2,1/2
6CS + 6CS + 6CS +

pt ('*)Pt wpt

Déplacement chimique isotrope

10

0obs 0o0s 10 obs 7 obs 10 0obs 0obs
27 6Gb2 chas26Gblcas2 Eész + (1 + k)% %Gblcagb |:6 y 1 + k)éGblcaSSb]

Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de la raie

10 17
gl

obs obs 17 0 S obs obs obs
- chasZ [6Gb1ca52 - klcas26Gb2] [ 1 + k Gblcas3b - 602 7 1+ k)éGblcaSSb + 5602

Paramétre Con/Agy

K Geas2 O 5%) [17 obs obs 10 obs 17 s one
\/ Gcas2( Gleas2 1caq2 G2 \/E [(1 +k)6(}blcas3b _6Gb2] \/ 27 (1 k)éGblcaSSb 27 6Gb2
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I1l.4. Repliement d'une raie

Avant d’exploiter les résultats obtenus avec la séquence MQ-MAS, nous allons
aborder un probléme que 1’on peut rencontrer en RMN : le repliement d'une raie 171, Si
la raie de I’échantillon étudié se trouve assez loin de la référence utilisée, il est possible
que cette raie se trouve en dehors de la fenétre spectrale. Par conséquent, la raie
observée n’est pas la raie réelle. Cette derniere est replacée dans la fenétre spectrale par
repliement. Dans ce cas le déplacement chimique observé ne correspond plus au
déplacement chimique isotrope de la raie. Par la suite, nous utilisons la méthode
d’échantillonnage simultané. Dans ce cas, une raie se trouvant a gauche de la fenétre
spectrale dans la dimension F2 sera repliée par la droite (et inversement). De méme une
raie se trouvant plus bas dans la dimension F1 sera repliée par le haut (et inversement).
Nous allons illustrer ce phénomeéne par deux exemples (NH4Y et NasP,07). Notons que
pour un échantillonnage séquentiel, le repliement s’effectue du méme coté (une raie se
trouvant a gauche de la fenétre spectrale dans la dimension F2 sera repliée par la
gauche...). Pour éviter le repliement il faut d'abord travailler avec une large fenétre
spectrale pour €tre stir que la raie n’est pas repliée ; ensuite il suffit de rapprocher la

fréquence porteuse prés de la raie ; enfin on réduit la fenétre spectrale.
[11.4.1. Zéolithe NH,Y

Nous allons analyser la position de la raie d’aluminium-27 d’une zéolithe NH4Y
ZY (produit initial) pour plusieurs valeurs de la fréquence porteuse en modifiant (O1).
Les conditions expérimentales sont indiquées dans le tableau III.16. Nous avons
superpos¢ les différentes raies d'aluminium sur la figure IIL.7. Pour les raies 1 a 4, un
changement de O1 déplace la raie dans les deux dimensions mais il n’y a pas de
repliement puisque les raies ont les mémes déplacements chimiques

(05, =—89,12ppm ; d,, =61,20ppm ) dans les deux dimensions. Par contre la raie 5
(05, =219,04ppm ; d;, =61,20ppm ) sort de la fenétre spectrale dans la dimension F1
et est donc repliée par le haut. La raie 6 (&, =219,04ppm ; O, = 61,20ppm ) se

trouve a la limite de la fenétre spectrale dans la dimension F2, une partie de la raie est

repliée par la gauche pour devenir la raie 6' (95, =39,29ppm ; O, = —245,52ppm ).
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Par rapport & laraie 1, laraie 7 (85, =39,29ppm ; 8., = —24552ppm) a été repliee
dans les deux dimensions et la raie 8 (&5, =346,05ppm ; d,, =—245,52ppm) a éte

repliée une fois dans la dimension F2 et deux fois dans la dimension F1.

8

19,04 ppm ( 346,05 ppm

51,20 ppm) -245,52 ppm)

bpm

A bpm) Pente =k -p
=-17/12
(1) " (-89,12 ppm
61,20 ppm)
(2) ./ (-89,12 ppm
©) 61,20 ppm)
(3) ( 39,20ppm (&
@) (-89,12 ppm —245,5p ppm)
61,20 ppm)
4) (39,29 ppm
—-245,52 ppm
(-89,12 ppm ppM) 7)
61,20 ppm)
<

Fig. l11.7 : Raies d’aluminium-27 dans une zéolithe NH,Y pour plusieurs valeurs de la fréquence porteuse
en modifiant O1. (1) O1 = 3566,90 Hz ; (2) O1 =-538,36 Hz ; (3) O1 = - 4643,62 Hz ;
(4) 01 =-9064,67 Hz ; (5) O1 =-13169,94 Hz ; (6) O1 = - 16487,10 Hz ; (7) O1 = - 19801,521 Hz ;
(8) O1 = —24854,15 Hz. La solution aqueuse utilisée pour la fréquence de référence du spectre est
AI(NOs); a 1M. Ces spectres ont été enregistrés sur un spectrométre ASX500. La premiére valeur du
déplacement chimique est celle de la raie suivant F1 ; la seconde valeur est suivant F2. Le déplacement
chimique le long de F1 suit la convention Ccy;.
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Tab. 111.16 : Paramétres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure 111.7.

TD(F2) (W) 512 TD(F1) (W) 256
Nombre de points échantillonnés en F2 Nombre de points échantillonnés en F1

SWH(F2) (kHz) 40  SWH(F1) (kHz) 40
Fenétre spectrale en F2 Fenétre spectrale en F1

DE (us) 17,86 IN6 (us) 25
Temps mort Incrément de la période d'évolution

DW (us) 12,5 LI 128
Durée entre 2 échantillonnages en F2 Nombre de points complexes en F1

D1 (s) 0,3 SFOI (MHz) 130,3235
Durée entre deux acquisitions Fréquence du spectromeétre

P1 (us) 3 Vrot (kHz) 10
Durée de la 1°® impulsion Vitesse de rotation

P2 (is) 0,75 NS 120
Durée de la 2°™ impulsion Nombre d’accumulation

01 (Hz) Fig. IIL.7 SR (Hz) — 448974

Fréquence porteuse

Référence du spectre

Notons que de fagon générale lorsqu’on déplace une raie d’une valeur X dans la
dimension F2, on déplace cette raie d’une valeur (k — p)X dans la dimension F1
{(II.111) et (II1.112)}. Ainsi la pente des droites de la figure IIl.7 est donnée par la
valeur de k — p, dans le cas de I’aluminium nous avons k —p =—17/12 (Tab. II1.12).
Pour éviter qu'une raie ne soit repliée dans la dimension F1, il faut dans une premiére
expérience mesurer ’offset A, de cette raie dans la dimension F2. Cet offset
correspond a I’écart entre le centre de I’écran (ou le centre de la fenétre spectrale) et la
fin de la raie la plus éloignée du centre de 1’écran. Par exemple sur la figure I11.8.a,

I’offset A, de la raie est de 900 Hz, sur la figure II1.8.b I’offset A, de la raie est de
1400 Hz. Puis on prend pour la dimension F1 une valeur SW(F1) > [k —p&X 2A,,,

ainsi la raie ne sera pas repliée. Nous avons reporté sur la figure I11.8.c les raies 1, 3 et 5
de la figure IIL.7. La fenétre spectrale dans les deux dimensions F1 et F2 est de 306,93

ppm. Pour la premiére raie (Fig. II1.8.c.1) nous avons A, = 7,19 ppm, nous avons donc
[k —pB& 2A., =(17/12) x14,38 = 20,37 ppm. Comme la fenétre spectrale en F1 est

bien supérieure a cette valeur, il n’y a pas de repliement. Pour la troisieme raie (Fig.

I11.8.c.3) nous avons A, = 67,78 ppm, nous avons donc [k —p* 2A., = 192,04 ppm.

La fenétre spectrale en F1 est encore bien supérieure a cette valeur, il n’y a toujours pas

de repliement. Pour la cinquiéme raie (Fig. II1.8.c.5) nous avons A, = 133,1 ppm, nous
avons donc Lk —p* 2A., =377,11 ppm. Cette fois, la fenétre spectrale en F1 est

inférieure a cette valeur, il y a repliement.
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(b)

306,93 ppm

SW(F1)

Fig. 111.8 : Spectre d’une raie quelconque ayant un offset A, =900 Hz (a) et de 1400 Hz (b). (c) Offset

T T T
TEHHI JiHH] - I HMN

SW(F2) = 306,93 ppm

I ] TIHN
'IIE II'|
A !
®) /i
@
/,i@ i f /
{ A, =133,1 ppm
i /// Pente =k —p
— 1712
! @
| )
i I—?
i /’Am =7,19 ppm
e
! &
S L
/B, =67,78 ppm
Y j
«< >

A, desraies (1), (3) et (5) de la figure 111.7. Les raies (1) et (3) ont des offsets tels que SW(F1) >

(17/12) 2 A, , les raies ne sont pas repliées. La raie (5) a un offset tel que SW(F1) < (17/12)2 A, , la

raie est donc repliée. Comme la pente k — p est négative le repliement se fait par le haut.

181
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[11.4.2. Pyrophosphate de sodium anhydre

Nous allons étudier le phénomene de repliement dans le cas ou il y a plusieurs
raies, donc plusieurs sites dans I’échantillon. Pour cela observons les spectres du
sodium-23 d’une poudre de NasP,O7 pour plusieurs fréquences porteuses via (O1).
Dans NayP,03, le sodium se trouve dans 4 sites (Engelhardt et collaborateurs [181),
Les conditions expérimentales sont indiquées dans le tableau I11.17.

Pour les spectres a et b (Fig. I11.9) le changement de O1 déplace les raies dans les
deux dimensions ; mais il n’y a pas de repliement puisque les déplacements chimiques
des quatre raies dans les deux dimensions des deux spectres demeurent identiques.

Pour le spectre c, le déplacement chimique des raies 3 et 4 dans la dimension F1
ne correspondent pas a celui des méme raies dans les spectres a ou b. Ces raies sont
donc repliées par le bas. Par contre, les raies 1 et 2 ne sont pas repliées puisque leurs
déplacements chimiques dans les deux dimensions restent identiques a ceux des méme

raies dans les spectres a et b.

Tab. 111.17 : Paramétres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure 111.9.

TD(F2) 1024 TD(F1) 200
SWH(F2) (kHz) 20 SWH(F1) (kHz) 33,33
DE (Ls) 35,71 ING6 (us) 30
DW (us) 25 L1 100
D1 (s) 4 SFO1 (MHz) 79,3896
P1 (us) 9 Vrot (kHz) 10
P2 (us) 9 NS 96
O1 (Hz) Fig. II1.8 SR (H2) —386,97

Dans le cas de spectre a plusieurs raies le repliement peut ne pas intervenir sur
I’ensemble des raies. Se pose alors la question de déterminer les raies ayant un
déplacement chimique correct. Comme pour le cas précédent lorsqu’on déplace les raies
d’une valeur X dans la dimension F2, on déplace ces raies d’une valeur (k — p)X dans la
dimension F1 {(III.111) et (II[.112)}. Ainsi chaque raie est déplacée suivant une droite
de pente k — p. La valeur de k — p pour le sodium est de 34/9 (Tab. I11.12), cette fois la
pente est positive, on remarque que les raies se déplacent dans le sens oppos¢ de celui
de ’aluminium (Fig. I11.7 et I11.8). Dans les cas (a) et (b) de la figure I11.9, nous avons

la conditions SW(F1) > (34/9)2 A\, , les raies ne sont pas repliées. Par contre pour le cas

(c) nous avons SW(F1) <(34/9)2A.,, cette fois une partie des raies sont repliées.
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Ccasl (a)
200
(3)
100 4
(Det(2) ==
0
-100
-200
Trr oyt rrrrrrprr et
(epm) 100 50 0 -50 -100
(ppm)
Ceasl (b) Ccasl (C)
P2
100 ) ==(3) (1) et (2)
(DHet(2) e=== 0
0
-100
-100
-200
-200 (3)
-300 R
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Fig. 111.9 : Spectres du sodium-23 dans une poudre de NasP,0-. (a) O1 = - 386,97 Hz,

(b) O1 =-1886,97 Hz, (c) O1 = - 3386,97 Hz. Ces spectres ont été enregistrés sur un spectrométre
ASX300, la solution aqueuse utilisée pour la fréquence de référence du spectre est NaCl a 1M. Comme la
pente k — p est positive le repliement se fait par le bas.
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Tab. 111.18 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
O et 63 ainsi que C,, pour la convention C..y de la figure I11.9.

Convention Raie 5> (ppm) 5% (ppm) Cy, (MHz)
. 4 119,73 — 28,53 3,09
! 3 125,47 — 41,50 3,44

Pour la convention C_,, nous avons déterminé les déplacements chimiques

cas
observés du centre de gravité des raies 3 et 4 dans les deux dimensions (Tab. I11.18).
Comme les raies 1 et 2 sont superposées, nous n'avons pas pu déterminer les
déplacements chimiques observés des centres de gravités. Puis nous avons déduit de

I’équation (II1.120) la valeur de C,, pour les raies 3 et 4 (Tab. II1.18). Nos valeurs sont
proches de celles d’Engelhardt et collaborateurs 18] : C, =3,4 MHz et n = 0,56 pour
laraie 3 ; C,,=3 MHz et n = 0,47 pour la raie 4.

Remarque : La durée d’une expérience MQ-MAS est liée au nombre d’incréments (L1)
et a l'incrément (IN6) de la période d'évolution expérimentale. De plus IN6, qui est le
dwell-time (DW1) de la dimension F1, fixe la fenétre spectrale (SW1) de cette
dimension. On a la relation : SW1 = 1/IN6. Si I’on veut diminuer la durée de
I’expérience, on peut augmenter la valeur de IN6, mais dans ce cas on réduit la fenétre
spectrale en F1, ce qui peut provoquer 1’apparition de repliement dans la dimension

F1 119,

A travers deux exemples (aluminium-27 de NH4Y et sodium-23 de NasP,05)
nous avons indiqué, dans ce paragraphe I11.4, les effets du repliement sur les spectres
RMN et sur les valeurs des déplacements chimiques des raies. De plus nous avons

donné un critére simple permettant d'éviter les repliements.
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I11.5. Application de la séquence MQ-MAS aux spins | =
3/2,5/2,7/2 et 9/2

Nous allons a présent appliquer la séquence MQ-MAS aux quatre spins demi-
entiers et vérifier expérimentalement la validité des paragraphes I11.3.3 (cisaillement) et
I11.3.4 (graduations des axes). Les différents spectres ont été enregistrés soit sur un
spectrometre ASX500 soit sur un spectrometre ASX100. Nous avons controlé avec un
spin I = 5/2 (*’Al dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium) les différentes
conventions pour graduer I'axe F1. Par la suite nous nous sommes restreints a deux

conventions (C_,, et C_,,) pour les autres exemples.

cas5a

[11.5.1. Cas d’un spin | =5/2 : AI(CH3;COCHCOCH;);

Pour illustrer les différentes facons de graduer les axes de la dimension F1 (§.
I11.3.4) nous allons étudier la raie de I’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate
d’aluminium. Les conditions expérimentales sont données dans le tableau I11.19. Les
différentes opérations de traitement des données sont décrites dans 1'annexe. Nous avons
représenté sur la figure II1.10 les différentes graduations d’axes étudiées au paragraphe
C C et C

I11.3.4. Nous avons reporté les conventions C utilisant t,

casl ? cas3a ? cas4a casSa

comme période d’évolution, ainsi que les conventions C_, et C_,, utilisant (1 +k)t,

comme période d’évolution. Pour ces derni¢res conventions nous n’avons pas

différencié les deux interprétations possibles {C_,., et C C.ap €t C_5,0 + car cela

cas2" 5
ne modifie pas la graduation de 1’axe F1. Pour chacune des conventions nous avons
déterminé les déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les

deux dimensions (Tab. I11.20). Puis nous avons déduit des équations {(II1.104) a

(I11.110) et (I11.120) a (I11.125)} la valeur du déplacement chimique isotrope 8. et
celle de C, . Pour les six conventions ces deux valeurs sont évidemment identiques.

Pour C,, nous retrouvons une valeur proche de celle de Ding et McDowell [20]

Qn

(Con =3MHzetn = 0) ou d’Ashbrook et collaborateurs (211, Barrie 221

(Cop =3MHz et n=0,15).
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Tab. 111.19 : Paramétres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure 111.10.

TD(F2) 1024 TD(F1) 256
SWH(F2) (kHz) 20 SWH(F1) (kHz) 20
DE (Ls) 35,71 ING6 (us) 50
DW (us) 25 L1 128
D1 (5) 3 SFO1 (MHz) 130,3150
P1 (155) 3,5 Vrot (kHz) 10
P2 (us) 0,75 NS 24
01 (H2) —4971,92 SR (H2) —4526,36
Ccas3a CcasZ Ccasl v/\/\/\ Ccas3b Ccas4a CcasSa
1 - 24 | 84
-3,54 1,9 - 5 4 - -1,4
1,2 4,2
0{ 094 01 \ - O0fF O0F O
(&) &)
\ --1,2 | -4,2
351 191 -57 - 1,4
- -24 | -84
704 -381 -10- - 28 L 36 L-126
(ppm) 0O -25 -5 -75 (ppm)

F2(ppm)

Fig. 111.10 : Spectre de I’aluminium-27 dans une poudre d'acétylacétonate d’aluminium. La solution
aqueuse utilisée pour la fréquence de référence du spectre est AI(NOs); a 1M. Le spectre a été enregistré
sur un spectrometre ASX500.
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Tab. 111.20 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
33y et 8¢5, déplacement chimique isotrope d5s et Cq,, pour les différentes conventions utilisées pour
graduer les axes de la dimension F1 de la figure 111.10.

Convention 5 (ppm) 8¢ (ppm) 8¢5 (ppm) Coy (MHz)
C.. ~2,54 ~3,16 -2,30 2,97
C.., -0,98 -3,16 -2,30 2,97
Ceasza 1,79 —3.16 - 2,30 297
Ccas3b 0’69 B 3’16 a 2’30 2’97
Co.. ~0,84 -3,16 -2,30 2,97
Co.. ~3,04 ~3,16 -2,30 2,97

111.5.2. Cas d’un spin | = 3/2 : ®*Na,P,0;

Nous allons appliquer la séquence MQ-MAS au cas d’un spin [ = 3/2. Pour cela
nous allons étudier le sodium-23 dans une poudre de NasP,O7 dont les conditions
expérimentales sont données dans le tableau III1.21. Le sodium posseéde quatre
environnements différents, le spectre présente donc quatre raies [181 (Fig. II1.11). Pour

les deux conventions C_, et C nous avons déterminé les déplacements chimiques

cas5a ?
observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions (Tab. I11.22). Puis

nous avons déduit des équations {(II.121) et (III.125)} la valeur de C, . Pour C,

nous retrouvons une valeur proche de celle d’Engelhardt et collaborateurs 18] (raie 1

: CQ,] =2,5MHzetn=0,70 ; raic 2 : CQ,] =2,1 MHz et N = 0,26 ; raie 3 : CQn =34

MHz etn = 0,56 ; raie 4 : C,, =3 MHz et n = 0,47).

Tab. 111.21 : Paramétres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure 111.11.

TD(F2) 512 TD(F1) 280
SWH(F2) (kHz) 20 SWH(F1) (kHz) 33,33
DE (Ls) 35,71 ING6 (Ls) 30
DW (us) 25 L1 140
D1 (s) 5 SFO1 (MHz) 132,2911
P1 (us) 4 Vrot (kHz) 10
P2 (1s) 1 NS 72

01 (H2) 1118,16 SR (Hz) 1118,16
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Ccas2 CcasSa
42,3 - " - - -33,6
. 3) [

28,2 - L 224

=
14,1 1 e [ 112
0 - L0
WWWWWT
®™ 20 10 0 -0 -20 -30 -40 P
F2 (ppm)

Fig. 111.11 : Spectre du sodium-23 dans une poudre de NasP,0O; . Le spectre a été enregistré sur un
spectrométre ASX500.

Tab. 111.22 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
3&7 et 833, et Cy,, pour les deux conventions utilisées pour graduer les axes de la dimension F1 de la
figure 111.11.

Raie S (ppm) 8es (ppm) Con (MH2)
1 15,22 7,08 2,50
c., 2 19,77 ~0,77 2,08
3 34,04 ~ 12,52 3,54
4 38.47 ~3.85 3,11
1 ~12,18 7,08 2,50
c.. 2 — 15,50 0,77 2,08
3 ~27.24 — 12,52 3,54
4 30,78 ~3.85 3.11
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Notons que nous retrouvons les valeurs de C,, du tableau III.18, mais les raies 3

et 4 sont inversées dans la dimension F1. De plus cette fois les raies 1 et 2 sont séparées
dans la dimension F1. Nous voyons ici I’influence du champ magnétique statique By sur

la position des raies dans la dimension F1 (§. 111.4.2).
111.5.3. Cas d’un spin | = 7/2 : NH;'VO3

Nous allons appliquer la séquence MQMAS au cas d’un spin I = 7/2. Pour cela
nous allons étudier le vanadium-51 dans une poudre de NH4VO; (Tab. I11.23). Le
vanadium posséde un seul environnement, le spectre présente donc une raie [231. Le
premier spectre a €té enregistré avec une vitesse de rotation du rotor de 4,5 kHz. (Fig.
II1.12.1). Mais la présence de bandes de rotation rend le spectre difficilement
exploitable. En effet il est difficile de repérer la raie du vanadium. Nous avons donc
enregistré un deuxiéme spectre avec une vitesse de rotation de 6,5 kHz (Fig. 111.12.2).
En comparant ces deux spectres il est possible d’identifier la raie du vanadium (Fig.
I1.12.1.a et I11.12.2.a). Cette dernicre ne doit pas changer de position lorsqu’on change
de vitesse de rotation, alors que les bandes de rotation sont déplacées. Les déplacements
chimiques observés du centre de gravité de la raie (Fig. II1.13) dans les deux dimensions

sont donnés dans le tableau I11.24. Ensuite, nous avons déduit des équations {(II1.105),

(I11.110), (II1.121) et (I11.125)} la valeur du déplacement chimique isotrope &% et celle
de C,, . Pour C,, nous retrouvons une valeur proche de celle de Lapina et
collaborateurs [23] (Con =296 MHz et N =0,1 9). Notons qu’il existe des techniques

permettant d’¢éliminer ces bandes de rotation. Récemment Mahesh et

collaborateurs [24] ont présenté une nouvelle technique le VSMAS, variable-speed
magic-angle sample spinning, basé sur le fait que position de la raie ne change pas
lorsque la vitesse de rotation varie alors que les bandes de rotation sont déplacées. Le
signal moyen acquit a différentes vitesses de rotation correspond a 1’addition de la raie,
sans additionner les bandes de rotation. L’acquisition de beaucoup d’accumulation a

plusieurs vitesses disperse donc les bandes de rotation dans le bruit.
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Tab. 111.23 : Paramétres d’acquisition utilisés pour les spectres des figures 111.12 et 111.13.

TD(F2) 1024 TD(F1) 240
SWH(F2) (kHz) 24 SWH(F1) (kHz) 200
DE (L) 29,71 ING (Ls) 5
DW (L) 20,8 L1 120
D1 (s) 10 SFO1 (MHz) 26,3261
P1 (us) 5 Vrot (kHz) 45et6,5
P2 (L) 15 NS 96
01 (H2) 6186,35 SR (H2) 22290,94
Cecas1 (1) Ceas1 (2)
1500 1500 A
1000 - 1000
500 @ 500 7 (@)
0 01
-500 1 -500
mmm llllll Trrvrrrrrey Trrrvrrrrr Trrvrrorres
(pprm) -500  -600  -700 -500  -600  -700
(ppm) F2 (ppm)

Fig. 111.12 : Spectres du vanadium-51 dans une poudre de NH,VO; . La solution aqueuse utilisée pour la
fréquence de référence du spectre est NaVO; a 0,18 M. La vitesse de rotation du rotor est de 4,5 kHz (1);
ou 6,5 kHz (2). Les spectres ont été enregistrés sur un spectrometre ASX100. (a) indiquant la position de
la raie du vanadium. Notons que I’axe en F1 est gradué a partir de la convention C,, .

CcasZ

CcasSa

462,33 -
308,22 -

154,11

- 3369,9
2246,6
11233
o

- -1123,3

m LARARARARE LARARARARR LA
(ppm) T -

Fig. 111.13 : Identique & la Fig. 111.12.2. L’axe en F1 est gradué a partir des conventions C,,, et C

-600
F2 (ppm)

(ppm)

casba *
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Tab. 111.24 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
3&y et 8¢5, déplacement chimique isotrope d¢s et Cq, pour les deux conventions utilisées pour
graduer les axes de la dimension F1 de la figure 111.13.

Convention 3¢r (ppm) d%s (ppm) 3¢5 (ppm) Coy (MHz)
— 129.56 ~ 60832 ~575.60 2.98
C 945,72 — 608,32 575,60 2,98

casSa

111.5.4. Cas d’un spin | = 9/2 : Li®*NbO; + Na®*NbO;

Nous allons appliquer la séquence MQ-MAS au cas d’un spin [ = 9/2. Pour cela
nous allons étudier le niobium-93 dans un mélange de deux échantillons en poudre de
LiNbO; + NaNbOs, les parametres d'acquisition se trouvent dans le tableau I11.25. Le
niobium se trouve dans deux environnements différents, le spectre présente donc deux
raies 1’une pour LiNbOs et I’autre pour NaNbO; (Fig. 111.14). Les déplacements
chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions sont

indiqués dans le tableau II1.26. Nous avons déduit des équations {(I11.105), (II1.110),

(II1.121) et (I11.125)} 1a valeur du déplacement chimique isotrope &y et celle de Con -
Wolf et collaborateurs [25] ont trouvé pour LiNbOs : C,,, =22,02 MHz et N =0, pour
NaNbO; : C(,, =21,79 MHz et n =0,82. Pour LiNbOj3 nous retrouvons bien les valeurs

obtenues par Wolf et collaborateurs, mais pour NaNbO; notre valeur de C,, est plus

faible (Tab. I11.26).

En introduisant dans les équations (I11.120) a (II1.125) la valeur de C, , on
obtient une équation de droite a deux variables 823 et &% . Si nous prenons les valeurs
de C,, obtenues par Wolf et collaborateurs, la raie de NaNbOj; doit se trouver au-
dessous de celle de LiNbO; dans Fig. II.14. Afin de confirmer notre valeur C,, =

16,86 MHz nous avons enregistré le spectre statique a une dimension du nobium-93
dans une poudre de NaNbOj; (Fig. II1.14.a). Puis a I’aide du programme WinFit (D.

Massiot) nous avons simulé cette raie et obtenu C,,, = 16,82 MHz pour n = 0,82 (Fig.

II1.14.b). On retrouve bien notre valeur de C,,, . Si’on introduit dans notre simulation
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la valeur C, =21,79 MHz de Wolf et collaborateurs on obtient un spectre bien plus

large que notre spectre expérimental (Fig. I11.14.c).

Dans ce paragraphe II1.5 nous avons appliqué la séquence MQ-MAS aux quatre
spins demi-entiers : 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2. Ainsi nous avons validé la théorie associée a la
séquence MQ-MAS pour les différents spins : les programmes d’impulsions et les
traitements des données (§. I11.3.2), la transformation par cisaillement (§. I11.3.3.b), la

graduation des axes, le déplacement chimique isotrope et le parametres C,,, (§. IIL3.4).

Tab. 111.25 : Paramétres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure 111.14.

TD(F2) 1024 TD(F1) 266
SWH(F2) (kHz) 50 SWH(F1) (kHz) 250
DE (1) 14,29 ING6 (ps) 4
DW (us) 10 L1 133
D1 (5) 2 SFO1 (MHz) 122,2788
P1 (1s) 1,5 Vrot (kHz) 15
P2 (us) 0,7 NS 216
01 (Hz) 28845,22 SR (Hz) -31372,07
Ccas2 CcaSSa
-200
-29,9
-560
-58,3
(©)
-920
-86,7 T
(1) 11280 (b)
-115,1
-1640
a
(ppm) R (ppm) ()I I |
550 500 450 400 825 495 165

(ppm) (ppm)

Fig. 111.14 : Figure de droite : spectres du niobium-93 dans un mélange de poudre de LiNbO;+NaNbOs;.
La référence du spectre est la poudre de NbO,F. Le spectre a été enregistré sur un spectrométre ASX500
(la raie (1) correspond a LiNbO; et la raie (2) correspond & NaNbQO3). Figure de droite : (a) spectre
statique du niobium-93 dans une poudre NaNbO3 a 97,82 MHz (spectrometre MSL400) pour une durée
d’impulsion de 3us, un nombre d’accumulation de 6000 et une durée entre les impulsion de 2s. (b)
spectre simulé avec C,, =16 84 MHz et n =03 . (c) spectre simulé avec C,, =2182MHz et n=08.
Simulations effectuées a I'aide du logiciel de D. Massiot : WinFit beta 1994,
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Tab. 111.26 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
3&y et 8¢5, déplacement chimique isotrope d¢s et Cq, pour les deux conventions utilisées pour
graduer les axes de la dimension F1de la figure 111.14 (la raie (1) correspond a LiNbO; et la raie (2)
correspond & NaNbO3).

Convention  Raie 5% (ppm) 5% (ppm) 552 (ppm) Con (MHz)

C...o 1 - 79,50 523,23 567,73 21,89
2 - 67,05 458,97 485,37 16,86

s 1 —1009,69 523,23 567,74 21,89
2 — 851,55 458,97 485,37 16,86
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I11.6. Application de la sequence MQ-MAS sur des

zéolithes Y désaluminées

Comme nous I’avons indiqué dans le paragraphe 11.3.1 la z€olithe Y a une
importance considérable dans 1’industrie pétroli¢re (craquage catalytique). Il est
possible de modifier I’acidité de cette zéolithe par différents traitements. Nous avons
donc modifié¢ une zéolithe NH4Y par désalumination en présence et en absence de
vapeur d’eau (§. I1.3.2). Dans ce paragraphe, nous allons étudier la variation du gradient

de champ ¢€lectrique, plus précisément du paramétre C,,, , des différents environnements

des atomes d’aluminium en fonction du traitement subi par la zéolithe.
[11.6.1. Zéolithe Y d’origine

Nous commengons par enregistrer le spectre de 1’aluminium-27 dans la zéolithe
NH4Y d’origine ZY (n’ayant subi aucun traitement) (Tab. II1.27). Dans ce cas les
atomes d’aluminium se trouvent dans la charpente zéolithique (§. I1.3.3.b), ils ne
possédent qu’un seul environnement qui est tétraédrique Al (Fig. II1.15). A partir des

conventions C_, et C de la séquence MQ-MAS nous avons déterminé les

cas cas5a

déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux

dimensions (Tab. I11.28). Puis nous avons déduit des équations {(II1.105), (II1.110),

(II1.121) et (I11.125)} 1a valeur du déplacement chimique isotrope &; et celle de Con -

Tab. 111.27 : Paramétres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure 111.15.

TD(F2) 512 TD(F1) 256
SWH(F2) (kHz) 30,12 SWH(F1) (kHz) 200
DE () 7,1 ING6 (Ls) 5
DW (us) 16,6 L1 128
D1 (s) 0,2 SFO1 (MHz) 130,3236
P1 (us) 4 Vrot (kHz) 15
P2 (us) 1 NS 360

01 (H2) 3696,2 SR (Hz) —4216,3
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Ceas2 Ceassa
-11,97

| - -60
31,3

1 Altét --120
-50,71

- -180
(ppm) 70 60 50 (ppm)
F2 (ppm)

Fig. 111.15 : Spectres de I’aluminiun-27 dans une zéolithe NH,Y. La solution aqueuse utilisée pour la
fréquence de référence du spectre est AI(NO3); a 1M. Le spectre a été enregistré sur un spectrométre
ASX500.

Tab. 111.28 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
3¢y et 3¢y , déplacement chimique isotrope d¢s et Cq,, pour les deux conventions utilisées pour
graduer les axes de la dimension F1 de la figure 111.15.

Raie 3% (ppm) 5 (ppm) 5 (ppm)  Cgp (MHz)
Coas2 Al 34,47 61,15 62,22 1,75
C... Al 106,86 61,15 62.22 175

[11.6.2. Désalumination en présence de vapeur d’eau

Nous allons maintenant enregistrer les spectres d’aluminium-27 dans des

zéolithes ayant été désaluminées en présence de vapeur d’eau pour différentes durées de

traitements (1h= ZY" ,7h=Z2Y"

eau ? eau ?

28h = ZY2" et 36h = ZY.™" ; Tab. I11.29).

eau ?

La figure II1.16 rassemble les spectres 2D correspondants. En suivant les

conventions C_, et C

cas

nous avons déterminé les déplacements chimiques observés

cas5a

du centre de gravité des raies dans les deux dimensions (Tab. I11.30). Puis nous avons

déduit la valeur du déplacement chimique isotrope &% et celle de Cgy (Tab. I11.30).
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Comme nous I’avons vu au paragraphe I1.3.3.b, les atomes d’aluminium
possedent trois types d’environnement. (i) Ils peuvent étre dans l'environnement
ltét

tétraédrique de la charpente zéolithique Al™ (aluminium du réseau ; raie a environ 60

ppm dans la dimension F2 avec 8. = 62 ppm). (ii) Ils peuvent étre hors réseau et avoir

un environnement octaédrique Al°" (aluminium extra-réseau ; raie a environ 0 ppm
dans la dimension F2 avec &3 = 0,3 ppm). (iii) Enfin le troisiéme type
d’environnement correspond a une raie large située vers 40-60 ppm dans la dimension
F2 avec O = 64 ppm. En comparant le déplacement chimique isotrope de cette raie
ltét

avec celui des atomes Al , nous attribuons cette raie a des atomes d’aluminium

d’environnement tétraédrique (§.11.3.3.b).

Tab. 111.29 : Paramétres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure 111.16.

Désalumination 1h 7h, 28h, 36h
TD(F2) 512 512
SWH(F2) (kHz) 100 40
DE (us) 7,1 17,9
DW (us) 5 12,5
D1 (s) 0,3 0,3
P1 (us) 3 3
P2 (us) 1,2 1
01 (Hz) 2813 —10,99
TD(F1) 256 256
SWH(F1) (kHz) 200 200
ING6 (Ls) 5 5
L1 128 128
SFO1 (MHz) 130,3228 130,3199
Vrot (kHz) 15 10
NS 96 720
SR (Hz) —4185.49 —4425,05

La désalumination (ZY - ZY,, ) augmente la valeur de C, des atomes Al"

cau

elle passe de 1,75 MHz a 2,11 MHz (Tab. II1.30). Il y a encore un accroissement de

C oy lorsque la durée de la désalumination augmente (ZY,, — ZY,,), elle passe de 2,11

cau

MHz a 2,53 MHz. Mais si I’on continue d’augmenter la durée de la désalumination, la

eau

valeur de C,, se stabilise a environ 2,6 MHz (ZY_, - ZYg.' — ZY o).

Considérons les atomes Al1°*. Pour 1’échantillon ZY" la valeur Cop = L15

MHz est assez différente de celle des autres échantillons désaluminés, ceci est di a la
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mauvaise qualité de la raie (signal faible). Pour les autres échantillons ZY.', ZY2" et

eau ?

ZY.®" la valeur de C,, reste pratiquement constante (0,25 MHz puis 0,28 MHz et

Qn

enfin 0,29 MHz).

Pour les atomes Al

large

la valeur de C,, est plus forte que celle des atomes

loct

Al ainsi que celle des atomes Al . Cette valeur varie peu avec la durée de la

désalumination, elle reste proche de 6,4 MHz.

Ccasz CcasSa CcasZ CcasSa
1 @ (b)
] Aloct Aloct
0] o -0 0 = o)
-38,7 F-120 -38,7 F-120
] tét
Allarge
-77,4 F-240 77,4 E -240
B e T T T T T T T T
(ppm) 75 50 25 0 (ppm) (ppm) 75 50 o5 (ppm)
(ppm) (ppm)
Ccasz CcasSa CcasZ CcasSa
1 © 1 @
] Al ] AL
07 & o 0 & o
'38,7‘; F-120 -38,7 1 [ -120
“77,47 P -240 -77,4 L -240
(pm) T T T ! T (ppm) T T
75 50 25 0 (ppm) (ppm)
(ppm) 5 50 25 0
F2 (ppm)

Fig. 111.16 : Spectres de I’aluminium-27 dans une zéolithe NH,Y désaluminée en présence de vapeur
d’eau pendant 1 heure (a), 7 heures (b), 28 heures (c) et 36 heures (d) (8. 11.3.3.a). La raie A"
correspond a des atomes d’aluminium d’environnement tétraédrique, la raie large Al correspond
aussi a des atomes d’aluminium d’environnement tétraédrique et la raie AI°® a des atomes d’aluminium
d’environnement octaédrique. La solution aqueuse utilisée pour la fréquence de référence du spectre est
AI(NO3); a 1M. Les spectres ont été enregistrés sur un spectrométre ASX500.

| tét
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Tab. 111.30 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité des raies Al'', Al

tét
large

et AI°® dans

H H obs obs A i H iso
les deux dimensions d¢,” et dg, , et déplacement chimique isotrope d¢s et C,, correspondant pour les

deux conventions utilisées pour graduer les axes de la dimension F1 de la figure 111.16.

Raie Al

Raie Al

large

Raie AI*

1h 7h 28h 36h
&% (ppm) : C.,., — 34,61 — 34,65 —34,78 — 34,86
5% (ppm) : C.,, — 107,30 -107,41  —107,84  —108,07
5% (ppm) 60,61 59,57 59,68 59,79
5¢3 (ppm) 62,18 61,85 62,04 62,17
Con (MHz) 2,11 2,53 2,58 2,59
&% (ppm) : C.,., ~39,60 —39,46 —-39,89 — 40,60
5% (ppm) : C.,, — 122,76 -122,32 —-12366 —125,86
5% (ppm) 49,40 50,35 49,25 49,05
55 (ppm) 63,76 63,95 64,04 64,78
Cyy (MHz) 6,37 6,20 6,47 6,67
3gr (ppm) : C, — 1,02 ~1,95 ~2.20 — 2.8
&% (ppm) : C.,., -3,17 ~6,06 —6,84 ~ 17,06
8¢5 (ppm) 1,11 3,53 3,98 411
552 (ppm) 1,58 3,55 4,00 4,14
Con (MHz) 1,15 0,25 0,28 0,29

[11.6.3. Désalumination sans vapeur d’eau

Nous allons maintenant enregistrer les spectres d’aluminium-27 dans des

zéolithes désaluminées en absence de vapeur d’eau pour différentes durées de

traitements (7Th= ZY'", 14h = ZY'*" et 28h = ZY ™" ; Tab. I11.31).

La figure II1.17 regroupe les spectres 2D correspondants. Comme nous 1’avons

vu au paragraphe I1.3.3.b, les atomes d’aluminium posseédent deux types

d’environnement. (i) IIs peuvent étre dans 1'environnement tétraédrique de la charpente

zéolithique Al (aluminium du réseau ; raie a environ 60 ppm dans la dimension F2

avec Opg = 62 ppm). (ii) Ils peuvent étre hors réseau et avoir un environnement
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octaédrique Al1* (aluminium extra-réseau ; raie & environ 0 ppm dans la dimension F2

avec 8g2 =—1,75 ppm). La raie large correspondant a des atomes d'aluminium

Tab. 111.31 : Paramétres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure 111.17.

Désalumination 7h 14h 28h
TD(F2) 512 512 512
SWH(F2) (kHz) 40 40 40
DE () 17,9 17,9 17,9
DW (us) 12,5 12,5 12,5
D1 (s) 0,3 0,3 0,3
P1 (us) 2,5 3 4
P2 (us) 1 1 1
O1 (Hz) 3660,89 3660,89 3660,89
TD(F1) 256 256 256
SWH(F1) (kHz) 200 200 200
ING6 (Ls) 5 5 5
L1 128 128 128
SFO1 (MHz) 130,3236 130,3236 130,3236
Vrot (kHz) 10 10 10
NS 312 312 360
SR (H2) —4034,43 —4034,43 —4034,43

tét
large

d'environnement tétraédrique Al (§.11.3.3.b) n'est pas observée dans le cas de la

désalumination en absence de vapeur d’eau.

La valeur de C,, (Tab. II1.32) des atomes Al dans la zéolithe ZY™" différe
énormément de celle de la zéolithe Y d’origine, elle passe de 1,75 MHz a 4,11 MHz. De
llya

plus cette valeur est deux fois supérieure a celle obtenue pour la zéolithe ZY "

eau *

une légére diminution de C,, lorsque la durée de la désalumination augmente
(ZY™ - ZY'™"), elle passe de 4,11 MHz a 3,68 MHz. Mais le rallongement de la durée
de désalumination ne modifie plus beaucoup C,, qui se stabilise a 3,72 MHz pour

ZY28h

cau

Pour les atomes Al° la valeur de Cgy (Tab. II1.32) reste pratiquement constante

(environ 0,85 MHz) quelle que soit la durée du traitement.
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Ccasz CcasSa CcasZ CcasSa
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Fig. 111.17 : Spectres de I’aluminiun-27 dans une zéolithe NH,Y désaluminée en absence de vapeur d’eau
pendant 7 heures (a), 14 heures (b) et 28 heures (c) (8. 11.3.3.a). La raie Al'* correspond a des atomes
d’aluminium d’environnement tétraédrique et la raie Al°® a des atomes d’aluminium d’environnement
octaedrique. La solution aqueuse utilisée pour la fréquence de référence du spectre est AI(NOs); a 1M.
Les spectres ont été enregistrés sur un spectromeétre ASX500.

Pour conclure ce chapitre sur la séquence MQ-MAS nous avons appliqué cette

séquence sur des zéolithes désaluminées. Nous avons pu déterminer les valeurs du

déplacement chimique isotrope et du parameétre C,, pour les différents atomes

d’aluminium Al

correspondant aux atomes d’aluminium A

Altét

large

large

et A1°". De plus le déplacement chimique isotrope de la raie

nous a permis de déduire que leur

environnement était tétraédrique (ce que nous ne pouvions que supposer sur les spectres

1D du paragraphe 11.3.3.b).
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Tab. 111.32 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité des raies Al et Al dans les deux

H H obs obs A fni H iso
dimensions J¢, et dg, , déplacement chimique isotrope d¢s et C,, correspondant pour les deux

conventions utilisées pour graduer les axes de la dimension F1 de la figure 111.17.

Raie Al

Raie Al

7h 14h 28h
g (ppm) : Cy —35,86 ~35,81 35,57
5 (ppm): C,,,  — 111,17 ~ 111,03 ~ 110,27
8¢5 (ppm) 55,89 57,7 57,09
8¢ (ppm) 61,87 62,5 61,98
C o (MHz) 4,11 3,68 3,72
8¢ (ppm) : Coy 0,85 0,92 0.83
¢ (ppm) : Cyes, 2,64 2,85 2,72
5¢> (ppm) ~1,98 ~2,08 ~2.02
8¢ (ppm) ~1,71 1,83 1,75
C o (MHz) 0,87 0,84 0,86
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[11.7. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons traité¢ de fagon détaillée la théorie associée a la
séquence MQ-MAS, en particulier la sélection des cohérences multi-quanta en utilisant
un cycle de phase li¢ a la méthode hypercomplexe. Nous avons dénombré¢ les diverses
relations entre le spin étudié, le cycle de phase, le programme d’impulsions et le
traitement des données expérimentales. Nous avons répertori€ les différentes
conventions pour la graduation de 1’axe de la dimension F1 et nous avons proposé une
nouvelle convention. Nous avons indiqué les différents intéréts pratiques de ces
conventions, ainsi que les parameétres associés et utilisés lors du traitement des données
expérimentales.

Nous avons obtenu, a travers plusieurs exemples, des spectres haute-résolution

isotrope a partir desquels il est possible de déterminer le déplacement chimique isotrope

d’une raie d’absorption 879 et le paramétre Cygy - Ces exemples nous ont permis de

valider les différentes relations détaillées dans la partie théorique. De plus, apres avoir
montré les effets du repliement sur les spectres RMN a deux dimensions, nous avons

proposé un criteére pour éviter d’étre confronté a ce probleme.

Enfin, nous avons étudié la variation de 879 et de Cyy des différents

environnements des atomes d’aluminium dans des zéolithes Y désaluminées en fonction
du traitement. La séquence MQ-MAS est une méthode efficace pour résoudre
I’attribution de ces différents environnements. En effet, dans le cas des échantillons

désaluminés en présence de vapeur d’eau, nous avons pu confirmer que les atomes

tét
11 arge

correspondant a la raie large A se trouvaient dans un environnement tétraédrique.

En présence ou en absence de vapeur d’eau, nous avons montré que le gradient de

champ électrique, plus précisément C,, , associé aux atomes d’aluminium Al variait

au début du traitement de désalumination (jusqu’a 7h). Mais lorsque I’on continue a
augmenter la durée du traitement, la valeur de C,, varie assez peu. Pour les atomes

tét
ll arge

d’aluminium A et AlI°, C,,, reste assez stable quelle que soit la durée du

n
traitement. La présence ou I’absence de vapeur d’eau, lors du traitement de

désalumination, influence le gradient de champ électrique. Pour les atomes d’aluminium

d’environnement tétraédrique Al ’ajout de vapeur d’eau diminue d’environ 1MHz la
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valeur de C, . De méme, pour les atomes d’aluminium d’environnement octaédrique

Al la valeur de C,, est divisée par environ 3.

Dans le chapitre 11, nous avons aussi déterminé des valeurs de la constante de
couplage quadrupolaire dans les mémes échantillons désaluminés en présence de vapeur
d’eau. Mais ces valeurs correspondent a des points de vue différents. Dans le cas du
xénon-131 nous avons mesuré le gradient de champ ¢électrique dans les supercages de la
zéolithe. En fait le gradient de champ ¢lectrique ressenti par les atomes de xénon qui
circulent dans ces supercages. Dans le cas du MQ-MAS de I’aluminium-27, nous avons
déterminé le gradient de champ ¢électrique des différents environnements des atomes
d’aluminium. Nous avons mesur¢ le gradient de champ électrique ressenti par les
atomes d’aluminium dans la charpente (de forme tétraédrique normale ou déformée) et
en dehors de la charpente (extra-réseau).

Pour conclure ce paragraphe, notons que la séquence MQ-MAS connait un vif
succes. Elle a été associée avec d’autres techniques de RMN (CPMAS, REDOR [26]) et
plusieurs innovations ont été proposées pour augmenter sa sensibilité :

Rotation synchronisée [19] : ]a rotation synchronisée consiste a choisir le dwell-time en
F1 (qui est li¢ a la valeur de IN6) égale a I’inverse de la vitesse de rotation, c¢’est-a-dire
de fixer la fenétre spectrale dans la dimension multi-quanta égale a la vitesse de
rotation. Le bénéfice de cette méthode est ’augmentation du rapport signal sur bruit (les
bandes de rotation sont repliées sur la raie) et la réduction de la durée expérimentale.
Déplacement de I’écho [6:27] : ¢’est une séquence a trois impulsions ou le signal multi-
quanta est stocké pendant une durée fixe T dans la cohérence +1Q, avant d’étre
transféré, par une impulsion sélective de 180°, dans la cohérence —1Q. L’écho et 1’anti-
¢écho se forment a des temps t, = +kt, + 1. Il est donc possible enregistrer la totalité de
I’anti-écho et d’obtenir un gain du signal.

Z-Ailter 28] : cette méthode permet de rendre symétrique les chemins de cohérence de
I’écho et de I’anti-écho. C’est une séquence a trois impulsions ou le signal multi-quanta
est stocké pendant une durée T dans la cohérence zéro-quanta de la transition centrale
avant d’étre transféré dans la cohérence —1Q par une impulsion sélective de 90°. Notons
qu’aucune évolution n’ayant lieu pendant cette durée T, I’écho et I’anti-écho se forment

donc toujours a t, = +kt, . Il est bien sur possible d’utiliser la séquence Z-filter en

synchronisant la rotation (261,

203
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Split t1 [29] : aprés une premiére impulsion, on sépare la période d’évolution t, en deux
parties par une seconde impulsion qui convertie les cohérences +3Q en cohérence +1Q.
Une troisieéme, puis une quatriéme impulsion convertissent ces cohérences +1Q en
cohérence 0Q et puis — 1Q. Cette séquence permet d’obtenir directement un spectre
haute-résolution en absorption pure suivant la dimension F1.

Rotation —-Induced Adiabatic Coherence Transfer (RIACT) [3031] : cette technique
utilise un verrouillage de 1’aimantation « spin lock » qui fait apparaitre un phénomene
de transfert de cohérence adiabatique induit par la rotation a 1’angle magique.

Fast Amplitude Modulation (FAM) : cette technique remplace la seconde impulsion
de la séquence MQ-MAS, par des impulsions modulées en amplitudes pour la
conversion des cohérences multi-quanta/simple quanta. Il existe deux types de
technique FAM : I'un correspondant a un transfert de cohérence adiabatique (FAM I
[32,33]) et utilisant n fois deux impulsions 0°/180° (n étant optimisé avec chaque
échantillon) ; I’autre correspondant a un transfert de cohérence direct (FAM II [34]) et
utilisant un jeu d’impulsions d’intensité égale avec des phases alternées positive et
négative ; L’intensité fixe et la durée des impulsions sont déterminée numériquement et
expérimentalement.

Rf Mixing Pulse [35] :on utilise un train d’impulsions 90°/— 90° avec une modulation du
champ radiofréquence pour augmenter le transfert de cohérence multi-quanta / simple
quanta pendant la période d’évolution des cohérences lors d’une expérience MQ-MAS.
Multiple-Quantum Quadrupolar Carr-Purcell-Meiboom-Gill Magic-Angle
spinning (MQ-QCPMG-MAS) [36] : cette méthode augmente la sensibilité d’une
expérience MQ-MAS par séparation du spectre quadrupolaire du second ordre dans la
dimension F2 en multiple bandes de rotation d’écho de spins tout en gardant la haute
résolution dans la dimension F1. De facon générale, elle associe une impulsion
sélectionnant la cohérence multi-quanta avec la séquence CPMG, ce qui permet

d’obtenir un chemin de cohérence du type 0Q - +3Q - +x1Q - +0Q - +x1Q - F1Q

Satellite transitions and Magic-Angle Spinning (STMAS) 371 : ¢’est une expérience
a deux dimensions qui permet d’éliminer I’interaction quadrupolaire au 1* ordre par
rotation a I’angle magique et au second ordre par corrélation entre les transitions
satellites et la transition centrale. On utilise une séquence a deux impulsions ou la

premiere impulsion excite les transitions satellites et la seconde impulsion transfert les
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cohérences vers la transition centrale. Notons qu’il est possible d’utiliser la séquence Z-
filter.

Rotor Assisted Population Transfer (RAPT) 1381 : 3 travers une excitation sélective
des transitions satellites, en utilisant un train d’impulsion alternant des phases de 180°

durant la rotation a I’angle magique, il est possible de préparer sélectivement un état

excité ou les populations de tous les états propres |m> avec le méme signe que m sont

égaux. Il en résulte une augmentation de la polarisation de la transition centrale.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ce travail avait pour objectif la mise au point de nouvelles applications des
noyaux quadrupolaires en RMN pour la quantification du Gradient de Champ Electrique
(GCE) dans les zéolithes Y ; et I'étude de la dynamique des spins a travers la nutation, la
précession et la rotation.

Lors de la mise au point de la séquence MQ-MAS nous avons surtout insisté sur
le fait que cette séquence est etroitement liée au spin étudié, au cycle de phase, au
programme d'impulsions et au traitement des données. De plus, nous avons proposé une
nouvelle convention pour la graduation des axes de la dimension F1 et aprés avoir été
confronté aux repliements des raies, nous avons présenté une solution pour remédier a
ce probléme.

Dans I'étude de la dynamique des spins a travers la nutation, la précession et plus
particuliérement la rotation, nous avons répertorié et détaillé les différentes fagons
d'aborder la rotation en RMN. Nous avons souligné I'importance du choix des

conventions et son impact sur les relations utilisées pour la rotation.

Pour quantifier le GCE, nous avons choisi trois méthodes. Les deux premieres
utilisent le xénon-131 (comparaison des déplacements chimiques ***Xe/***Xe et nutation
du xénon-131) et la troisieme utilise le MQ-MAS de I'aluminium-27. Ainsi, nous avons

pu determiner des valeurs de C,, (ou C, ) dans des zéolithes Y. Ces valeurs

correspondent dans le cas du xenon-131 au GCE dans les supercages de la zéolithe,
alors que dans le cas de I'aluminium-27, elles correspondent au GCE dans la charpente
et en dehors de la charpente.

La comparaison des déplacements chimiques ***Xe/***Xe est une méthode plutot
applicable aux échantillons possédant un GCE assez fort, alors que la nutation est une
méthode plutdt applicable a des échantillons possédant un faible GCE. Il n'existe pas

dans la littérature d'ordre de grandeur de C,, dans les supercages des zéolithes Y ; nous
ne pouvons donc pas justifier nos valeurs. Malgré un désaccord entre les valeurs de C,,

obtenues par les deux méthodes, nos applications sont novatrices.
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La séquence MQ-MAS nous a permis de distinguer les différents environnements
des atomes d'aluminium dans des zéolithes désaluminées et pour chacun de déterminer

la valeur de C,, et leur variation avec le traitement de désalumination. En particulier,

nous avons pu confirmer que les atomes correspondant a la raie large se trouvaient dans
un environnement tétraédrique. Cette méthode est donc efficace pour I'attribution des

différents environnements.

L'un des problémes de la RMN du xénon-131 adsorbé dans les supercages des
zéolithes Y est son manque de sensibilité. Afin de I'augmenter, il serait intéressant
d'employer du gaz xénon enrichi en xénon-131 ou encore de se servir de la méthode de
xenon hyperpolarisé. De plus l'utilisation d'un champ magnétique plus intense
permettrait d'affiner la raie du xénon-131 et ainsi de réduire I'erreur estimée. Lors de la
mise au point de la séquence ringing nous avons utilisé trois durées d'impulsion
identiques. Il est possible d'envisager de prendre des durées différentes pour chaque
impulsion, afin de déterminer de nouvelles courbes d'intensité de la raie centrale et
peut-étre d'obtenir des simulations encore plus efficaces. 1l faudrait, bien sdr, étendre
cette étude a d'autres cations monovalents, aux cations divalents et a d'autres types de
zéolithe telle que la zéolithe X ou la SAPO37 qui ont la méme structure que la zéolithe
Y. Enfin une étude théorique sur la prédiction du GCE nous permettrait de déterminer la
méthode la plus appropriée a appliquer.

Pour pouvoir corréler les valeurs de GCE provenant du xénon-131 avec celles de
I'aluminium-27, il faudrait appliquer la séequence MQ-MAS sur des zéolithes
déshydratées comme c'est le cas avec le xénon. La déshydratation des zéolithes
provoque I'élargissement des raies de I'aluminium, par conséquent les bandes de rotation
apparaissent dans les deux dimensions du spectre MQ-MAS. Il faudra donc mettre au

point une sequence permettant d'éliminer ces bandes de rotation.
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ANNEXE

Al. Traitement d’un spectre MQ-MAS d’un spin | =5/2

Dans cette annexe, nous allons indiquer la fagon de traiter les données
expérimentales d’une expérience MQ-MAS pour obtenir le spectre haute résolution a
deux dimensions correspondant.

Nous allons utiliser pour cela le logiciel « RMN (FAT) ». Ce logiciel a été écrit
par P. J. Grandinetti®, il fonctionne sur Macintosh et est accessible sur internet &
I’adresse suivante : http://www.chemistry.ohio-state.edu/~grandinetti/

Nous avons utilisé la version v1.2.1d mais la version 1.2.4 est maintenant
disponible. Nous allons traiter le cas de I’aluminium-27 dans une poudre
d’acétylacétonate d’aluminium (8. I11.5.1) en utilisant le programme d'impulsions pour
les spin | #3/2 (Tab. 111.8).

Al.1. Récupération des données expérimentales

On commence par ouvrir le fichier d'extension SER
File\Import...\Bruker(long integer)\Nom.SER
On choisit alors le format et le type de fichier utilisé,
Pour Data Format : Alternating Real/Imaginary Points
Pour Data Type : 2D data (First et Second Dimension : Time Domain)
On fixe les parametres expérimentaux (Fig. Al.1),

First Dimension : Dwell Time correspond a I’incrément IN6

(convention C_,, 8. 111.3.4)

Spectrometer Frequency correspond a SFO1

(c’est la fréquence de la porteuse apparente w,,, C_.,, 8. 111.3.4)

pt?

Number of Complex Points correspond a TD(1) i.e. 2 fois L1

©) 100 West 18th Avenue, Department of Chemistry, Ohio State University, Columbus, OH 43210, USA
Phone: (614) 292-6818, FAX: (614) 292-1685, Email: grandinetti.1@osu.edu
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Al. Traitement d’un spectre MQ-MAS d’un spin | = 5/2

Second Dimension : Dwell Time correspond a 2 fois la valeur du Dwell Time en F2
Spectrometer Frequency correspond a SFO1
Number of Complex Points correspond a la moitié de TD(2)
Nous avons indiqué, sur la figure Al.1, les parameétres utilisés dans I’expérience
MQ-MAS de I’'aluminium-27 de I’acétylacetonate d’aluminium. Il faut bien faire

attention aux unités (la micro-seconde se note u).

2D Data Parameters
First dimension Comments
Dwell Time (sec) 50u
Initial Time (sec) 0
Spectrometer Freq. (MHz) 130.3150
Frequency Offset (Hz)
Number of Complex Points 256
Second dimension
Dwell Time (sec) 50u
Initial Time (sec) 0
Spectrometer Freq. (MHz) 130.3150
Frequency Offset (Hz)
Number of Complex Points 512
[ Cancel ] OK

Fig. Al.1 : Tableau des parameétres expérimentaux (RMN(FAT)) dans le cas d’une expérience MQ-MAS
de I’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium (8. 111.5.1).

Les valeurs de I’offset (Frequency Offset) sont obtenues des équations (111.111) pour la
2°™ dimension et (111.112-113) pour la 1°® dimension. Nous détaillerons 4 la fin de
I’annexe (8. Al1.8) les différentes valeurs que peut prendre I’offset a partir de cette

expérience.
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Al.2. Séparation de la partie réelle et imaginaire

Pour obtenir les deux fichiers décrivant la détection en quadrature pour la
dimension F1, la partie en cosinus S°*(t,, t,) et la partie en sinus S (t,, t,), on

sépare le fichier initial en deux parties (Fig. A1.2.1) (Data\Separate Interleaved
Data...). On obtient la partie réelle que I’on nomme « cosinus » et la partie imaginaire

que I’on nomme « sinus » (Fig. A1.2.2 et A1.2.3).
A1.3. Reconstruction de I’écho et de I'anti-écho

Pour obtenir I’écho et anti-écho nous utilisons les équations (111.55) et (111.56)
(Tab. 111.8)

féChO(tl, tz):SCOS(tly t2)+iSSin(t1, tz) ]
fanti—écho (tl’ tz) = SCOS (t1’ tz) - iSSin (tl’ tz)
Pour obtenir iS™" (t,, t,), il faut introduire le nombre complexe i. Pour cela on

appligue un déphasage de 90° au fichier « sinus » (Process\Phase\Parameters).
Dans 2D data\2" Dimension (Fig. A1.3), on met la phase Zero & 90°, puis on applique

cette phase (Process\Phase\Phase Correct). On vient de multiplier S°*" (t,, t,) par
exp(itt/ 2) pour obtenir iS™ (t,, t,) (Fig. A1.2.4). On additionne S (t,, t,) et

iS™" (t,, t,) pour obtenir I’écho (Fig. A1.2.5) (Data\Add Data... ; add = cosinus ; to =
sinus). On nomme ce fichier « echo ».

Pour obtenir —iS™ (t,, t,), il faut introduire le nombre complexe —i. Pour cela
on applique un déphasage de 180° au fichier iS™ (t,, t,). On applique deux fois la
phase de 90° (notons que dans 2D data\2™ dimension, la phase Zero est toujours & 90°)
(Process\Phase\Phase Correct). On vient de multiplier iS™ (t,, t,) par exp(itt/2)
pour obtenir —S*" (t,, t,) puis on a multiplié —S*" (t,, t,) par exp(iTt/2) pour obtenir
-is™(t,, t,) (Fig. A1.2.6). On additionne S°(t,, t,) et —iS*"(t,, t,) pour obtenir

I’anti-écho (Fig. A1.2.7) (Data\Add Data... ; add = cosinus ; to = sinus). On nomme ce

fichier « antiecho ».
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Fig. A1.2 : Cartes 2D de I’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium apres
différents traitements décrits dans les paragraphes A1.2 et A1.3. Notons que I’axe vertical (dimension
F1) correspond au paramétre de gauche ici t, et I’axe horizontal (dimension F2) correspond au

paramétre de droite ici t,.

—iS™ (1, t,)
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Phase Correction Parameters
1D Data
/ 2D Data \

1st dimension 2nd dimension

Zero = 0 degrees Zero = 90 degrees
w= 0 Hz w= 0 Hz
Aw= | ¢ Hz Aw= | o Hz

[ Cancel ] OK

Fig. A1.3 : Tableau des parameétres de correction de phase (RMN(FAT)) qui permet d’obtenir les

nombres complexes i ou —i. (8. Al1.3)

Al.4. Transformée de Fourier en F2

Nous allons effectuer la transformée de Fourier en F2 de I’écho et de I’anti-écho.

A partir du fichier « echo » on effectue (Process\Transform\Complex Fourier) ; de

méme avec le fichier « antiecho » (Fig. A1.4.8 et A1.4.11).
Nous allons ensuite phaser le spectre obtenu dans la dimension F2. On clique sur

le spectre a une dimension en F2, puis on phase le spectre (Process\Phase\Phase

Window). On enregistre le phasage (Apply phase et Copy to 2™ Dim). On ferme la

fenétre et on applique cette phase a I’ensemble des spectres de I’écho (Fig. A1.4.8)

(Process\Phase\Phase Correct). On procéde de la méme fagon pour I’anti-écho (Fig.

Al.4.11).

Notons que pour un traitement sans application du shearing on passe

directement au paragraphe Al.6.
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Fig. Al.4 : Cartes 2D de I’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium apres
différents traitements détaillés dans les paragraphes Al.4, A1.5 et A1.6. Notons que I’axe vertical
(dimension F1) correspond aux paramétres de gauche : t, (5, 7, 8, 11, 9 et 12) ou w, (10 et 13) et I’axe
horizontal (dimension F2) correspond aux paramétres de droite : t, (5et7) ou w, (8, 11,9 et 12) ou
encore t, (10 et 13). Si on n’effectue pas le shearing sur les cartes 8 et 11, on passe directement aux
cartes 10 et 13. Mais celles-ci ne correspondent pas aux transposées des cartes 8 et 11.



A1.5. Application du shearing

Nous allons éliminer I’effet de cisaillement (shearing, 8. 111.3.3.b) en appliquant &
I’écho un déphasage de + k x IN6 et a I’anti-écho un déphasage de —k x IN6 (ou k est

donne dans le tableau 111.1) (Process\Phase\Parameters). Dans 2D data\2™ dimension

ANNEXE

(Fig. A1.5) on met la phase Zero a 0° et At a = k x IN6, puis on applique cette phase

(Process\Phase\Phase Correct) a I’écho et & I’anti-écho (Fig. A1.4.9 et A1.4.12).

Phase Correction Parameters

1D Data
/ 2D Data
1st dimension 2nd dimension
Zero = degrees Zero = 0 degrees
w= Hz t= 0 sec.
Aw= Hz At = | +79.16u sec.
[ Cancel ] OK

Fig. AL.5 : Tableau des parameétres de correction de phase (RMN(FAT)) qui permettent d’appliquer le
shearing; Dans ce cas k = 19/12 (8. A1.5)
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Al1.6. Transformée de Fourier en F1

Avec ce programme, il est nécessaire de transposer les dimensions F2 et F1 de
I’écho et anti-écho pour effectuer la transformee de Fourier dans la dimension F1
(Process\Transpose) (Fig. A1.4.10 et A1.4.13). On peut si nécessaire rajouter des points
en faisant du zero filling (Process\Zero Filling). On double a chaque fois le nombre de
point en F1.

On effectue ensuite la transformée de Fourier en F2 de I’écho et de I’anti-écho
(Process\Transform\Complex Fourier) (Fig. A1.6.14 et A1.6.15).

Al.7. Spectre d’absorption pure a deux dimensions

Nous avons vu au paragraphe 111.3.3.b que pour obtenir un spectre d’absorption
pure il est nécessaire d’inverser I’anti-écho pour changer la direction de la dimension F1
(Process\Reverse Data) (Fig. A1.6.16). On additionne alors le spectre 2D de I’écho et le
spectre 2D inversé de I’anti-echo (Data\Add Data...). On obtient le spectre d’absorption
pure a deux dimensions que I’on nomme « total » (Fig. A1.6.17). On transpose ensuite
les dimensions F1 et F2 (Process\Transpose). Par convention en RMN, on gradue les
axes en F2 de droite a gauche. 1l faut donc inverser le spectre en F2 (Process\reverse
data). Puis on inverse la graduation des axes et on passe en ppm en cliquant sur I’axe en
F2 (Fig. A1.6.18).
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Fig. AL1.6 : Cartes 2D de I’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium apres
différents traitements détaillés dans les paragraphes A1.6 et A1.7. Notons que I’axe vertical (dimension
F1) correspond aux parametres de gauche : w, (10-17) ou w;, (18) et I’axe horizontal (dimension F2)
correspond aux parameétres de droite : t, (10 et 13) ou w, (14-17) ou encore w, (18).
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A1.8. Offset

Nous avons vu au paragraphe 111.3.4 qu’il existe plusieurs conventions pour
graduer les axes de la dimension F1. Dans ce paragraphe nous allons voir comment les
introduire dans le programme RMN(FAT).

La graduation de I’axe dans la dimension F2 est la méme pour toutes les
conventions. Elle est obtenue a partir du SR (référence du spectre) et de O1 (fréquence
de la porteuse), elle correspond a I’offset Q., dans la dimension F2 (111.111, Fig.
Al.7.d),

Frequency Offset=d = Q., =01-SR
=-4971,92 Hz + 4526,36 Hz
=—-44556 Hz

2D Data Parameters
First dimension
Comments

Dwell Time (sec) a
Initial Time (sec) 0
Spectrometer Freq. (MHz) b
Frequency Offset (Hz) c
Number of Complex Points 256

Second dimension
Dwell Time (sec) 50u
Initial Time (sec) 0
Spectrometer Freq. (MHz) 130.3150
Frequency Offset (Hz) d
Number of Complex Points 512

[ Cancel ] OK

Fig. A1.7 : Tableau des parametres expérimentaux (RMN(FAT)) dans le cas d’une expérience MQ-MAS
de I’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium (8. 111.5.1).
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Les conventions données dans le paragraphe 111.3.4 agissent sur trois parametres de la
dimension F1,

— Le dwell-time (Fig. Al.7.a) qui est associé au choix de la période d’évolution (t, ou
L+k)t,).

— La fréquence de la porteuse (Spectrometer Freq., Fig. AL.7.b) qui est associee a la
définition du déplacement chimique observé &% (111.95-111.102), ainsi qu’au choix de
la période d’évolution.

— L’offset (Frequency Offset, Fig. Al.7.c) qui est associé a I’offseten F2 Q, etau
choix de la période d’évolution (I11.112 et 111.113).

Dans les tableaux Al.let Al.2, nous donnons les valeurs de ces trois parametres
en fonction des cing conventions étudiées au paragraphe 111.3.4. Nous utilisons les
parameétres expérimentaux (Tab. I11.19) de I’expérience MQ-MAS de I’aluminium-27
de I’acétylacetonate d’aluminium. L’axe F1 des cartes des figures Al.2, Al.4 et A1.6

est défini avec la convention C__, . Les axes correspondant au cing conventions sont

casl*

représentés sur le spectre de la figure 111.10 .
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Tab. Al.1 : Paramétres expérimentaux nécessaires a la graduation de I’axe F1 en fonction des différentes
conventions (8. 111.3.4). Cas d’une expérience 3Q-MAS de I’aluminium-27 dans une poudre
d’acétylacétonate d’aluminium (8. 111.5.1). Pour un spin | =5/2, p =3, k- p =-17/12, 1 + k = 31/12.

Dwell Time Spectrometer Freq.  Frequency Offset Q,
Conventions (s) (MHz) (Hz)
(Fig. Al.7.a) (Fig. AL.7.b) (Fig. AL.7.c)
(k=p)Q¢,
=k,.,Q
Cenat ING = 50 w, =130,3150 S
=631,21
-P
F2
(1+K)ING m+kO
Coucr w,, =130,3150
=129,16 = Kieas2 Qe
o = 244,34
""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" k-pQr,
(1+ k)wpt
CcasZ" IN6 =50 = 1caleF2
=336,6471
=631,21
(k=p)Q¢,
(k= p)oo,
Ccas3a |N6 = 50 * = 1caleF2
=-184,6129 "
=631,21
P H)FZ
(@+k)IN6 (k- p)wy, M+k 0O
Ccas3 Ccas3b' * —_
=129,16 = —184,6129( ) = Kias2 Qe
= 244,34
L+ k) (K - p)oy,, (k=p)Q¢,
Ccas3b" IN6 =50 = —476,9167 = 1caleF2
=631,21

(*) Le logiciel RMN(FAT) n’accepte pas des fréquences de la porteuse négatives. Dans le cas d’une
fréquence de la porteuse négative : on prend la fréquence positive (+184,6129 MHz), on prend I’opposé
de la valeur de la fréquence de I’offset en F1 (244,34 Hz ou —631,21 Hz) et on inverse I’axe F1.
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Tab. A1.2 : Paramétres expérimentaux nécessaires a la graduation de I’axe F1 en fonction des différentes
conventions (8. 111.3.4). Cas d’une expérience MQ-MAS de I’aluminium-27 dans une poudre
d’acétylacétonate d’aluminium (8. 111.5.1). Pour un spin | =5/2, p = 3, k + A = (19/12) — (3/4).

Conventions

cas4

casb

casda

cas4b'

cas5b’

cas5b"

Dwell Time Spectrometer Freq.  Frequency Offset Q,
(Hs) (MHz) (Hz)
(Fig. Al.7.a) (Fig. AL.7.b) (Fig. AL.7.c)
(k=p)Qe,
PO,
IN6 =50 = Kieas Qo
=390,9450
=63121
—P
F2
(L+Kk)ING P, M+k 0O
=129,16 =390,9450 = Kieas2 Qe
= 244,34
"""""""""""""""""""""""""""""""""""" k-p)Q,
@+ K)pwy,
IN6 =50 = 1caleF2
=1009,9412
=63121
(k=p)Qe,
(k+A)wy,
IN6 =50 = 1caleF2
=108,5958
=63121
P H)FZ
1+Kk)IN6 (k +Nw, M+k O
=129,16 =108,5958 = Kieasa Qp,
= 244,34
(k=p)Q¢,
L+ K)(k+A)w,
IN6 =50 = Ko Qr,
=280,5391

=63121

225
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CHAPITRE | :

Dynamique quantique d’un systeme de spins

Le principe de la résonance magnétique nucléaire (RMN) est de mesurer
I’évolution de I’aimantation nucléaire lorsque celle-ci est mise hors équilibre. Cette
aimantation nucléaire résulte de la polarisation de tous les spins de I’échantillon en
présence d’un champ magnétique statique fort. La RMN est donc étroitement liee aux
spins nucléaires. Or ces derniers relévent des systemes microscopiques. Il est nécessaire
pour les décrire d’utiliser le formalisme de la mécanique quantique dans lequel I’état
d’un systéme est exprimé par un vecteur d’état ou plus généralement par I’opérateur
densité.

Ainsi nous serons amenés, dans plusieurs chapitres, a nous servir de quelques
notions quantiques. C’est pour cette raison que le début du premier chapitre est consacré
a la définition de plusieurs outils mathématiques nécessaires a la théorie quantique (8.
1.1). Théorie qui, d’aprés Goldman (p26-44 [11), définit I’état d’un systéme physique
par un vecteur d’état appartenant a un espace vectoriel appelé espace des états, alors
qu’une variable physique est identifiée par un opérateur agissant dans ce méme espace
et transformant un vecteur d’état en un autre vecteur d’état.

Les équations du mouvement d’un systéme quantique seront associées a ces
vecteurs d’état et plus particulierement a la moyenne d’un ensemble d’opérateurs
hermitiens. En effet cette moyenne correspond aux quantités observables. Nous verrons
qu’il existe plusieurs points de vue permettant de définir ces équations : le point de vue
de Schrddinger, le point de vue d’Heisenberg et le point de vue intermédiaire (8. 1.2).
Ces differents points de vue correspondent aux descriptions possibles d’une rotation
d’un objet par rapport a un référentiel. La rotation peut étre vue comme une rotation de
I’objet avec un référentiel fixe (qu’on appelle rotation active), comme une rotation du
référentiel avec I’objet fixe (qu’on appelle rotation passive) ou encore comme une
combinaison de ces deux possibilités. Nous retrouverons régulierement ces différentes

descriptions possibles d’une rotation.




Nous introduirons ensuite quelques principes de base de la RMN (8. 1.3) :
Hamiltonien Zeeman, fréquence de Larmor... Puis nous definirons dans le paragraphe
1.4, un outil mathématique trés important en RMN : I’opérateur exponentiel. Cet
opérateur nous servira fréquemment pour les rotations, les changements de
référentiels...

La fin de ce chapitre décrit certaines méthodes permettant I’étude de la
dynamique quantique d’un systeme de spins par la RMN. Nous commencerons par
décrire la RMN impulsionnelle qui permet a I’aide d’un champ magnétique
radiofréquence d’induire des transitions entre niveaux énergétiques et de mettre hors
équilibre I’aimantation nucléaire (8. 1.5). Nous montrerons I’utilité de se placer dans le
référentiel tournant (référentiel lié au champ magnétique radiofréquence), ainsi que les
points communs entre se placer dans le référentiel tournant et se placer dans la
représentation d’interaction (qui correspond au point de vue intermédiaire en mécanique
quantique) (8. 1.5.4 et 1.5.5).

Pour terminer nous donnerons la définition et les propriétés de I’outil le plus
commode pour décrire la dynamique d’un systeme quantique : I’opérateur densité (8.
1.6). Nous appliquerons a cet opérateur le cas du référentiel tournant et le cas de la
représentation d’interaction.

Enfin, nous mettrons en évidence I’importance du phénomeéne d’écho de spins
dans la RMN impulsionnelle (8. 1.7). A partir de la matrice densité, nous illustrerons ce
phénomene par un exemple.

Ce chapitre théorique nous permet d’introduire les notions de base de la RMN,
ainsi que les outils et les theories quantiques couramment utilisés en RMN.

Notons que dans les trois chapitres du tome 11, les angles utilisés sont par défaut
toujours positif. Lorsque I’angle est négatif on ajoute un signe « — » devant cet

angle.
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|.1. Notions de mécanique quantique

[.1.1. Notation de Dirac

La notation introduite par Dirac permet de noter les élements d’un espace

vectoriel a I’aide de crochet droit | > , appelé « ket », contenant un symbole sans

signification mathématique, dont I’unique réle est de distinguer les vecteurs entre eux.

On écrira, par exemple, un vecteur quelconque de I’espace vectoriel,
) . (1.1)
On définit de la méme facon le vecteur d’état conjugué (ou adjoint) par un crochet

gauche ( | appelé «bra »,

(e (12)
1.1.2. Espace vectoriel

L’espace des états F est un espace vectoriel de dimension finie n. Il est composé
de tous les vecteurs d’état possibles®. F est un espace vectoriel car I’on peut définir, sur
un corps commutatif K (ou K = R ou C) et sur ses éléments (vecteurs d’état), deux

opérations ou lois de compositions :

(1) une opération interne, I’addition (notée +), telle que DqLIJ>, |cp>)D F alors
(w)+[@)oF,

+ il existe un unique élément neutre |0), tel que : | ) +|0) =|0) +|Y) =|p),

+ tout vecteur [) posséde un symétrique ou opposé |~ ), tel que : [@) +|- W) =10),

+ I’addition est commutative, [p)+|@) =|@) +|W) ;

@ |_e premier postulat de la mécanique quantique indique que I’état d’un systéme physique est

complétement défini, a tout instant t, par la connaissance de son vecteur d’état |L|J(t)> (Ngbd p92 [2]). on

notera que I’ordre des postulats dépend des auteurs (Ngo p91-119 [2] et Elbaz p99-100 [3]).
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(2) une opération externe, la multiplication par un élément de K (appelé scalaire). Cette
loi (notée a|y)) posséde les propriétés suivantes, DQLU), |(p>)D F et O(a, B)OK,

¢ a(y)+|9) =a|y)+a|y), distributivité sur F,

¢ (a+B)|w)=aly)+P ), distributivité sur K,

¢+ a(B|w)) = (ap)|w), la multiplication est associative et commutative,

¢ 1|y)=|p), 1 étant I’élément unité de K.

Le vecteur bra <L|J| possede évidemment les mémes propriétes.

L’espace des états étant un espace vectoriel de dimension finie n, toutes les bases

de F seront constituées d’une famille de n vecteurs (1), |2), ..., |n)). Pour qu’une

famille de n vecteurs soit une base de F, il faut et il suffit que tout vecteur de F admette

une décomposition unique suivant cette famille,

W)= A1) 42, [2) 4. 44 [n) . (13)
Les scalaires A, A,, ..., A, sont complétement définis par la donnée du vecteur ) et
s’appellent les coordonnées (ou composantes scalaires) de |l|J> suivant la base

(1), |2), ..., |n)). En généralisant, on peut dire que toute combinaison linéaire de bras

ou de kets d’un espace vectoriel est également un bra ou un ket de cet espace, c’est le
principe de superposition des états quantiques. De plus les éléments de I’espace

vectoriel vérifient,
AP)=Ajp) et (AQ|[=N(y| . (1.4)
Le symbole * indique le complexe conjugué d'un nombre.

On définit sur F le produit scalaire du ket |) par le bra (¢| par,

(Qw) . (1.5)

Le produit scalaire est un nombre complexe et ce produit n’est pas commutatif,

(o) =(w[e) . (16)

Le carré scalaire d’un ket est un nombre réel positif, nul si le ket est nul ou égal a 1 si le

ket est normé a I’unité,
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2
(Ww)=|y]" =0 . (17
On notera enfin que le produit scalaire est linéaire par rapport au ket et antilinéaire par

rapport au bra,

(@A) =Mojw) et (AQ)|w)=N(glw) . (1.8)

1.1.3. Représentation matricielle du produit scalaire

Soit un ensemble de n vecteurs mutuellement orthogonaux [1), [2), ..., [n) que
I’on supposera normes. On a,
{liy=9; . (1.9)
ou d; est le symbole de Kronecker®. Tout ket de I’espace vectoriel F peut étre

représente par une combinaison linéaire des vecteurs de base,

n

W) = N1 +A,[2)++ A n) = S A i) (1.10)

1

les coefficients A, sont les composantes complexes du ket dans cette base. En utilisant

(1.9) on peut obtenir I’une des composantes A, ,
(W)= YA K[ =N (1.11)

De méme tout bra de I’espace vectoriel F peut étre représenté par une

combinaison linéaire des vecteurs de base,
(W =X+ X (2] e (0 = YN (1.12)

les coefficients A, sont les composantes complexes du bra dans cette base. En utilisant

(1.9) on peut obtenir I’'une des composantes A,

Wik = 3 X Gk =N, 113)

. 0, sii#]
® Symbole de Kronecker : 9, = T
%L, Sii=]
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On place par convention les composantes d’un ket sous forme d’une matrice a
une colonne (que I’on appellera matrice-colonne) et celles d’un bra sous forme d’une

matrice a une ligne (que I’on appellera matrice-ligne),
SN, LN (1.14)

On passe donc du ket au bra par transposition ligne-colonne et par conjugaison

complexe des éléments. Le bra est ainsi le transposé du complexe conjugué du ket.

1.1.4. Opérateur linéaire

D’aprés Hladik (p58 [41), un opérateur linéaire A fait correspondre a tout ket

W) OF un autre ket |') OF, la correspondance étant linéaire,
W) W)
A =[Av) =)
BN+ 2 02)) = A A W, ) + 1A )

Les opérateurs linéaires forment un espace de dimension n?. Le produit de deux

(1.15)

opérateurs lineaires A et B, noté AB, est défini de la facon suivante :

B&Jw)=Alw) . (116)
B agit d’abord sur |) pour donner le ket B|w) ; A agit ensuite sur le ket Blw). En
général, AB # BA . Le commutateur [A, B] de A et B est par définition,

[A, B]=AB-BA . (1.17)

De plus, le produit scalaire <(p|A| ) est un nombre complexe. Des équations

(1.10) et (1.11), on peut écrire,

W)= Al =3 Gilwili) (1.18)
et comme le produit scalaire (i|y) est un nombre complexe,

W)= Z|i><i|w> : (1.19)
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Le symbole |i)(i| est un opérateur agissant sur le ket [) et le transforme en sa
projection sur |i),

i) = ) =70 (120
c’est I’opérateur projection. On obtient la relation de fermeture : la somme des

opérateurs de projection dans une base orthonormée est I’opérateur identité ou unité 1,
> lixi[=1 . (1.21)
Appliquons deux fois le théoreme de fermeture (1.21),

Alw) = S)GAD ) = 3 GlAG )
:Z<i|A|j>)\j|i>:Zai|i> , (1.22)

ou,
= iA] )\ =Y AN (1.23)
] ]

Soit sous forme matricielle,

Jud B 7 Aedhd

a: =

5.0t - A

Donc les éléments, A; =(i|A|j), sont les éléments de matrice représentant I’opérateur

(1.24)

A dans la base |i | > On note cette matrice, A, sans accent circonflexe.

On définit I’adjoint A" d’un opérateur A par les relations,

WA l0) = (0Alw) et (WA =(Ay|=(w] . (125

La matrice de I’opérateur A" étant le complexe conjugué de la matrice transposée de
A . On dit qu’un opérateur est hermitien si,

A=A" (1.26)
et qu’un opérateur est unitaire si,

AAT=ATA=1 . (1.27)
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Si I’on considere un opérateur A et sa matrice associée dans une certaine base, la

trace de A est par définition la somme des éléments diagonaux de cette matrice,

fA}= S GiIAli) (1.28)

1
Bien que chaque élément de cette matrice dépend de la base utilisée, la trace est

indépendante du choix de la base.

De plus, on dit que |L|J> est vecteur propre (ou ket propre) de I’opérateur linéaire
A si,
Alw)=Ay) (1.29)
ou A est un nombre complexe. Cette équation n’a en général des solutions que lorsque
A prend certaines valeurs, dites valeurs propres de A . L’ensemble des valeurs propres

s’appelle le spectre de A.Si |L|J> est vecteur propre de A avec la valeur propre A,

alors 0(|qJ> (ou a est un nombre complexe quelconque) est aussi vecteur propre de A
avec la méme valeur propre :
A(a|w)) = aAlw) =ar|w) =A(a|w)) . (1.30)

A I’aide d’un exemple, on verra au paragraphe 11.6 comment obtenir les vecteurs

propres et les valeurs propres.
[.1.5. Observable

La notion d’observable peut étre introduite par le deuxieme postulat de la
mécanique quantique : « a toute grandeur physique A d’un systéme est associée un
opérateur linéaire hermitien A agissant sur F. A est I’observable représentant la
grandeur physique A ». (Cohen-Tannoudji et collaborateurs p215 [31). De plus le
résultat d’une mesure concernant A ne peut conduire qu’a une valeur propre de
I’opérateur A (Ngd po8 [2]).

Ainsi une observable est un opérateur hermitien possédant certaines
propriétés :

¢ les valeurs propres d’un opérateur hermitien sont réelles,
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¢ deux vecteurs propres d’un opérateur hermitien, correspondant a deux valeurs

propres différentes, sont orthogonaux.

De plus on définit la valeur moyenne d’une observable A dans I’état |L|J> qu'on
note <A> , comme la moyenne des résultats obtenus en effectuant un grand nombre de

mesures de cette observable sur des systemes tous dans I’état |). Si [@) est normé a
I’unité (Y|y) =1, alors,

(A)= % =(wlAly) . (1.31)

1.1.6. Quelques définitions sur les matrices

Par la suite on sera souvent amené a utiliser des matrices. VVoici quelques
matrices possédant certaines propriétés particuliéres
¢ matrice inversede M : M, MM =M"'M =1 |
¢ matrice transposée de M : M", (M‘)ij =M;
¢ matrice symétrique : M =M", M; =M,
¢ matrice complexe conjuguée de M : M”, (M*)ij = (Mij)* ,
+ matrice adjointe de M: M", M" =(M")", (M"), =(M,)" ,
¢ matrice unitaire: M =M™ |
¢ matrice hermitienne: M" =M |

¢ matrice orthogonale : M' =M™
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|.2. Equations du mouvement

D’apres Elbaz (p147-153 BBl), Thankappan (p87-98 [¢]) et Weissbluth (p216-
226 [71), en mécanique quantique, I’état d’un systeme physique est représenté par un
vecteur d’état défini dans un espace de Hilbert®. Alors I’équation du mouvement pour
un systeme quantique peut étre une équation différentielle d’un vecteur d’état.
Cependant, les quantités observables ne sont pas ces vecteurs d’état, mais la moyenne
d’un ensemble d’opérateurs hermitiens correspondant a des variables dynamiques. Les

équations du mouvement en mécanique quantique devraient donc s’intéresser a
I’évolution temporelle de ces valeurs moyennes. La valeur moyenne d’un opérateur A

dans un état représenté par le vecteur d’état normalisé |l|J> est donnée par (1.31).

Il existe trois points de vue qui permettent de déterminer I’évolution de <A> avec

le temps :

(1) le vecteur d’état |L|J> change avec le temps et I’opérateur A reste inchangg, c’est le
point de vue de Schrédinger ;

(2) I’opeérateur A change avec le temps et le vecteur d’état |l|J> reste inchangg, c’est le
point de vue d'Heisenberg ;

(3) I"opérateur A @ et le vecteur d’état |) changent avec le temps, c’est le point de

vue intermédiaire.

Ces différents points de vue peuvent étre comparés avec les différentes
descriptions possibles d’une rotation d’un objet par rapport a un référentiel. La
rotation peut étre vue comme une rotation du référentiel avec I’objet fixe (qu’on
appelle rotation passive et qui est équivalent au point de vue de Schrodinger),
comme une rotation de I’objet avec un référentiel fixe (qu’on appelle rotation
active et qui est équivalent au point de vue d’Heisenberg) ou encore comme une
combinaison de ces deux possibilités. L’orientation finale de I’objet relativement au

référentiel devrait &tre la méme pour ces trois points de vue.

© |"espace de Hilbert est muni de certaines propriétés particuliéres (Elbaz p97 [31, Ngo p73-76 [2]).
@ Comme il y a rarement ambiguité entre une grandeur physique, son opérateur associé et la matrice qui

la représente, nous omettrons I’accent circonflexe sur les opérateurs.
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1.2.1. Point de vue de Schrédinger

Les démonstrations, qui permettent d’obtenir les équations du mouvement liées
au point de vue de Schrédinger, se retrouvent dans de tres nombreux livres, par exemple
Elbaz (p141-145 [3]), Messiah (p50-62 [8]), Thankappan (p88-94 [6]) ou Weissbluth
(p216-220 [71). Pour ne pas alourdir le texte on ne donnera que le principe ainsi que les

équations principales.

D’aprés Thankappan, du point de vue de Schrodinger, le vecteur d’état [W(t))
est une fonction de t, alors que I’opérateur A ne I’est pas. L’équation du mouvement est
donc une équation sur |g(t)). Le postulat de la dynamique® implique que |(t)), a un
temps t quelconque, soit complétement déterminé par |L|J(t0)> au temps initial t,.
Comme |l|J(t)> est un vecteur appartenant a un espace vectoriel, la relation entre
|W(t,)) et |W(t)) est décrite par un opérateur linéaire ou opérateur d’évolution
u(t, t,),

[p(t)) = UL, t)|w(ty)) . (1.32)
Le probléme de dynamique se réduit au probleme de la détermination de U(t, t,) qui
est un opérateur unitaire possédant certaines propriétés,

u'(t, t,)U(t, t,) =U(, t,)U'(t, t,)=1 . (1.33)
De plus U(t, t,) Vérifie,

CU(t,, UL, t) = U(t,, to)
(ty, DU(L, t,) =1 : (1.34)
't 1) =U(E t) = UGt D)
La linéarité de U(t, t,) préserve le principe de superposition des états quantiques (8.

1.1.2) pendant I'évolution du systéme physique.

© e postulat sur la dynamique peut étre défini comme suit : pour chaque systéme quantique, il existe une
famille d’opérateurs linaires U(t, t,), définie dans I’espace de Hilbert lié au systéme, qui décrit
I’évolution d’un vecteur d’état du temps t, au temps t.

11
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Afin d’introduire I’hamiltonien®® H(t) (i.e. I’opérateur d’énergie totale du

systéeme) Thankappan introduit une variation infinitésimale de la variable t dans
U(t, t,). Si t, =t+At, ou At est infinitesimale, on a,

U(t,, t) =U(t+At, t) . (1.35)
L'opérateur unitaire infinitésimal U(t +At, t) peut se mettre sous la forme,

U(t +At, t) =1-iH(t)At (1.36)
ou I’on considére I’hamiltonien H(t) comme un générateur de transformation unitaire
infinitésimale. On obtient I’équation d’évolution de U(t, t,),

U(t+At, t) Ut t,) _ U(t+At HU(L, t,) — U, t,)

At At
A{u+at, v-u, t,)
At
_ —iH(t)U(t, t,)At (1.37)
At
En prenant la limite de cette équation lorsque At — 0, on obtient,
du(t, t,) _ . —iH()U(t, t,)At
= , 1.38
dt i At (1-38)
ou,
.d
EU(t, t,) = HOU(, t,) . (1.39)
Si on applique cette équation d’opérateur sur le vecteur d’état |qJ(t0)> , On obtient,
.d
U L)) = HOU t)|w(ty)) (1.40)
soit en utilisant (1.32)¢,
d .
51 Y®)=-HOWO) (1-41)

® Dans la suite du texte, pour simplifier I’écriture, nous utiliserons des hamiltoniens définis en unités de
vitesse angulaire donc 7 n’apparait pas.

@ On utilise ici « dt » car on s’intéresse au vecteur d’état | w(t)) qui ne dépend que du temps. On utilise

« At » lorsqu’on s’intéresse au fonction d’onde (dépend de r et t) (Gerstein et Dybowski p43 [°]),
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c’est I’équation du mouvement du vecteur d’état |L|J(t)> qui est connue sous le nom

d’équation dépendante du temps de Schrodinger™ (Hladik p72 [4]). Déterminons &
présent la méme relation avec des vecteurs bras. Prenons les conjugués hermitiens des

deux membres de I’équation (1.41),
SO =iwoH'© | (142)

on obtient I’équation conjuguée de I’équation de Schrédinger (Cohen-Tannoudji et
collaborateurs p237 [51 ; Goldman p93 [1]),

S| =iwOHO (143)

Notons que H(t) est hermitien et que la variable temps t ne correspond pas a une
observable en mécanique quantique (a la différence de x, p, ...), ce n’est pas un

opérateur mais un parametre.

Il existe une solution simple a I’équation (1.39), si H est indépendant du temps,

U(t, to) =exp{-it-t,)H (1.44)
de plus, si t, =0,

U(t) = exp(-iHt) , (1.45)
et d’apreés (1.32),

|L|J(t)> = exp(—th)|L|J(t0)> . (1.46)

Il est & noter que pour obtenir les équations (1.32) a (1.46), on peut raisonner de fagon
différente®.

Dérivons a présent la valeur moyenne de I’opérateur A,

™ Cette équation est liée au troisiéme postulat de la mécanique quantique : L’évolution au cours du temps
du vecteur d’état |L|J(t)> est gouvernée par I’équation de Schrodinger dépendant du temps (Ngo p114 [2]),

O En effet en partant de I’expression classique de I’énergie et en passant & son expression quantique, on
peut en déduire I’équation dépendant du temps de Schrddinger (1.41). De cette équation appliquée apres

une variation courte de t, on obtient pour un hamiltonien indépendant du temps et pour t, =0,
|W(t)) = exp(=iHt)| W(t,)) = U(t)| W(t,)). Puis de cette équation et de celle de Schrédinger (1.41), on en

déduit I’équation d’évolution de U(t, t,) (1.39) (Goldman p48-50 [1]).

13
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d _d _[Od d
HA) = (W A w) = @Et Lu(t)@lw(t» +(g() |A@.|Tt|“’(t)>§ ,
(1.47)
en utilisant I’équation de Schrddinger (1.41) et son équation conjuguée (1.43),
%<A> =i(WOHOAWO) + (WO A HD)wO)
=-i([A, HE)]) | (1.48)

et ceci dans le cas ou I’opérateur A ne dépend pas explicitement du temps. Si

I’opérateur A dépend explicitement du temps, I’équation d’évolution de A devient,

%(A) <%’?> ifA, H]) (1.49)

1.2.2. Point de vue d’Heisenberg

Pour indiquer le point de vue d’Heisenberg nous utiliserons I’indice « H ».

D’aprés Thankappan (p94-97 [6]) et Weissbluth (p220-221 [7]) le vecteur d’état |y, )
est indépendant du temps alors que I’opérateur A, est dépendant du temps.

On définit |y, (t)) par,

W, (1) = U (L G)w() (1.50)

ou |L|J(t)> est un vecteur d’état suivant le point de vue de Schrédinger et I’opérateur

U(t, t,) est défini par la relation (1.44). Le vecteur d’état |, ) est bien indépendant du

temps, en effet,
Wy (1) = U (L t)|w(D) = U™ (t 1)UL, to)[w(t,)) =[w(t,))
(1.51)
La relation (1.50) représente une transformation unitaire (changement de base) dans
I'espace de Hilbert. D’autre part, I’opérateur A, correspond a I’opérateur A (selon

Schradinger) par les relations suivantes,

(Au) :<L|JH|AH|L|JH>:(<L|J(t)|U(t’ tO))AH(U_l(t’ to)|L|J(t)>)
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=(W)|U(L, t)ALUT (L, to)|w(t) = (W(t) |A|w(t))
=(A) (1.52)

la valeur moyenne d’un opérateur est indépendante du point de vue. On a donc,

A, (D) =U(t, t)AU(, t,) . (1.53)

De plus, on peut dériver I’opérateur A,, dépendant du temps. On obtient alors

I’équation du mouvement d’Heisenberg,

dA ; 0A . 0A
n= UL, to)EU(t’ tO)_I[AH’ HH]: atH

" -ilA,, HY] o (154)

En dérivant la valeur moyenne de I’opérateur A,,, on obtient, si |I’opérateur

dépend explicitement du temps,

Sa=( 2=, nl) (155)

Mais pour un opérateur qui ne dépend pas explicitement du temps (la dépendance par
rapport au temps de A, se fait indirectement a travers une variable de A, qui dépend,

elle, directement du temps), on a,

d

a<AH>:—i<[AH, Hal) (1.56)

1.2.3. Point de vue intermédiaire : représentation d’interaction

Le point de vue intermédiaire combine les avantages des points de vue
d’Heisenberg et de Schrodinger. Nous utiliserons le symbole « ~ » pour indiquer le
point de vue intermédiaire. D’apres Thankappan (p97-98 [61), I’approche la plus usitée
est le cas d’un hamiltonien total H composé de deux parties, I’une indépendante du

temps H, et I’autre dépendante du temps H,(t).

On prend I’exemple d’un systeme soumis a un champ externe. La partie

indépendante du temps est donnée par I’hamiltonien H, correspondant au systeme en

15
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absence de champ externe et la partie dépendante du temps H, (t) s’ajoute lorsque le
champ externe est appliqué,

H(t) =H, +H, (1) . (1.57)
Le vecteur d’état |{i(t)) et I’opérateur A(t) dans le point de vue intermédiaire sont

définis par,

%FJ(O) = UMt to)|w(t)) = exp{i(t - t,)H | w(b)
FA() = U (t, to)AU, (1, t,) =expfi(t—t,)HJ Aexq —i(t —t,)H}
(1.58)

ou |L|J(t)> et A sont respectivement le vecteur d’état et I’opérateur liés au point de vue

de Schrodinger si bien que,

d .

5 W)= -i{H, + H. 0} w) (1.59)
et la seule variable indépendante est le temps,

dA _oA : (1.60)

dt ot

Donc de (1.59) et de la premiere équation de (1.58), on obtient (Gerstein et Dybowski
p72 [9)),

S150) =R O[pO) | (161)
ODG),
HO (1) = Ug'(t, to)H, (DU, (L, t,) . (1.62)

Cette derniére équation traduit la représentation d’interaction ou la transformation

dans la représentation d'interaction de H,. En effet H, n’intervient plus explicitement

dans I’équation de Schrodinger (1.61) mais intervient implicitement dans HO (t) via

0 |_"gquation (1.62) est déduite de,

U

H=UHU, -iU*
0 0 0 at

0 E= H® avec U, =exp(~iH,t) .
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(1.62). De méme de (1.60) et de la deuxieme équation de (1.58), on obtient (Elbaz p115-
116 [3]),

dA . oA I~ ~ol _0A [~ =~

UMt t)— U (L, t)—ilA, HO==—=i|A, HO| | 1.63

=0 1)U ) -TA RO 2R O] L e
ou,

l’:l(o) - U(_)l(t, to)HOUO(t’ tO):HO . (|64)

Dans le point de vue intermédiaire le vecteur d’état ||.TJ(t)> évolue selon I’équation

de Schrodinger (1.61) avec I’hamiltonien H® (1.62) alors que I’opérateur A obéit

a I’équation d'Heisenberg (1.63) avec I’hamiltonien H, (1.64). Comme on I’a déja

fait dans les deux cas précédents on peut dériver la valeur moyenne de I’opérateur A,

d reus a;\ o Y 0)

a<A> = <E> |<[A, H ]> . (1.65)
En RMN, on utilise la représentation d'interaction dans le cas des impulsions multiples
(Gerstein et Dybowski p69-76 []).

17
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|.3. Principe de la résonance magnétique nucléaire

1.3.1. Spin nucléaire et moment magnétique associé

Un noyau est caractérise par un numéro atomique Z, un nombre de masse A et un
spin nucléaire 1. Entier ou demi-entier, | dépend de la parité du numéro atomique Z et
du nombre de masse A (Tab. 1.1). Ce nombre, dit nombre de spin, permet de définir le
nombre d’états distincts dans lesquels le spin peut se trouver.

A chaque noyau est associé un moment angulaire intrinséque O et un moment
magnétique fi colinéaire a O :
p=yO=vyal (1.66)
ou | est le moment angulaire intrinséque (sans dimension) d'un noyau (8. 111.1.1) ; 7 est

la constante de Planck divisée par 21t (7 = 1,054x107**J.s) ; la constante y,
caractéristique de chaque isotope, est appelée rapport gyromagnétique. Nous

supposerons par la suite que®),

y>0 . (1.67)

Tab. 1.1 : Valeurs du spin | des noyaux stables (rencontré en RMN) en fonction de la parité du nombre de
masse A et de celle du numéro atomique Z.

A Impair Pair

Z Impair Pair Impair Pair

| 1/2, 312, 512, 7/2 et 9/2 1,3,5,6et7 0

® e symbole y désigne aussi bien le rapport gyromagnétiquene que le 3¢me angle d’Euler (§. 11.2).
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1.3.2. Effet Zeeman, phénomene de résonance

L’énergie d’un moment magnétique i dans un champ magnétique statique B,

dirigé suivant l'axe z du référentiel laboratoire (=“*®

) est:

E=-[i.B, =-yiB,.1 =-yiB,l, , (1.68)
ou 1, est I’opérateur de spin associé a la composante de | selon I’axe z. L’opérateur
hamiltonien Zeeman prend la méme forme :

H, =-yiB,l, . (1.69)
Etant proportionnel & I, , I'namiltonien H, posséde 21 + 1 valeurs propres. Il existe
donc 21 + 1 niveaux d’énergie accessibles, indicés par le nombre quantique magnétique
m,

(m|Hy|m) =Em=-y2B,m (1.70)
ou m varie de —I a +l, par pas d’une unité. La différence d’énergie entre deux niveaux
consécutifs, AE = En1 — Em = Y B, est constante et proportionnelle a B, . Une
transition peut avoir lieu entre ces deux niveaux si le systéme est soumis a une radiation
électromagnétique de fréquence obéissant a la relation de Bohr, AE = hv. D’ou la
fréquence a laquelle a lieu la transition, appelée fréquence de résonance ou encore

fréquence de Larmor® ;

vV, =yB,/2m ou w, =yB, , (1.71)

ol wy est une vitesse angulaire. L’hamiltonien Zeeman™ devient alors,

O 11 existe deux conventions pour définir la fréquence de résonance. Nous avons choisi w, = yB,, la
rotation du moment magnétique s’effectue autour de Bo, c’est une rotation négative. Mais on peut aussi
choisir w, =-yB,, la rotation du moment magnétique s'effectue alors autour du vecteur rotation

Q, =-yB, li¢ & B, (Munowitz et Pines p8 [10] Goldman p2 [11, c’est une rotation positive et

0, <0 (Levitt [11]),

™ Rappelons que pour simplifier I’écriture, nous utiliserons des hamiltoniens définis en unité de vitesse

angulairei.e. iH, = —-hwyl, devient Hy = -wyl, .

19
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Ho =-w,l, . (1.72)

Comme nous avons supposé que y est positif, ainsi,

w,>0 . (1.73)

Les valeurs propres de H, représentent une série finie de niveaux d’énergie

équidistants séparés par la quantité wy (Fig. 1.1). Pour détecter la présence d’un tel
ensemble de niveaux d’énergie, on induit des transitions entre niveaux a I’aide d’une

interaction dépendante du temps et de vitesse angulaire wy. On utilise un champ
magnétique radiofréquence B, (8. 1.5.1). On a vu que la fréquence & laquelle a lieu la

transition (1.71) est proportionnelle au champ éo.

AM
Fig. .1 : Niveaux d’énergie d’un spin 3/2 en Fig. 1.2 : A I’équilibre I’aimantation nucléaire
présence d’un champ magnétique statique B, . M est colinéaire & B, .

Considérons I’aimantation nucléaire M résultant de la polarisation de tous les

spins de I’échantillon en présence de B,. A I’équilibre thermodynamique, I’aimantation
M est colinéaire & B, (Fig. 1.2). Si une perturbation écarte M de sa position
d’équilibre, alors M sera animée d’un mouvement de précession autour de B, ala

fréquence de Larmor v, (Fig. 1.3). Cette perturbation est provoquée par un champ Bl

(8. 1.5.1). Dés que nous parlerons de rotation, nous adopterons la convention main
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droite ™. Ainsi le mouvement de précession d’un noyau de y >0 correspond & une

rotation négative autour de B,.

Fig. 1.3 : Si une perturbation écarte I'aimantation
—V, nucléaire M de sa position d’équilibre, M est
animée d’un mouvement de précession autour de
Z B, & la fréquence de Larmor -v,= -w,/2m
M (y >0 (1.67) ; la rotation négative de M vient de
I'équation dM /dt = yM OIB,).

On détaillera les opérateurs liés au moment angulaire dans le paragraphe I11.1.1.
Pour traiter I’action du champ B, par la mécanique quantique, il faut considérer les
propriéteés des opérateurs de spin. On utilisera les opérateurs 1,, 1, et |, associés aux
composantes de | selon les axes x, y et z du référentiel (-*®), ainsi que I’opérateur 1°
associe a son carre,

LIL m)y=m[l, m) et 1[I, m)=1(1+1)|I, m) . (1.74)

|I, m> représente un état propre du systéme pour lequel les valeurs propres de |, et 17
sont parfaitement définies. Les opérateurs |, (opérateur de montée) et |_ (opérateur de

descente) sont détermings a partir des opérateurs 1, et I, par les relations :

L= L+il, ;= 1-il, (1.75)
LI, m)y={1I0+0) -mm £} ¥[1, mz1) . (1.76)
D’ou,
_1 1
L= (L) et 1= (1,1 (1.77)

™1 existe deux conventions pour définir le sens positif de rotation : (1) la main droite (Si I’on place le
pouce de la main droite dans la méme direction et dans le méme sens que I’axe de rotation, le sens positif
est donné par les doigts restants), et (2) la main gauche (Si I’on place le pouce de la main gauche dans la
méme direction et dans le méme sens que I’axe de rotation, le sens positif est donné par les doigts
restants) (cf. 8. 11.1.1).

21
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De plus ces opérateurs possedent certaines propriétés de commutations décrites

plus précisement dans le paragraphe 111.1.1,
oo L1=100 =10 =105 1, (1.78)

ot O, est le coefficient de Levi-Civita®.

(D simetjsontidentiques
© 0= H i m, j et k correspondent & une permutation circulaire (X, y, zou z, X, y ...)
H—l si m, j et k ne correspondent pas a une permutation circulaire (X, z, y)
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|.4. Opérateur exponentiel

Nous allons présenter maintenant un outil mathématique indispensable en RMN.
Il permet d’étudier les rotations, les changements de référentiels... D’aprés Slichter
(p25-28 [12]), on va utiliser I’équation de Schrodinger (1.41) ou I’hamiltonien Zeeman

H, ne dépend pas explicitement du temps,

S lw) = Holw) (1.79)

Comme on I’a vu au paragraphe 1.2.1, si |l|J(t)> est solution de cette équation, alors on

peut I’exprimer par rapport a sa valeur a t, =0 par la relation (1.46),

|W(0) = exp(=iH D W(O)) - (1.80)
On consideére I’hamiltonien Zeeman (1.72), I’équation ci-dessus devient,
|W(1)) = exp(icytl, )| W(0)) . (1.81)

Le champ magnétique statique B, produit une précession de I’aimantation a la vitesse
angulaire —w, (Fig. 1.3). Avec la convention main droite, le sens de la rotation imposée
a I’aimantation par BO est négatif. 1l est logique de supposer que le vecteur d’état

|W(t)), qui décrit I'évolution du systéme physique dans le référentiel (-

), tourne dans
le sens négatif d’un angle — w,t autour du champ B,. En d’autres termes, exp(iw,tl,)

est I’opérateur rotation active négative d’angle —w,t autour de I’axe z (= B,)
(chapitre 11). Si on cherche des éléments de matrice de |, (aimantation initiale dans le

référentiel du laboratoire), on trouve,
(L) = (WO |w(®) = (explioytl, )WO)|I,|explicstl, )W (0))
= (W) |exp(=iaytl, )1, explicaytl, )| W(0))
WO, (O] w()) (1.82)

ou on définit I’opérateur 1,.(t) par,
I, (t) =exp(-iw,tl,)I, exp(iw,tl,) . (1.83)
La premiére valeur moyenne ((t)|1,|W(t)) décrit la précession de Iaimantation,

résultant des effets d’un opérateur indépendant du temps |, sur un vecteur d’état
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dépendant du temps |L|J(t)> . C'est le point de vue de Schrodinger. La derniere valeur
moyenne (P(0)|1,.(t)|w(0)) décrit les effets d’un opérateur dépendant du temps 1,..(t)
sur un vecteur d’état indépendant du temps |l|J(O)>. C'est le point de vue d'Heisenberg.
Il est possible de donner une interprétation simple des deux valeurs moyennes
précédentes. Dans le référentiel du laboratoire qui est pris comme fixe, la précession

de I'aimantation autour de B, et le référentiel qui lui est associé tournent dans le sens

négatif. La premiere valeur moyenne est celle de lI'aimantation dans le référentiel du

laboratoire. Elle comporte un opérateur de spin fixe et un vecteur d’état, qui décrit le
systéme étudié, tournant dans le sens négatif autour de B, (rotation active négative par

rapport au référentiel du laboratoire). Par contre, dans le référentiel tournant de

I'interaction Zeeman qui est lié a la précession de I'aimantation, I'aimantation est fixe.
Cette derniére est décrite par le vecteur d'état |L|J(0)> qui ne dépend pas du temps.
L'opérateur de spin 1, qui est fixe dans le référentiel du laboratoire, devient dépendant
du temps (1,.(t)) et tourne dans le sens positif par rapport au référentiel tournant de
l'interaction Zeeman, c¢’est une rotation active positive®. En effet de (1.83) on voit que
l,.(t) estdutype I .(t) = AlL A" ol A est I’opérateur rotation active positive
exp(—iw,tl,) . La derniére valeur moyenne est celle de I'aimantation dans le référentiel
tournant de l'interaction Zeeman.
En général, il est possible de transformer des exponentiels d’opérateur de spin en

fonctions d’opérateurs de spin plus faciles a manier. Soit une fonction f(¢) :

(@) =exp(-ig,)I, exp(igl,) . (1.84)
Sa dérivée par rapport a @est,

(@) = il exp(—igl, )1, exp(il,) +exp(-igl, )1, (il ) exp(igl,)

= —iexp(-iql,)I, 1, exp(iqpl,) +iexp(—igl,)I I, exp(i@l,)

®) Ici on est en présence d'un vecteur d'état et d'un opérateur de spin. Dans le cas des impulsions (§. 1.6)
on utilise I'opérateur densité qui est le produit du ket |(t)) et du bra (y(t)| (1.130). De plus les points
de vue ne sont pas identiques. Ici on a le point de point de vue d'Heisenberg et pour les impulsions on a le

point de vue intermediaire. Ainsi les impulsions imposent une rotation active négative de I'aimantation

nucléaire.
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=iexp(-iql, )1, I,]exp(iql,) . (1.85)
Or d’apres les relations de commutations (1.78) :

[, 1,1=-il, . (1.86)
D’ou,

(@) = exp(=igl, )1, exp(iql,) . (1.87)

On détermine maintenant la dérivée seconde de f(¢) :

f (@) =iexp(-igl, )1, 1,]exp(iql,) . (188)
Or,

[, L1=il, , (1.89)
on obtient une équation différentielle du 2éme ordre sans second membre :

f(@+f(@=0 , (1.90)
dont la solution est du type,

f(@) = Acos@+Bsing . (1.91)
On détermine A et B avec les conditions initiales :

fO)=A=1, et f(0)=B=1, . (1.92)
On obtient :

f(@) =exp(=igl,)l, exp(igl,) =1, cos@+1 sing . (1.93)

On procede de la méme fagon pour les opérateurs I, et I, avec les axes de

rotations 1., I, et I,. Les résultats obtenus sont répertoriés dans le tableau I.2. Il existe

d’autres méthodes mathématiques pour les obtenir. L’une d’entre elle sera détaillée en
annexe (A.1). Il est important de remarquer que ces relations sont obtenues a partir des
relations de commutations des opérateurs (1.78). Le tableau 1.2 correspond a une
rotation active positive ou passive négative (8. 11.1.4.a). On donne en annexe (A.1) le
tableau correspondant a une rotation passive positive ou active négative (8. 11.1.4.b). On
notera de plus que dans le tableau 1.2 les opérateurs de spin se trouvent sous forme de
matrice-ligne (forme rencontrée quand les matrices rotation de Wigner sont utilisées §.
111.4.2).

De facon générale, les composantes d'espace sont toujours mises sous forme de
matrice-colonne, celles des spins sont mises en matrice-ligne, alors que les vecteurs de

base se trouvent sous forme de matrice-ligne ou matrice-colonne. De plus Gerstein et
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Dybowski (p3 [€]) utilisent la convention main gauche, leurs matrices rotations sont les

matrices transposees de celles du tableau 1.2.

Tab. 1.2 : Action de I’opérateur rotation active positive sur les opérateurs de spins. Les trois matrices
3X3 (de la partie supérieur du tableau) sont les matrices rotations actives positives (chapitre I1). On
notera que le regroupement d'opérateurs de spin sous forme de matrice-ligne vient de I’utilisation des
matrices rotations de Wigner pour la rotation des tenseurs (8. 111. 4.2), alors que le regroupement
d'opérateurs de spin sous forme de matrice-colonne vient des rotations des fonctions.

Emscp —-sin@ OH
exp(-io,)(I, 1, 1, )expGio,)=(1, 1, 1,)sing cose 0Q

Ho o 1

Hcoscp 0 sincpH
exp(-igl )1, 1, 1)expla,)=(0, 1, L)ho 1 0O
B—sincp 0 coscpH
g ° %0
exp(—i(plx)(lx I, Iz)exp(i(plx):(lX I, IZ)[D cos@ -—sing
B) sin@ coscpH

HXH Hcoscp sin@ O%IXH

exp(-igl,)d, eexp(igl,) =Fsing cose 0, O

H. Ho o 1ff.{
HXH B:oscp 0 —sincp%xﬁ

exp(-ig,)d, cexp(ipl, ) =0 0 1 0 m,O

H. H Hing 0 cose HH,
0 0 g.p

exp(—igl, )d, cexp(igl, ) =@ cose sinem, O

H. H B -sing cosotH,
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Comme on I’a indiqué (8. 1.3.2), pour détecter la présence d’un ensemble de
niveaux d’énergie, on induit des transitions entre ces niveaux a I’aide d’une interaction

H, (t) dépendante du temps et de la vitesse angulaire ay. On utilise un champ
magnétique radiofréquence B, créé par une bobine solénoide parcourue par un courant
alternatif. L'axe de cette bobine est en général perpendiculaire & B,.

La probabilité par seconde que I’interaction H, (t) induit une transition entre
deux états |m) et [n) est proportionnelle & la quantité |<m|H1(t)|n>|2, H,(t) étant
I’hamiltonien relatif au champ B, . L’étude de (m|H, (t)|n) se traduit par une condition

nécessaire a l'apparition d'une transition : le champ B, doit étre polarisé

perpendiculairement au champ magnétique statique B, (Canet p27 [13]),

1.5.1. Hamiltonien radiofréequence dans le référentiel du

laboratoire

La base de la RMN est de mesurer I’évolution de I’aimantation nucléaire lorsque

celle-ci est mise hors équilibre. On considere un champ magnétique oscillant

B, =2B, cos(w, )l s, avec B, <<B,, orienté — polarisé —selon X ., du réferentiel

(=-8)@_ Nous supposerons par la suite que,

@ Dans tous les chapitres qui vont suivre on sera amené a utiliser plusieurs référentiels :

>*8 qui correspond au référentiel lié au laboratoire de vecteurs de base (X, .5, Y as. Z) €t d’axes

(Xag Yias: 2) ; 2°2%° qui correspond au référentiel tournant de vecteurs de base (X ogs, Yops: Z) €t
d’axes (Xogs: Yogs: Z) ; =" qui correspond au référentiel 1ié au systéme d’axes propres de vecteurs de

base (Xpps: Yons: Zoas) €tdaxes (Xoas, Yons: Zons) ; 2V qui correspond au référentiel lié & la

turbine de vecteurs de base (Xyas: Ymas: Zmas) €t d°axes (Xyas, Ymas: Zmas) -

27
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w >0 . (1.94)

Ce champ B, perpendiculaire a B,, peut &tre décomposé en deux champs B, et B,
animés d’un mouvement circulaire, respectivement a la vitesse angulaire +w, et —w,
(Fig. 1.4) :
B, =2B,cos(wt+d)%X, s
- Bl{e‘(“’f““’) _ei<w,t+¢)})~(LAB
= B,{cos(w, t + ) +isin(w,t + O} X s
+B,{cos(w,t + ) —isin(w,t + O} X s
= B, {cos(w, t + )X g +SiN(0,t + 0) Y ue}
+ B {cos(w,t + 0)X x5 —SIN(W, T+ )Y ae} - (1.95)
Soit,
B.= B,{cos(,t + 0)X x +5IN(00,t + )Y ae)
EB, = Bu{oos(@,t+ )% ag —sin(w,t+ 9)Yad)

Si on adopte cette décomposition, il est raisonnable d’envisager que seul le champ Bl

(1.96)

tournant dans le méme sens que lI'aimantation nucléaire soit susceptible d’agir sur cette
derniére (i.e. la rotation négative).

Pour rendre compte d’une expérience de RMN, on peut donc envisager un champ

LAB
2

B, orienté selon la direction Z du référentiel ( ) et un champ B, animé d’un

mouvement circulaire, a la vitesse angulaire —w, , dans le plan (X .z, V. .g) dece

>“*8). le mouvement de l'aimantation nucléaire

méme référentiel. Dans le référentiel (
en présence de ces deux champs magnétiques est complexe.
Pour pouvoir suivre plus facilement le mouvement de I'aimantation nucléaire, on

définit le référentiel (Z°°°) formé par les trois vecteurs (X s, Yogs: Z) tournant dans le

sens négatif autour de 7, a la vitesse angulaire —w, , tel que le champ B, y apparaitra

ZOBS

stationnaire (Fig. 1.5). Le référentiel ( ) est appelé simplement référentiel tournant

par la suite.
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YiaB A_ Wt .
Yoss
XoBs X AB
> _) '
XLAB ~0 O
XoBs
B,

Fig. 1.4 : Décomposition d’un champ magnétique  Fig. 1.5 : Définition du référentiel tournant (=°%5)
B, polarisé selon X, ,, en deux champs tournants dans lequel B, et Bl sont stationnaires. At =0,

B, et B, . (=°55) et (=) sont confondus.

D’aprés Canet (p92-97 [13]), I’équation du mouvement de I’aimantation

nucléaire, exprimée dans le référentiel tournant, est de méme nature que celle qui

prévaut dans le référentiel (Z-°

), a condition de substituer au champ magnétique
B, + B, un champ magnétique effectif B, (Fig. 1.6). En effet dans le référentiel
tournant (£°%%), I’aimantation nucléaire est animée d’un mouvement de rotation

active négative autour de B, (on parlera de nutation)  la fréquence angulaire :

-V :—yBEff =_\/y2812+(000—00r)2 (|.97)
nt 2T 2T '

B, faisant avec I’axe z.4 unangle 8 tel que,

go=—YBr (1.98)
W, — W,

On suppose que la fréquence angulaire du champ Bl, w, / 2, est suffisamment proche
de la fréquence de Larmor v, qui généralement se situe dans le domaine de la dizaine &
la centaine de MHz — c’est la raison pour laquelle on parle de champ radiofréquence — et

que son amplitude soit suffisamment importante pour que yB, >> |oo0 - oor| . Dans ces

conditions, B, coincide avec B, et la fréquence de nutation v, (1.97) est simplement
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égale & w, /211, 00 W, est I’amplitude du champ radiofréquence B, exprimée en vitesse

angulaire :

w; =YB;, . (1.99)

A Fig. 1.6 : Champ magnétique effectif B
dans le cas ou la rotation du vecteur
aimantation s'effectue autour du champ
magnétique et en utilisant la convention
main droite. A la résonance @, =B, et
B,; setrouve en B,. Nous avons indiqué
le vecteur rotation Q. lié champ effectif
Bl B, utilisé par I'autre convention (note de
9 bas de page (1)) ou la rotation du vecteur
Qeﬁ aimantation s'effectue autour du vecteur
rotation et en utilisant la convention main
droite. A la résonance @, =B, et Q_, se
trouve en Q, =B, .

o]}
o
|

D
Yo << |,8l

Pour obtenir les hamiltoniens H7 (t) et H,(t) associés aux couplages des spins

avec les deux champs magnétiques radiofréquences B, et B,, on utilise les deux

relations de (1.96). On a dans (Z-*®),

EH (1) =-yI.B, = -w, {Ix cos(oo,t + ) + 1, sin(w, t + ¢)}

0 .- (1.100)
FH. (1) =-yl.B, = -y, {Ix cos(w, t +¢) =1, sin(w,t + ¢)}

D’apres les tableaux 1.2 et A.1.1, on a,
CH3 (1) =~ exp{=i(o, t+§)1 }H, exq i(w t + )1} (1.101)

T, (1) = ~o, expfieo,t + )1}, exf (et + )1}
Si I’on compare les opérateurs exponentiels de ces équations avec le sens de rotation des
deux composantes du champ I§p, H* (t) est associé & la rotation active positive de B,
autour de B, alors que H,(t) est associé a la rotation active négative de B, autour de

B, . Ces derniéres remarques confirment bien ce que 1’on a envisagé pour I’opérateur

exponentiel (8. 1.4).
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1.5.2. Hamiltonien radiofréquence dans le référentiel tournant

Dans le référentiel laboratoire (), le référentiel tournant (=°°°) li¢ a B,
effectue une rotation passive négative d'un angle —w,t autour de Bo et les opérateurs
de spin sont fixes. L’hamitonien radiofréquence H, (t) (1.100) défini dans (Z"*®) traduit
I’interaction des spins avec B,. Il peut se mettre sous la forme matricielle,

cos(w,t +¢)
Ho®) = (I, 1, 1,)5sin(t+0)0 . (1.102)

i o f
On obtient I'hamiltonien radiofréquence HY dans le référentiel tournant (=°%°) en
imposant que le champ magnétique B, soit fixe. Par conséquent le systéme de spins
effectue une rotation active positive d'un angle w,t autour de I§O. Mathématiquement,
on multiplie la matrice-ligne représentant I’aimantation (IX l, IZ) par la matrice

rotation active correspondante :

B:osw,t —-sinw,t O%COS(wrtﬂb)H
—m,f(lx I, IZ)[;sinwrt cosw,t  Orrfsin(w,t+¢)0

H o o 1 o H

Hcoscl)H
—(;)rf(lX I, IZ)[rsincI)D:—o)rf{lxcosq)—lysinq)}

10§
exp(i91,)(-w, 1, ) exp(-iol,) . (1.103)

On peut aussi utiliser la seconde relation de (1.101). Car HY et H, (t) sont reliés par la

@
H R

relation suivante :

HY = RH,()R™ | (1.104)
avec,

R = exp(-iwtl,) , (1.105)

on remarque que R permet d’éliminer le temps t dans H, (t) dans (1.101). Soit,

HE = exp(idl,)(-w, 1 )exp(-ipl,) . (1.106)
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Il est dés lors possible d’imposer & I’aimantation nucléaire M le mouvement de

ZOBS

rotation de son choix dans ( ). L’aimantation M est tout d’abord basculée dans le

plan (X s, Yoss) Par le champ B, , ce qui correspond & une rotation active négative de
I’aimantation M autour de Bl (Fig. 1.7). L angle de basculement ou angle de rotation
w,t dépend de la durée d’application t de B,. Le récepteur détectant le signal se trouve
le long de ¥ oss. Le champ B, est supprimé au temps t = t,,. de maniére a obtenir

W, te = T0/2, 0N observe alors le retour & I’équilibre de I’aimantation suivant B,. La

composante de I’aimantation nucléaire dans le plan (X g5, Yogs) induit dans la bobine

le signal de précession libre (FID : free induction decay) qui décroit avec le temps.
Plus généralement, avec notre convention ou la rotation du vecteur aimantation

s'effectue autour d'un champ magnétique et la convention main droite, appliquer
une impulsion X a I’échantillon signifie que le champ B, associé se trouve sur I'axe
Xogs du réferentiel tournant et que I’angle de basculement est —w, t. En d'autres

termes, a la fin de I'excitation du systéme de spins par une impulsion X d’angle de

basculement — w,ty,. = — Tt/ 2, le vecteur aimantation se trouve sur lI'axe Y gs-

ATTENTION : En RMN impulsionnelle traditionnelle, on applique la convention
main gauche et I'axe de rotation du vecteur aimantation est défini par un champ
magnétique. Par conséquence, le sens de rotation du vecteur aimantation est le
sens inverse du sens trigonomeétrique qui est utilisé en mathématique (rotation main
droite) et que nous avons adopté. Par exemple, pour une impulsion X de 90° on note

traditionnellement I’angle de basculement par w,t,,. = T/2. Par contre avec notre

convention qui respecte le sens trigonométrique, une impulsion X de 90° sera notée

—w,t=-172 ; puisque w, >0ett>0".

) Rappelons que nous avons choisi la convention w, = yB, avec H, =-w; 1, , ainsi le mouvement de

précession d’un noyau de rapport gyromagnétique y >0 correspond a une rotation négative autour de

B, . Si I’on prend la convention ), =-yB, avec H, = w, 1, , le mouvement de précession d’un noyau de

y >0 correspond a une rotation positive autour du vecteur rotation défini par f)o =-yB,.
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Il est possible de sélectionner a volonte I’axe de rotation de I'aimantation en appliquant
une impulsion ¢ ; une impulsion ¢ signifie que le champ B, se trouve sur un axe

faisant un angle ¢ avec I’axe Xgs. Pour cela il suffit de modifier la phase ¢ de

I’émission radiofréquence. Avec un déphasage de ¢ =180°, le champ B, se trouve le

long de —X s, & la fin de I'excitation du systéme de spins par une impulsion d’angle de

basculement — w,ty,. = — 11/ 2, le vecteur aimantation se trouve sur lI'axe =Y zs. On

obtient,

HY =w,l (1.107)

X
C'est I'hamiltonien radiofréquence d'une impulsion —X.

De méme avec un déphasage de ¢ =90°, le champ B, se trouve le long de
—Yoss a la fin de I'excitation du systeme de spins par une impulsion d’angle de
basculement — w,ty,. = — 11/ 2, le vecteur aimantation se trouve sur l'axe Xgs. On

obtient,

HY = w,l, (1.108)

C'est I'hamiltonien radiofréquence d'une impulsion =Y.

© Par contre, pour l'autre convention ol la rotation du vecteur aimantation s'effectue autour du vecteur

zOBS

rotation et la convention main droite positive (hote de bas de page (1)), le référentiel (X~=°) est déphasé de

180° par rapport au référentiel (Z°), ainsi I’axe X ogs S€ trouve en —x, s (Fig. 1.4). Appliquer une
impulsion X & I’échantillon signifie que le vecteur rotation Q, se trouve sur I'axe X o5 du référentiel
tournant et que I’angle de basculement est w,t . En d'autres termes, a la fin de I'excitation du systéme de
spins par une impulsion X d’angle de basculement w,ty,. = 11/ 2, le vecteur aimantation se trouve sur
l'axe — y g - Ces différences sont dues au fait que le champ I§1 et le vecteur rotation sont de sens opposé

pour un noyau ayant un rapport gyromagnétique positif (Fig. 1.6). La convention ou la rotation du vecteur
aimantation s'effectue autour du vecteur rotation est de plus en plus utilisée parce qu'elle est appliquée en

RMN haute-résolution liquide.
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5 B AZ
B
2 Zoss Bo’) OBS
Bl ....... t
Tt Il (VI iy 1§
""" . wrft = _E "
\ 4 ' >
» > M Yoss
M Yoss \
XoBs %
OBS Y

Fig. 1.7 : Mouvement de I’aimantation Fig. 1.8 : Mouvement de I’aimantation
nucléaire M, & partir de I’équilibre sous nucléaire M, & partir de I’équilibre sous
I’effet d’une impulsion +X d’angle +772 I’effet d’une impulsion +X d’angle +77
(convention RMN) ou — 772 (convention (convention RMN) ou — 77 (convention
mathématique). mathématique).

1.5.3. Cas d’une impulsion +X

L’etude d’un nouvel échantillon exige la détermination de la durée d’impulsion
correspondant & un angle de basculement de 90° (w, ty,. = 11/ 2) et cela afin d’obtenir la
valeur de wy . En effet cet angle permet de placer I’aimantation nucléaire dans le plan
(Xoms» Yors) OU le détecteur se trouve sur I'axe Y, . On obtient alors un signal
maximum®.

Que devient le signal de précession libre aprés la disparition du champ B, ?

Si le systéme de spins n'est soumis a aucune interaction, I'aimantation restera sur l'axe
Voss - Mais I’inhomogénéité du champ B, percue par I'échantillon, 8B, induit

difféerentes frequences de précession provoquant I’apparition de paquets de spins

® En fait, il est plus facile de déterminer la valeur de la durée d’impulsion correspondant & un angle de
180° et d’en déduire la valeur de tgy. Car aprés cette impulsion I’aimantation se trouve sur I’axe -z, le
signal détecté est pratiquement nul (Fig. 1.8) et est indépendant de la relaxation spin-réseau T, .

En effet si le systeme de spins n’a pas le temps de relaxer (i.e. que la durée entre deux impulsions est trop
courte pour permettre aux spins de revenir a leur état d’équilibre), alors la durée tgo- ne donnera pas le
signal maximal attendu. Il faut en général que la durée entre deux impulsions soit supérieure a 5 fois le

temps de relaxation spin-réseau.
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déphasés les uns des autres. Le signal de précession nait de la somme de toutes les
portions de I’échantillon et comme tous les paquets n’ont pas le méme déplacement, la
résultante du signal décroit.

D’apreés les solutions des équations de Bloch (1.109), le signal de précession libre
décroit exponentiellement avec la constante de temps de relaxation transversale T, de
I’ordre de 1/(ydB,) (Canet p99 [13]),

(M, =M, exp(-t/T,)coswt
y =Mgexp(-t/T,)sinwt (1.109)
%\/IZ = Mo{l—exp(—t/Tl)}
ol w= w, —w, est la vitesse angulaire dans le référentiel tournant. Rappelons que T,,
temps de relaxation longitudinale, contréle le retour de I’aimantation nucléaire vers sa
position d’équilibre, alors que T, contrdle la destruction de I’aimantation nucléaire

transversale.
La technique d’écho de spins utilise une seconde impulsion pour éliminer I'effet
de 0B, (8. 1.7).

[.5.4. Référentiel tournant

D’apres Slichter (p29-31 [12]) il est intéressant de se placer dans le référentiel
tournant a la vitesse angulaire —w, (w, >0) ou Bl semble étre stationnaire. On choisit
le cas ou ¢ =0 et on étudie la transformation de I’équation de Schrodinger (1.41) par

une rotation et pour cela on va utiliser I’opérateur exponentiel (§. 1.4). Dans (Z-*®

), ona

un champ B, tournant & la vitesse angulaire —w, et un champ B,. Si I’on prend les

notations précédantes (1.72) et (1.101), I’hamiltonien total du systeme est,
H=H,+H,(t)

=-w,l, —w, exp(iw,tl,)l, exp(-iwtl,) (1.110)
ou H, est I’hamiltonien Zeeman lié¢ a Bo et H,(t) est lié¢ au champ B, (1.100).

L’idée est, a partir de I’équation de Schrodinger, d’enlever les opérateurs
exponentiels encadrant 1, et de les transférer sur |((t)). D’aprés ce que I’on a vu au

paragraphe 1.4, on peut dire que la premiere relation suivante,
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| e (1) = exp(=ioo tl, )| W(t)) et |P(t)) =exp(iw,tl,)| W (1))
(1.111)

indique que I’on passe de |Y(t)) a [W, (t)) par une rotation d’un angle négatif —wt,
c’est-a-dire une rotation passive négative (puisque c’est le méme temps t dans |l|J(t)> et

|Wk (1))). En dérivant la seconde relation de (1.111), on obtient,

S0 =i, explion 1) e (0) +expli 1) LW () (1112)

Si I’on remplace dans I’équation de Schrodinger (1.41), |L|J(t)> par (1.111) et H par

(1.110), on obtient,

1)) =iyl +a, expliatl, )1, exp(-ic, b, } expliea th, )| (1)
GV

(1.113)
L’égalité (1.113) = (1.112) donne,
i{(*)Olz + wrf exp(i(*)rtI z)lx eXp(—i(k)rtl z)} eXp(i(A)rtl z)| qJR (t)>
= i, explio) ) e (0) + expliootl,) S Wa®) - (1114)

En multipliant a gauche tous les termes de cette egalité par exp(-iw.tl,), on obtient,

%|wR(t)>:—iHR|wR(t)> , (1.115)

He =~ — 0 )I, -y, (1.116)

Dans cette équation la dépendance temporelle de B, a été éliminée, on est dans le
référentiel tournant. En RMN, on appelle I’offset la différence :

OW= W, — W, (1.117)

r
On verra dans le paragraphe traitant la matrice densité I’influence pratique de I’offset
(Fig. 1.10, 8. 1.6.4.e). Lorsque I’offset est nul on se trouve bien a la résonance puisque

W, =Wy,
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Il est & noter que I’on trouve aussi H sous la forme généralisée®),

HR=RHR‘1+ig§@2‘1 avec R =exp(-ietl,) | (1.118)

cette expression vient de la matrice densité (1.163). Une solution de I’équation (1.115)

est du type,
|We (1)) =exp(-iH 1) We (0)) . (1.119)
Appliquons, pour un spin %2, cette démonstration liée au passage dans le

référentiel tournant dans le cas d’une impulsion +X d’angle —w,t a la résonance
(W, =w, et Hy =HY =-w_1 ). Le signal est détecté suivant I’axe y s (Fig. 1.7). En
utilisant (1.119) et le tableau 1.2, nous obtenons,
(1, (0) =W O |w: ()
= (Wr (0)|exp(-iw, t1,)1, exp(iw, tl, )| Wg (0))
=(Wg (O)|(Iy cosw, t+1,sin oorft]LpR (0))
=(1,(0))cos ot +(1,(0))sincot . (1.120)

Si I’aimantation est le long de I’axe Z,g5 at=0, alors (1,(0)) =0 et

(1) =(1,0))sinc,t (1.121)
etsi t =1/(2w,), alors®),
(1,(1)=(1,0) . (1.122)

“ On trouve parfois dans le littérature (Munowitz et Pines p13 [10]y Iéquation (1.118) sous la forme,
_ . [PV .
Hy = U;'HU, —|U01566—t°5 avec U, =exp(~iH,t) .
0 0

™ Notons que I’on peut aussi développer les vecteurs d’état. Gerstein et Dybowski (p51-52 [9])
déterminent les composantes de I’aimantation nucléaire a partir des vecteurs d’état et de I’équation de

Schrddinger.
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1.5.5. Représentation d’interaction

D’aprés Gerstein et Dybowski (p69-74 [9]), I’idée consiste a se placer dans un
référentiel ou il n’y a pas d’interaction dépendante du temps i.e. revenir au point de vue
de Schrodinger. Pour cela, on fait une ou plusieurs transformations qui accomplissent
une succession de déplacements et qui prennent en compte des portions sélectionnées de
I’hamiltonien décrivant le systeme. On va appliquer la représentation d’interaction

Zeeman au cas précedent,
H=H,+H(t) =-wl, —w, exp(iwtl,)l, exp(-iw,tl,) . (1.123)
Par transformation dans le référentiel tournant de I’interaction Zeeman, le champ
Zeeman est annulé dans la description du systeme lié a ce référentiel. Le champ

radiofréquence est stationnaire dans ce référentiel transformé. Si t, =0, (1.58) se
transforme en,
[B(1)) = U™ (0)]w(D)) = exp(=icgtl, )| w(D)) . (1.124)
L’equation (1.61) devient,
< B) = A9 B)
= exp(=iw,tl,)H, (t) exp(ioy,tl, )| P(t))
=~y exp(=iwytl, ) exp(iod tl, )1, exp(=iw,tl, ) exp(iwptl, )| P(t))
= —w, exp{—i(00, — )t} ex i(w, —w, )t} |P(t))
= -y, {IX cos(w, = w, )t +1, sin(wy, - (or)t}|fp(t)>

(1.125)

En remplagant H, (t) dans (1.125) par son expression dans (1.123) et pour w, = w, (i.e.

que I’on se place a la résonance), on obtient,

1B0) = -0, 1L J30) (1.126)
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Si I’on reprend I’equation correspondant au passage dans le réferentiel tournant (1.115)

et que I’on se place a la résonance,

i%|wR(t)>:—wrflx|wR(t)> . (1.127)

Dans ce cas, on remargue que passer dans le référentiel tournant revient a une

représentation d’interaction™, en effet,

HY = -, 1, =HY et [D(D)=|ws () . (1.128)

™ pour Goldman (p111-112 [1]) notre définition de la représentation d'interaction Zeeman et notre
transformation dans le référentiel tournant du champ radiofréquence correspondent respectivement au

point de vue de Heisenberg et a la représentation d'interaction qu'il a définis.
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|.6. Matrice densité

La dynamique de spins isolés peut étre decrite en terme de mouvement classique
du vecteur aimantation nucléaire. Mais pour décrire un ensemble de spins, il est
nécessaire de recourir au formalisme de la mécanique quantique ou un état du systeme
est exprimé par un vecteur d’état, ou plus généralement par I’opérateur densité.

Lorsque le systeme de spins peut se ramener a un vecteur — aimantation nucléaire

de composantes M,, M, et M, - les mouvements de précession et de nutation

peuvent étre décrits par les équations de Bloch (Canet p97-99 [13]). Mais lorsque I’on
doit prendre en compte tous les systémes constituant I’échantillon et considérer les

différents états d’un systeme on utilisera I’opérateur densité.
1.6.1. Opérateur densité

La discussion théorique qui va suivre est basée sur I’opérateur densité, qui
permet une description commode de la dynamique d’un systeme quantique. Cet
opérateur permet une description simple du mélange statistique d’états. D’apres Ernst
et collaborateurs (p9-12 [14]), pour définir I’opérateur densité d’un systéme quantique

entier et dériver I’équation de mouvement, on utilise I’équation d’évolution de

Schrodinger dépendante du temps (1.41) d’un vecteur d’état |L|J(t)> :

1) = -HOW) (1.129)

H(t) est I’hamiltonien, c’est-a-dire I’opérateur d’énergie total du systéme, qui est lui-
méme dépendant du temps. Pour définir I’opérateur densité on doit étudier deux cas

particuliers :

(1) Dans le cas idéal d’un état pur, I’état du systeme est parfaitement connu. Tous les

systemes de spins de I’ensemble des systémes constituant I’échantillon sont dans le

méme état et peuvent étre décris par le méme vecteur d’état normaliseé |l|J(t)> avec

(W(t)|w(t)) = 1. Alors I’opérateur densité correspondant p est défini par le produit du

ket |L|J(t)> et du bra <L|J(t)|,
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p(t) =W W) = ch (O Ok)[ (1.130)

(2) La situation est différente pour un mélange statistique d’états, c’est-a-dire pour un
ensemble a I’équilibre thermique. Ici on ne peut qu’indiquer que la probabilité p® qu’un
systéeme de spins de I’ensemble des systémes constituant I’échantillon se trouve, parmi
tous les états possibles du mélange statistique, dans I’état |L|Jg (t)> . L’opérateur densité

est une moyenne sur I’ensemble :

pEt) = pelwt M)W ()]

= z p? Z z Cy (t)c?* (t)| k><j| :Z z Cy (t)cjg.* (t)| k><j| . (1.131)
g J J
ou z p? =1, et la barre représente une moyenne sur I’ensemble des systemes

constituant I’échantillon.

La signification physique de I’opérateur densité peut étre appréciée en
considérant les eléments de matrice dans la base orthonormée {| j>} . Pour un état pur on
obtient d’apres I’équation (1.9) :

(rlp(®)[s) Z > (s )(rlk)(j[s) =c. (Dec() (1.132)
et pour un mélange statistique :
(rlp[s) = pec?(t)ed (1) =c? (e () . (1.133)

Il est clair que p(t) est un opérateur hermitien :

(rlp(t)ls) = (slp()r)” . (1.134)
En particulier une interprétation simple de la matrice densité est possible dans la base
des états propres de I’hamiltonien H. Les éléments diagonaux :

=(rlp)|r) =le, (V)" =P, , (1.135)

sont des nombres réels positifs qui représentent la probabilité de trouver, lors d’une

mesure, le systéme dans I’état |r), ce systéme étant initialement dans I’état |r). P. est la

population de I’état |r). Ces nombres réels positifs sont nuls si tous les |cr (t)|2 sont

nuls. Pour les éléments non diagonaux :
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=(rlp(t)s) =c. (ec(®) (1136)
ce sont des nombres complexes qui traduisent les effets d’interférence entre les états |r)
et |s) qui peuvent apparaitre lorsque I’état |ng(t)> est une superposition linéaire

cohérente de ces états. Ces éléments non diagonaux sont souvent désignés sous le nom

de cohérence. L’élément de matrice p,(t) est I’amplitude complexe de la cohérence
exprimée par I’opérateur |r)(s|. De plus une cohérence peut étre associée a une
transition entre deux états |r) et |s). Cette notion de cohérence a déja été développée

dans les chapitres I et 111 du tome I.

Parce que les vecteurs d’état sont normalisés :
(W|w) = ZIC ®° =1, (1.137)

la trace de la matrice densité est aussi égale a I’unité,

n

tr{d = ip” =5 P =1. (1.138)

r=1

1.6.2. Equation d’évolution de I'opérateur densité

D’aprés Ernst et collaborateurs (p12-13 [14]) I’évolution dans le temps de
I’opérateur densité se déduit de I’équation de Schrodinger (1.41) et (1.43) :

<0 = E5w0) o)+ wo) 2wl

= =iH (| WO )W)+ WO ) WO [HD) | (1.139)

() =-ilH(, pC0)] (1-140)

Cette équation différentielle s’appelle I’équation de Liouville-von Neumann ou
plus simplement I’équation d’évolution de I’opérateur densité. Elle a une importance
centrale dans le calcul de la dynamique des systemes quantiques. On peut remarquer la
similitude entre cette équation et celle de Schrodinger (1.41) mais on ne retrouve pas

cette correspondance avec celle d'Heisenberg (1.54), le commutateur est inversé. De
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plus ici I’opérateur densité est defini par le vecteur d’état (1.130) alors que pour
Heisenberg cet opérateur est indépendant du vecteur d’état. D’aprés Ernst et

collaborateurs (p72-75 [14]), une solution peut étre donnée par,

p(t) = U(t)p(OQ)U() ™ (1.141)
ou,

u(t) = Texp{— i I;H(t’)dt'} . (1.142)
T est I’opérateur de Dyson ordonnant le temps, qui définit une méthode pour évaluer
les fonctions exponentielles dans le cas ou les hamiltoniens a des temps différents ne
commuteraient pas ([H(t'), H(t”)] #0). La théorie de I’hamitonien moyen permet de

rendre un hamiltonien indépendant du temps. En effet I’évolution d’un systeme est

gouvernée par un hamiltonien H(t) dépendant du temps. Peut-on alors déterminer un

hamiltonien moyen capable de décrire I’évolution effective du systeme dans un

intervalle t. ? Cet hamiltonien devra alors étre indépendant du temps dans cet intervalle.

Un développement qui permet d’obtenir cet hamiltonien moyen H est donné par le
« développement de Magnus ». En utilisant cet hamiltonien moyen indépendant du

temps I’expression de U(t) devient :
u(t) = exp(-iFit) . (1.143)
On retrouve I’opérateur exponentiel qui correspond ici a I’opérateur d’évolution.

Si on utilise les conventions choisies dans (8. 1.6.1) pour H,, on peut écrire :
PrLag (t) =exp(=iH t)p g (0) exp(iH,t)
= exp(iwptl, )P ag (0) exp(=iaytl,) (1.144)

ou H, est I’hamiltonien Zeeman.

1.6.3. Valeurs moyennes d’une observable

Ernst et collaborateurs (p13-14 [14]) indiquent que pour des vecteurs d’état
normalisés, la valeur moyenne (A) de I’opérateur associé a une observable arbitraire A

est:

(A=Y p{wemalwe ) (1.145)
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Or de facon genérale, pour un état pur la valeur moyenne de A, a I’instant t, est,

(A) = {wolAwm) = 3 3 e (e, O Als) (1.146)
d’ou pour un mélange statistique d’états,

A) = ; p* (t)Z Z c(t)e (t)(r|Als) (1.147)
et d’apres (1.133),

=2 2 (sliririAls) = 3 (sl(Als)

(A) =tr{p()A} . (1.148)

La valeur moyenne d’une observable est évaluée par la trace de la matrice produit de
I’opérateur associe a I’observable et de I’opérateur densité. L équation (1.148) est liée au
point de vue de Schrodinger. En effet la dependance du systéeme par rapport au temps
est donnée par I’opérateur densité (lié aux vecteurs d’état) tandis que I’opérateur A est
indépendant du temps. D’aprés Ernst et collaborateurs (p13 [14]) il est possible de
rendre I’observable A dépendant du temps et de retrouver le point de vue
d’Heisenberg. En utilisant I’équation (1.141) et le fait qu’une permutation circulaire

dans la trace n’affecte pas le résultat, on a,
(A) = tr{p() A} = tr{u(p(O) U (t)A}
= tr{p()U* (HAU(D)} = trfp(O)A(t} | (1.149)

ou I’opérateur d’Heisenberg A(t) est solution de I’équation (1.56).
1.6.4. Référentiel tournant et représentation d’interaction
I.6.4.a. Référentiel tournant
A partir de Slichter (p165-169 [12]) on va examiner la transformation que subit
I’équation différentielle de I’opérateur densité lorsque I'on utilise le référentiel tournant.

Prenons le cas ou I’hamiltonien total est de la forme (1.123),
H=H,+H,(t) =-w,l, —w, exp(iwtl,)l, exp(-iwtl,) , (1.150)
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ol H, est lié au champ B, et H,(t) est lié au champ B, . Dans le référentiel du

laboratoire (Z-*®), on a (1.140),

dp _ .
i i[H o] . (1.151)

En introduisant R = exp(—iw;tl,), défini par (1.118), dans I'équation ci-dessus on a,

(:Tf = _i{(_(‘oo , ~WRTLR)p—p(-w, |, —w, R‘llxR)} : (1.152)
Afin d’éliminer I’opérateur R dans (1.152) on definit une nouvelle variable,
P =RPR™ ou p=R7pR . (1.153)

On dérive cette nouvelle expression de p,
‘i—f:iwrlzR‘lpRRm‘l%R—ier‘lpRlzR . (1.154)

Aprés avoir multiplié & gauche par R et & droite par R ™ les deux membres de I’égalité
obtenue de (1.152) = (1.154), puis en utilisant le fait que R et 1, commutent et enfin en

introduisant les équations (1.153) on obtient,

i(")olsz +i(*)rf|pr _inpRlz _iwrprlx = iwrlsz + dgtR _iwrpRlz )
(1.155)
soit,
dPe = -i[Hs. pe] (1.156)
dt
Hg :_((*)o_(*)r)lz_(*)rflx (1.157)

L’opérateur densité est exprimé dans le référentiel tournant (Z°°

). Les expressions
(1.151) et (1.156) ont la méme forme. Comme H est indépendant du temps, une
solution de (1.156) est,
P (t) =exp(-iH;t)pg (0)exp(iHLt) . (1.158)
On va généraliser cette démonstration. De (1.151) = (1.154) on a,
iw !, R'pR+ R-ldstRR —iw,R™pgl,R =-iHp+ipH . (1.159)

Or d’apres (1.153),
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iwrlzp+R"1dstRR—iwrplz = —iHp +ipH |, (1.160)
soit,
40Pk
R FR =i(-Hp+pH+w.pl, —wl,p) . (1.161)
Si I’on multiplie & gauche par R, & droite par R et en insérant R 'R entre p et H,

%Pr ~iR(-HRRp+pRRH +wpl, ~w,1,p)R

dt
=i(-RHR"pg +pzRHR™ + w,pgl, —w,1,pz)
= -i[RHR ™ +w 1, , py]
=-i[Hg, Pl . (1.162)
avec,
H. =RHR™ +w,I, :RHR‘1+i§9—T@?‘1 . (1.163)

Cette transformation de similitude, appliquée a I'namiltonien H, laisse I'équation du

mouvement de I'opérateur densité sous la méme forme avec p et H remplacés par p, et

He.

1.6.4.b. Représentation d’interaction

Toujours a partir de Slichter (p163-164 [12]) on applique la représentation

d’interaction au cas de I’opeérateur densité. On se place dans le cas ou,
H=H,+H,(t) =-w,l, —w, exp(iwtl,)l, exp(-iwtl,) . (1.164)
L’equation (1.140) de I’opérateur densité devient,

dp
dt

si H,(t) =0, une solution de (1.165) est,

p(t) = exp(—iH,t)p(0)exp(iH,t) . (1.166)

=~i[H, +H,(t), o] . (1.165)




|.6. Matrice densité

On définit alors une quantité p liée a la représentation d’interaction (8. 1.2.3.),
telle que,
p(t) = exp(-iH)p(t) exp(iH,t) (1.167)

Soit,

p(t) =exp(iH,t)p(t) exp(-iH,t) . (1.168)

Si I’on dérive la nouvelle expression de p(t) dans (1.167),
dp _. . P .
— =1|p, H,|+exp(-iHt Xp(iH,t) . 1.169
o =ilp. ol + exp(-i O R ot (1169)
En reliant cette derniére équation a (1.165),
ilp Ho]+exp<—iHot)§';—fEexpaHot):i[p. Hol+ip, H, ()] . (1170)

aprées simplification par i[p, HO] et multiplication a droite de chagque terme par

exp(—iH,t) et & gauche de chaque terme par exp(iH,t), on obtient,

-, 7] . (1471)

H® = exp(iH,t)H, () exp(-iH,t) = exp(-ico,tl, )H, (t) exp(ico,tl )
(1.172)

On remarque alors que p ne dépend plus explicitement de H, (t) mais la dépendance
temporelle est gouvernée par H® . Une solution de (1.171) est du type,
B(t) = exp(=-iHYt)p(0) exp(iH®t) . (1.173)
Si le systeme posséde d’autres interactions, on procede de la méme facon pour se
retrouver dans le référentiel adéquat. On remarque qu’a la résonance (0w, = w,) se

placer dans le référentiel tournant revient a une représentation d’interaction. En effet de
(1.153) et (1.168) on déduit,

B(t) = exp(=iw,tl, )p(t) exp(iox,tl,) = pg (1) (1.174)
ainsi que des équations (1.157) et (1.172),
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HY = -1, =H® | (1.175)
1.6.4.c. Opérateur densité a I'équilibre thermodynamique

On commence par introduire I’aimantation nucléaire a I’équilibre

thermodynamique (Abragam p2 [15]). L’aimantation nucléaire résulte de la polarisation
de tous les spins de I’échantillon en présence d’un champ statique B, . Il convient donc
d’appliquer un traitement statistique a cet ensemble de systémes. Les différentes
orientations des spins par rapport au champ, décrites par différentes valeurs du nombre
quantigue magnétique m du spin quantifié le long du champ, correspondent a des
énergies magnétiques différentes E . D apres la loi fondamentale de Boltzmann de la
mécanique statistique, les populations P, des niveaux d’énergie sont proportionnelles
a,

exp(-E,, /kT)=exp(yamB, /kT) , (1.176)
ol k est la constante de Boltzmann (k =1,3806x107°J.K™) et T la température absolue.
L’aimantation nucléaire résultante d’un échantillon contenant N spins sera,

imexp(yhmBo/kT)
M, = Ny# o= , (1.177)

3 exp(yimB, /kT)

m=-1|

Une évaluation numérique de I’argument de I’exponentielle permet de justifier
I’approximation,

exp(yzmB, /kT) =1+ (yamB, /kT) , (1.178)
pour les températures usuelles (hypothése dite de « hautes températures »). On en déduit

une nouvelle expression M,

|
2

m
_ Ny’#’B, mZ, _ NY*R*B,I(1+1) _
KT  21+1 3kT

M, XoBo (1.179)
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ou X, est la susceptibilité nucléaire statique. La proportionnalité de x, a /T constitue

la loi de Curie®. A I’équilibre thermodynamique :

0(0) = %exp(—Ho IKT) = —1—exp(yiB, 1, IKT) . (1.180)

21 +1
De (1.153), on obtient,

P (0) = TR 1exp(-iwrtlz)exp(vh80|z IkT)exp(iotl,) = p(0)
(1.181)
L approximation des hautes tempeératures donne,
1 yiB, |
0) = 1+ L+..) . 1.182
Pa(0) = L+ 2 ) (1.182)
Puisque a t = 0 I’aimantation nucléaire se trouve le long de I’axe z, on a avant
I’impulsion,
pg (0) =yaB,l, /(21 +1)KT (1.183)

le premier terme du développement en série ne donnant pas de contribution au signal.
[.6.4.d. Aimantation nucléaire a larésonance apres une impulsion +X

Nous allons utiliser la matrice densité pour décrire I'évolution d'un systéme de
spins 1/2 excités par une impulsion +X d’angle 172 . L’aimantation nucléaire se trouve
alors selon I’axe y. L opérateur associé a la composante de I’aimantation nucléaire selon

I’axe y est donné par M, = yal, ¥ (Slichter p172 [121), nous avons, de (1.148),

(M, (1) = tlps (yal, } . (1.184)

® Dans la suite du texte pour simplifier les notations, nous utiliserons parfois les approximations

suivantes, My =1, et pg (0) =1, alors nous obtiendrons une aimantation nucléaire 1, tel que,

21 +DKT
0=( 2 2) M
Ny“7B,

) Afin de retrouver la loi de Curie nous introduisons & nouveau 7 dans les équations.
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En utilisant les équations (1.157), (1.158) et le tableau A.1.1, I’équation (1.184)

devient a la résonance (w, = wy) :
(M, (1)) = tr{pg (D)l }
= triexp(iw, 1, )pg (0) exp(—iw, tl, )yl f

tlx) yhBOIZ

o .
=trrexp(lw
Bep( T I+ )KT

exp(—iw, tl, )yal, E
[l

L vyaB, . . O
=tr———exp(in tl. )l exp(-iw.tl I
E(Zl +1)kT p( rf x) z p( rf x)yh YE

0 y?h’B .
=tr O (I sinw. t+1,cosw,t
W(y 't 2 hf )y

OoOonO

_ YA’B,
(21 +DKT
Or d’apres Goldman (p76 [),

(tr{l 5} sinco, t+tr{l, | y} A t) . (1.185)

wfii}=0 et vfid=efi} ={} :%|(|+1)(2|+1) , (1.186)

donc

242

_Y'B, :
(M, (1) = T I(1+D)sinw,t . (1.187)

Si t=1/(2w,), alors,

_Y'1’°B,
3kT
on retrouve ici une loi de Curie (1.179).

(M, (1)) I(1+2) (1.188)

[.6.4.e. Aimantation nucléaire hors-résonance aprés une impulsion +X

A partir de Gerstein et Dybowski [°] on généralise cet exemple. Pour simplifier
les équations on considére, pour une impulsion quelconque +k, que I’amplitude du

signal est donnée par une relation du type,
(1) =tr(pgly) (1.189)

on va montrer, & partir du référentiel tournant, comment évaluer les différentes traces.

Dans le référentiel tournant on a les relations (1.157) et (1.158),
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Hy = —(w, —w)Il, —w,l, =—-0wl

X

M (1.190)
Pg (1) =exp(—iHLt)p, (0)exp(iHt) . (1.191)
On peut alors considérer que H est le couplage des spins avec le champ effectif,
B, =K +w,i |, (1.192)
(Fig. 1.9). Le champ éeﬁ se trouve le long de I’axe incliné z' obtenue par rotation
passive positive de I'axe Z ;s d’un angle 6 par rapport a I’axe y . L 0opérateur

rotation lié a cette rotation passive positive est donné par I’équation (111.52),

U =exp(iol,) . (1.193)
z>OBS A (:

' -
z B, - Vr

Beﬁ Fig. 1.9 : Champ magnétique effectif B

(& la résonance : @, =B, ).
%
yOBS

—

XOBSK B,

On détermine I’hamiltonien lié a ce référentiel incliné en se servant du tableau A.1.1,
HY = exp(iBl, )H exp(=ibl,)

=exp(ifl, )(-dwl, — w1, )exp(-ibl,)

= w1, cos® -1, sin6) +w, (I, cosO +1, sin B}

={I, (w, cos®—3wsinB) + 1, (dwxcosO + w, sin O} . (1.194)
A I’équation (1.191) on remarque I’on a besoin de connaitre I’exponentiel de
I’hamiltonien H? . La représentation matricielle de cet hamiltonien n’est pas diagonale.
Or mathématiquement il n’est pas possible de déterminer I’exponentiel d’une matrice
non diagonale. Pour obtenir H? sous forme diagonale, il faut annuler la composante
I, pour ne plus avoir que 1,,

W, C0SO—-0wsin®=0 , (1.195)

o1
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qui donne comme solution,

%in e - wrf - wrf
0 Jo 2 +00 (ol
U

tgo = (1.196)
oW B:ose _ dw _ dw
5 Jo t+36 (W
W, =W, +0a . (1.197)
Si I’on introduit ces deux solutions dans H, on obtient,
wZ
H® = - e2 |, =-w,l, (1.198)
W

Pour continuer le calcul nous pouvons procéder de deux fagons :

(1) Nous pouvons considérer que p,(0) n’est pas définie a priori et nous calculons

chaque composante de la réponse du systéme de spins apres une impulsion
radiofréquence. Nous retrouvons ici le point de vue d’Heisenberg (1.149).

Pour une impulsion +X de durée t_, I’amplitude du signal selon I’axe y est

donnée par,
(1,¢,)) = tdpa (21, }

: a2
%—lely -iH@Pt

=trep e o eie|pr (O)e—iely engf)tpeimy Iy %
B S B

_ % -iel, _-iH@Pt, _iel -iel, _iHPt, _iel i

=tr[e e e pr(0)e Ve " re Il O
B : B

- tr%—ielye—iHQtpeielpr (O)e—ielyeiH<F3)tpeiely Iy% . (1.199)
B : H

Cette equation correspond a trois calculs successifs,
(@) nous passons du référentiel tournant au référentiel incling,
(b) nous calculons la matrice densité dans le référentiel incliné,

(c) nous repassons du réferentiel incliné au référentiel tournant.
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Nous allons utiliser une propriété de la trace d’un produit de matrices : la permutation

circulaire des matrices n’affecte pas la trace,

tr{ABG =t{ CAB =... . (1.200)
De cette propriété et des résultats obtenus dans le tableau 1.2, nous obtenons,
[
(1,(ty)) =tr%xp(iely)lyexp(—iely)exp(—ng)tp)exp(iGIy)
0 ly

x pg (0) exp(-i6l, Jexp(iH @t )}

= tr{exp(—imelztp)ly exp(ie, 1,t,)exp(ibl, )pg (0) exp(—iely)}
{

tr (— I, sinw,t, +1, cos (;)etp)exp(iely)pR ()] exp(—iely)}

trlexp(-i61, ) (= 1, sinw,t, + 1, cosw,t, Jexp(ibl, )px (0)f

tr{(-1, cosBsinw,t, +1,sinBsinw,t, +1, cosw,t, ) ps (0)}
=—(1,(0))cosBsin w,t, +(1,(0))sinBsinw,t,
+<Iy(0)>cosooetp . (1.201)
A partir d’ici on impose la valeur initiale pg (0) . Si, at =0, I’aimantation nucléaire se
trouve le long de I’axe z on peut écrire, pour simplifier, que ps (0) =1,,
(I,(t,)) = IysinBsinwyt, . (1.202)

Si nous ne prenons pas les formes simplifiées de I'amplitude du signal (1.189) et de la

valeur initiale de I'opérateur p (0), alors I'expression de 1, correspond a la loi de Curie

(1.188).
Considérons maintenant la composante de I’aimantation nucléaire suivant I’axe

x. Il suffit de résoudre, de la méme fagon que pour I, I’équation suivante,
(L(ty)) = tr{exp(-i6l, ) exp(-iH 21, ) exp(i0l, )y, (0)
xexp(-i6l )exp(iH@t, ) exp(iol )1, }
=(1,(0))(cos* Bcosw,t, +sin’ B) + (1, (0))sin o, t, cos®
+(1,(0))(1-cosw,t,)sinBcosh . (1.203)

Avec la valeur initiale py (0) =1,, nous obtenons,
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(I, (t,)) = Io(L-cosw,t,)sinBCcosO . (1.204)

De méme, considérons la composante de I’aimantation selon I’axe z , a nouveau

il suffit de résoudre I’équation suivante,
(1(t,) = tr{exp(-i6l, ) exp(-iH 21, ) exp(i0l, )y (0)
xexp(-i6l, )exp(iH2t, ) exp(iel )1, |
=(1,(0))(-cosw,t, +1)cosBsin®
- <Iy(0)>sin w,t, sin® +(1,(0))(sin Bcosw,t,, +cos” 6)

(1.205)
Avec la valeur initiale p; (0) =1,,

(I,(t,)) = 1,(sin® Bcos w,t, +cos*6) . (1.206)

(2) La deuxieme maniere de considérer le systeme est de fixer p, (0) et de calculer de

facon générale la réponse des spins apres une impulsion radiofréquence. Nous

retrouvons ici le point de vue de Schrodinger (1.148). Fixons dés le départ la valeur de
pr(0)=1,.
Pour une impulsion +x, la matrice densité est,
Pg (t,) = exp(=iBl, ) exp(=iHt ) exp(i6l )1,
xexp(=iBl, )exp(iHY t, ) exp(i6l,) . (1.207)

Dans ce cas on n’a pas besoin d’utiliser la propriété de la trace (1.200). En utilisant les

tableaux 1.2 et A.1.1, nous avons,
Pr(ty)
=exp(=i6l, ) exp(iw,t,1,)(1, cos6 - I, sin6) exp(-iw,t,1,)exp(ibl,)
=exp(-iBl, )(l, cosO -1, cosw,t, sinO+ 1, sinw,t, sin6) exp(ibl,)
=1, (1—cosBcosw,t,)sinBcosO+ 1, sinw,t sin6

+1,(cosw,t, sin®6+cos’6) . (1.208)



|.6. Matrice densité

OFFSET :
dw/oxs= (W — )/

INTENSITE DU SIGNAL

w/211 = 50kHZ

Fig. 1.10 : Figure du haut : pour une impulsion +x, variation de I’intensité du signal en fonction de
I’offset (5w) pour les composantes de Iaimantation nucléaire selon les axes x, y et z pour (wyt, =77/2
et w, /2m=50kHz ). On remarque que la composante M, est toujours positive quel que soit I’offset et
que cette composante tend vers 1 lorsque I’offset devient trés grand. C’est une fonction paire. Les
composantes M, et M, sont nulles quand I’offset est nul (a la résonance). Pour un offset positif la
composante M, est toujours positive alors que pour un offset négatif elle est toujours négative (en
passant par des valeurs nulles dans les deux cas). C’est une fonction impaire. La composante M, est
maximum quand I’offset est nul (a la résonance). Puis cette composante oscille entre valeurs positives,
nulles et négatives pour tendre vers zéro quand I’offset devient grand. C’est une fonction paire. Figure
du bas : on remargue que cette fonction est symétrique par rapport a I’axe M, suivant que I’offset est
positif ou négatif. Cette courbe indique que pour un offset équivalent ou supérieur & + 3w, , le signal
devient tres rapidement petit.

2 o

0 ay

-0,6 1,2 |\/|y

— Intensité du signal

¢ multiple de
sty =102
w/211= 50kHz
-600<4w<600

_1%
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Alors les trois composantes de I’aimantation sont :

<Ix(tp)>:tr{pR(tp)Ix}:Io(l—coswetp)sinecose , (1.209)
(1,(t,)) = trfpa ()1} = I sinBsint, (1.210)
(1,(t,)) = tr{pR(tp)Iz} =1, (sin® Bcosw,t, +cos’ 6) . (1.211)

Nous retrouvons respectivement les relations (1.204), (1.202) et (1.206).

Les effets de I’offset dw sur I’intensité du signal sont représentés et discutés a la
figure 1.10. Ainsi, il est possible de diminuer I’intensité d'un signal génant en le mettant
hors résonance.

A larésonance, w, = w,, cos@=0 et sin@=1, nous obtenons,

(I, (ty)) =losinwyt, ; (L(t,))=0; (I, (t,)) = l,coswet, , (1.212)
et pour w,t, =172, les équations ci-dessus deviennent,

(L(t)=0 5 (I,(t) =1, ; (I,(t,))=0 . (1.213)
Pour un spin 1/2, nous retrouvons pour <Iy (tp)> les expressions obtenues en (1.122) et

(1.188). Comme nous I’avons déja remarqué plus haut, I, correspond a la loi de Curie

simplifiée.



I.7. Echo de spins

|.7. Echo de spins

D’apres Slichter (p39-43 [12]), la découverte de I’écho de spins en RMN par

Hahn a permis de développer les séquences d’impulsions.
I.7.1. Prédiction de I'écho de spins avec le modele vectoriel

Soit un systeme de spins initialement a I’équilibre thermique. L’aimantation
nucléaire M résultant de la polarisation de tous les spins de I’échantillon est colinéaire
au champ magnétique statique Bo selon I’axe z (Fig. 1.11.a). Il existe une distribution
du champ magnétique statique sur I’échantillon et la valeur moyenne du champ

magnétique est B,. Négligeons les effets de T,.
Soit un champ magnétique radiofréquence B, de vitesse angulaire

W, =w, =yB, at=0.0n suppose que le champ Bl est suffisamment fort pour que la
durée d'impulsion soit négligeable devant la durée de la précession libre. Avec une
impulsion +X d’angle mathématique — 172 ou 1Y2 en RMN, I’aimantation nucléaire
M se retrouve le long de I’axe y (Fig. I.11.b). Si le champ B, était homogene,
I’aimantation nucléaire de chaque portion de I’échantillon resterait orienté selon I’axe y.
Mais I’existence de &B, impose une distribution de fréquences de précession.

Pendant I’intervalle de temps T, I’aimantation dM, liée a une petite portion de
I’échantillon, reste dans le plan (X, y) puisque I’on néglige T,. Mais a lafinde t, la
direction de dM sera en avance par rapport a la direction +y d’un angle (Fig. 1.11.c),

6=ytdB, . (1.214)
Comme 0B, peut étre négatif ou positif I’avance peut étre négative ou positive.

A t =1, on applique une seconde impulsion +X d’angle mathématique — 1t ou Tt
en RMN (Fig. 1.11.d). Alors la direction de dM devient en retard par rapport a la
direction —y d’un méme angle 6.

Au temps t = 21, tous les spins sont en phases. On a reconstruit I’aimantation

nucléaire M (Fig. 1.11.e). On note que la forme du signal & t = 21 est identique & la

S7
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décroissance obtenue apres I’impulsion initiale (Fig. 1.11). La croissance du signal

d’écho juste avant t = 2t est le miroir dans le temps de la décroissance aprés t = 2t.

1.7.2. Prédiction de I'écho de spins avec I'opérateur densité

On va dériver I'écho d'un groupe de spins sans interaction (Slichter p169-
173 [12]), mais se trouvant dans un champ Bo inhomogeéne, avec la séquence
d’impulsions notée mathématiquement (-1/2, — 1) ou (1/2, ™) en RMN (Fig. 1.11).

Pour cela, on se place dans le référentiel tournant (8. 1.6.4) et on utilise les équations
(1.156) et (1.157),

%?i[HR, o] (1.215)
Hy = -1, —w,l, , (1.216)

pour décrire I'évolution du systeme de spins. Durant les deux impulsions, I’hamiltonien

donné par (1.216) peut étre simplifié, si w,; >>w,,

H, = Hg) = -1, (1.217)
Le systeme de spins est a I’equilibre thermique, la matrice densité est
At=0, on applique la premiere impulsion X d'angle mathématique —T172.
De I’équation (1.158), on tire,
Pr (t,) =exp(-iHPt,)pg (0)exp(iHE't,) (1.219)
=exp(iw, t,1,)pg (0)exp(—iw,t,1,)
=exp(i51,)px (Oexp(-i5 1) - (1.220)

Dans I’intervalle 1, on a,
P (T, 1)) =exp(io, Tl,)pg (t,) exp(-ico,Tl,) . (1.221)
Pendant la seconde impulsion X d'angle mathématique — 11, on a,

Pr(ts, T, t) =exp(iTd, )pg (T, t,)exp(-id,) . (1.222)
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Impulsion X d'angle Impulsion X d'angle
mathé_matique -T2 mathématique —Tt

Signal de précession

libre

0 2T
~)

A
N

|
> tl| - N

\ écho

v

Fig. 1.11 : La précession libre est positive puisque I’impulsion X bascule I’aimantation sur I’axe +y ou
se trouve le récepteur. Par contre, I’écho est négatif car il se retrouve en —y. La forme du signal d’écho
juste avant t = 21 est le miroir dans le temps de celle apres t = 27 .
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Enfin,
pr(t, ty, T, t,) :exp{iwe(t—T)IL}pR(t3, T, tl)expE —iwe(t—r)ll
(1.223)
On multiplie & droite et & gauche par exp(itd, Jexp(-im, )=1 le membre de droite de
I’égalité (1.223),
P (t, ty, T, t,)=exp(imd, Jexp(-imd, )
xexpfico, (t— 1)1} exf ird ) exf iw,T1)

><expﬁglX ﬁ)R (0) expﬁ—iglX %xp(—iweﬂz)

xexp(- i, Jexp{-iw, (t - 1)1}
xexp(imd, Jexp(-imd, ) . (1.224)
En utilisant le tableau A.1.1 (Annexe), on obtient,

T U [
eXpQEIXEZeXpE_IEIXE_IV . (1.225)

De cette relation ainsi que celle démontrée en Annexe (A.3), on a,
exp(- i, Jexpfiw, (t = 1)1} exd ird)
= exp{exp(~imd ) ic, (t - T)exp(ird  }
=exp{-iw, (t-1)1} . (1.226)
En introduisant la relation (1.226) dans py (t,t,,T,t,), on obtient,

pr(t, ty, T, t,) :exp(imx)exp{—iwe(t—T)lL}exp{ iooeTIZ)

x|, exp(-iw,1l,) expliw, (t-T) } exd —ird,) . (1.227)
Alors quand t = 21, pi(t, t;, T, t,) devient,
pg (21) =exp(id, )1, exp(-imd, )= -1, (1.228)

Pg (27) est indépendant de w, . Par consequent on observe I’écho. De plus, pg (21) est

la méme que si on avait appliqué une simple impulsion mathématique TY2 ou —T172en
RMN.

Calculons le signal au sommet de I’écho. Des équations (1.184) et (1.228)

déterminons les valeurs de (M, (21)) et <My(2r)>,
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(M, (20))+i(M, (20)) = trfyn(1, +il, )pg (20)}

_ N y#°B, .
=iy kT wf(, +il )1} . (1.229)
Or,
tr(l1,)=0 et t(l,1,)=@+DI1(01+2/3 , (1.230)
on obtient,
. _ONII+D) o
(M, (20)+i(M, (21)) = e VBl = -iXoB, (1.231)

La présence de —ia t =2t indique que la composante de I’aimantation selon I’axe x est

nul, que I’amplitude est la méme que I’aimantation a I’équilibre thermique x,B, et

qu’elle se trouve dans la direction —y. Sur la figure 1.11.e, on remarque que I’écho est

négatif (le récepteur se trouve en +y, I’écho se forme en -y).
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CHAPITRE II ;

Traitements classiques des rotations

Dans le chapitre I du tome I, pour simplifier nos calculs nous serons amenés a
écrire I’hamiltonien Hq lié & I’interaction quadrupolaire, sous forme de tenseur
sphérique irréductible, lors du passage du référentiel du systéeme d’axes principaux du
gradient de champ électrique (Z"°) au référentiel tournant (=°%%). Puisque le
changement de référentiel peut étre considéré comme une rotation et que nous sommes
en présence de tenseurs sphériques irréductibles, nous utiliserons comme outil
mathématique : la matrice rotation de Wigner. Afin de faciliter la compréhension du
traitement quantique de la rotation des tenseurs, ainsi que la théorie permettant d’obtenir
cette matrice rotation de Wigner (chapitre 111), nous allons commencer par étudier
d’une facon classique la rotation. Il est reconnu qu’un phénomene physique reste
indépendant du référentiel choisi, mais le traitement mathématique peut varier selon les
conventions.

Nous commencerons par voir I’importance, lorsque nous effectuons un calcul, de
bien definir les conventions utilisées. 1l existe pour les rotations quatre conventions
principales (8. 11.1) :

(1) la rotation main droite et la rotation main gauche. Convention qui impose le sens de
rotation ;

(2) matrice a une ligne (matrice-ligne) et matrice a une colonne (matrice-colonne).
Convention associée au choix du type de représentation matricielle pour les
coordonnées des objets et les vecteurs de base (vecteur-ligne et vecteur-colonne) ;

(3) référentiel fixe et référentiel mobile. Convention qui définit les référentiels lors du
passage du reférentiel fixe au référentiel mobile ;

(4) rotation passive et rotation active. Convention qui détermine si I’on fait tourner
I’objet ou le référentiel.

Les rotations en mécanique classique agissent sur les vecteurs de base et sur les
vecteurs représentant des objets. Elles interviennent plus particuliérement sur les
coordonnées de ces vecteurs. Nous allons donc nous intéresser a I’action des rotations

aux angles d’Euler sur ces outils mathématiques. Nous nous intéresserons a la rotation
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positive aux angles d’Euler (a, (3, y) des vecteurs de base. En partant de vecteurs de

base exprimes en matrices-lignes ou matrices-colonnes, nous obtiendrons alors deux

types de matrice de passage (respectivement A(a, B, y) et P(y, B, a)) (8. 11.2).

Nous utiliserons ces deux matrices dans le cas du changement de coordonnées
d’un objet par rotation aux angles d’Euler. Nous montrerons alors que la matrice

A(a, B, y) est associée a une rotation active positive et que la matrice P(y, B, a) est

associée a une rotation passive positive (8. 11.3). Nous donnerons en annexe A.2 la
définition mathématique de la matrice de passage et nous la comparerons avec nos deux
matrices A(a, B, y) et P(y, B, a).

Dans un premier temps, nous etudierons une application directe de ces matrices
en RMN, en nous intéressant au cas d’une impulsion +X (8. 11.4). Puis dans un
deuxiéme temps, nous verrons la place de ces matrices dans la transformation d’un
tenseur cartésien d’ordre 2 (8. 11.5). Pour finir, nous déterminerons les analogies entre
matrice de passage et matrice des vecteurs propres. En effet la relation décrivant un
changement de systéme de coordonnées est du méme type que celle reliant une matrice
avec sa matrice des valeurs propres (8. 11.6).

Ce chapitre nous montre qu’il existe des relations entre les différentes fagons
d’étudier les rotations (active, passive...) ainsi qu’entre les matrices liées a ces
rotations. Nous verrons dans le chapitre suivant qu’il existe des relations similaires pour
les rotations traitées de fagcon quantique.

Nous ne traiterons pas les matrices rotations par rapport aux axes fixes.
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I1.1. Choix des conventions utilisées

Avant d’appliquer une rotation a un référentiel ou a un objet, il est important de
bien préciser les conventions utilisées et de différencier pour un référentiel donné les

vecteurs orthonormés (X, y, Z), les axes (X, y, z) ainsi que les coordonnées d’un objet
X(X, Y, ). De plus, ce que I’on connait a priori en RMN, c’est I’état du systéme dans

le référentiel du systéme d’axes principaux (Z™*°) (8. 1.1, tome I). Mais pour obtenir les
données relatives a cet état, on doit passer dans le référentiel du laboratoire () ou
plus précisément dans le référentiel tournant (X°%%), ol I’on détecte un signal (§. 1.5). Or
suivant les conventions prises et cela bien que le phénomene physique soit identique, les
outils mathématiques utilisés seront différents (il est évident qu’un phénomene physique
reste indépendant du référentiel choisi).

Il est nécessaire d’indiquer au moins quatre conventions principales :

(1) rotation main droite et rotation main gauche,

(2) matrice-ligne et matrice-colonne, vecteur-ligne et vecteur-colonne,
(3) reférentiel fixe et référentiel mobile,

(4) rotation passive et rotation active.

Avant de détailler ces quatre conventions, on rappelle que mathématiquement le
passage d’un référentiel (%) & un référentiel (=°) est décrit par une matrice carrée de
passage R (ou matrice rotation) de la fagon suivante :

(Coordonnées du vecteur dans (£%)) = R x (Coordonnées du vecteur dans (£°))
pour des coordonnées sous forme de matrice-colonne ou encore,

(Coordonnées du vecteur dans (%)) = (Coordonnées du vecteur dans (£°)) x R™
pour des coordonnées sous forme de matrice-ligne®.

Pour expliciter les trois premiéres conventions, on utilisera I’exemple simple

d’un vecteur U(, 0),, de coordonnées (1, 0) se trouvant dans le référentiel du systeme

d’axes principaux (Z"°) et on I’exprimera dans (°®°), déduit de (Z*°) par une rotation

d'angle de + 1t/ 2 autour de Z (+ 172 pour la figure 1.1 et — 172 pour la figure 11.2).

@ On verra au paragraphe A.2 (Annexe) la définition précise d’une matrice de passage en mathématique
et les raisons pour lesquelles on introduit deux types de matrices de passage liées aux choix de matrice-

ligne ou de matrice-colonne.
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Par souci de simplification on ne s’occupera pas des coordonnées selon I’axe z

commun.

Xoss = Ypas

A

n
2

B e

(L O)pas

A
W

yOBS z

Fig. 11.1 : Position du vecteur tG(1, 0),, lié au
référentiel fixe (= ™*°) dans le repére mobile
(ZOBS)

)¢

PAS
Yoss

UL, 0)pas _n
2

— { —
Yoas Z

Fig. 11.2 : Position du vecteur (1, 0),, lié au
référentiel mobile (= ™°) dans le repére fixe
(ZOBS)

[I.1.1. Rotation main droite et rotation main gauche

On doit dans un premier temps préciser le sens de rotation :

(1) main droite (on place le pouce de la main droite dans la méme direction et dans le

méme sens que I’axe de rotation, le sens positif de rotation est alors donné par les doigts

restants, Fig. 11.3).

(2) ou main gauche (on place le pouce de la main gauche dans la méme direction et

dans le méme sens que I’axe de rotation, le sens positif de rotation est donné par les

doigts restants).

Il est inutile de rentrer dans les détails pour s’apercevoir que la convention main

droite et la convention main gauche ne donnent pas le méme résultat. En effet, puisque

les angles seront de signe contraire, les matrices de passage de (%) & (Z°%°) ne seront

pas identiques ainsi que les coordonnées de U dans (Z°%%).

Par la suite nous prendrons toujours la convention main droite. Nous ne

préciserons alors que si la rotation est positive ou négative selon la convention main

droite. En RMN, on utilise souvent la convention main gauche pour décrire la rotation

du vecteur aimantation autour d'un champ magnétique de radio-fréquence (Gerstein et
Dybowski p3, 70-71 [11, ainsi que Giinther p220-223 [2]),




I1.1. Choix des conventions utilisées

AXE DE

~
/ ROTATION
/ ~——
ROTATION
POSITIVE

MAIN DROITE
Fig. 11.3 : Convention main droite : si I’on place le pouce de la main droite dans la méme direction et

dans le méme sens que I’axe de rotation, alors le sens positif de rotation est donné par les doigts restants
(Schmidt-Rohr et Spiess p445 [3]).

11.1.2. Matrice-ligne et matrice-colonne

On doit ensuite préciser si les coordonnées d’un vecteur sont représentées par des
matrices-colonnes ou des matrices-lignes. En général les coordonnées d’un objet sont
représentees par des matrices-colonnes. Le fait de prendre une matrice-colonne ou une
matrice-ligne donnera comme précédemment une matrice de passage différente®

(I’'une sera la transposée de I’autre) (Fig. 11.1) :

ESIEBS:EFOl é%%ﬂet (0 -1 =0 O)PAsg _01% . (11)

De plus, comme on I’a précisé au début du paragraphe 11.1, I’ordre des matrices n’est

pas le méme. La multiplication d’une matrice de passage R par une matrice-colonne B

@) Mathématiquement, la premiére matrice est la matrice de passage de (Z™%) a (°%%) et la seconde est

la transposée de cette matrice ou encore la matrice de passage de (Z°%%) a (™) (cf. §. A.2, Annexe).
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sera notée C = RB, avec C; = Z R ;B , alors que la multiplication d’une matrice de
passage R par une matrice-ligne B sera notée C = BR™, avec C, = Z Bk(R ‘1)kj . Par la

suite nous prendrons toujours des matrices-colonnes pour représenter les

coordonnées d’un objet.
11.1.3. Référentiel fixe et référentiel mobile

Il est important de distinguer le référentiel fixe et le référentiel mobile. C’est-a-

dire de quel référentiel (=) a quel référentiel (=°) on passe et cela en ne perdant pas de

vue qu’en RMN, le systéme est connu dans (Z™°

(ZOBS).

) et que I’on veut le décrire dans

On connait les coordonnées de T dans (Z™°

ZOBS

), ce que I’on veut c’est les exprimer
dans (Z°%%). Dans la figure 11.1, le référentiel fixe est (Z"*°) et le référentiel mobile
est (£°5%), c’est-a-dire que I’on passe de (Z™*°) & (Z°B®) par une rotation positive d’un

angle 11/ 2 autour de Z. Les coordonnées de U dans (Z°°°

) sont obtenues par la relation
matricielle suivante :
ﬁ—olﬁo - ﬁ—ol éﬁﬁ ' (11.2)
BS AS
Maintenant dans le cas de la figure 11.2, le référentiel fixe est (Z°%°) et le
référentiel mobile est (Z”*%). On passe de (Z™°) & (=°®°) par une rotation négative
d’un angle — 11/ 2 autour de Z. Cette fois, les coordonnées de U dans (Z°%°) sont

obtenues par la relation matricielle suivante :

gézg _01%% ' (113)

On remarque que la matrice carrée dans (11.2) est la transposée de celle dans (11.3), de

plus les coordonnées de G dans (=°2%) sont différentes®, voir (11.2) et (11.3).

®b) Ggnéralement, les termes utilisés pour ce changement de référentiel sont : on met le référentiel fixe en

coincidence avec le référentiel mobile (Haeberlen p11 [4]). Pour nous (£°%5) sera mobile et (="*°) sera

fixe.
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[I.1.4. Rotation passive et rotation active autour d'un seul axe

Pour finir, on doit indiquer si c’est le référentiel qui tourne (rotation passive) ou
si c’est I’objet qui tourne (rotation active). Cette distinction est trés importante lorsque
I’on étudie les coordonnées d’un objet. Mais il est inutile de la préciser pour les vecteurs
de base. Pour une rotation passive, une rotation des vecteurs de base correspond
naturellement & une rotation passive. Mais dans le cas d’une rotation active on peut se
placer dans le référentiel lié a I’objet ce qui revient a une rotation active pour les

vecteurs de bases.

II.1.4.a. Rotation active positive

On va étudier la rotation active positive, c’est-a-dire que I’on fait tourner I’objet
et que le référentiel reste fixe (Fig. 11.4). On prend le cas d’un objet quelconque de
coordonnées (X,, Y,), dans le référentiel (Z%). Aprés une rotation positive de I’objet
d’un angle © autour de Z_, ces coordonnées sont (X, y), . Ces deux systemes de
coordonnées sont reliés par la relation (Goldman p58 [3) :

X +iy =e*(x, +iy,)
= (cos@+isinB)(x, +iy,)
=X,€080—-y,sin@+i(x,sinB+y, cos0) . (1.4)

Soit sous forme matricielle :

0s6 -sin@[x,
%E: %‘ % E . (IIIS)
in@ cosO [y,
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y Fig. 11.4 : Rotation active positive d’un angle 6
autour de Z, dans un repere fixe (Z°).

N
QD

P
X

Il est & noter qu’une rotation active positive d’un angle 6 est identique a une
rotation passive négative d’un angle —6 autour de Z, (Fig. I1.5). En effet dans les

deux cas on obtient la méme matrice de passage déterminée précédemment ainsi que les

mémes coordonnées pour I’objet (11.5).

Fig. 1.5 : Rotation active positive (Fig. de gauche) équivaut a une rotation passive négative (Fig. de
droite).

I1.1.4.b. Rotation passive positive

Pour la rotation passive positive, on étudiera le cas d’un objet quelconque de

coordonnées (X, y), dans le référentiel (Z%). Pour la rotation passive positive, c’est le

référentiel qui tourne d’un angle 8, alors que I’objet reste fixe (Fig. 11.6). Apres rotation

du référentiel (=), les coordonnées de I’objet dans le nouveau référentiel (=°) sont
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(x', y"), . Pour obtenir ces dernieres a partir de (X, y),, on utilise les propriétés de

I’angle 6, indiquées sur la figure 11.7 (Munowitz p254-255 [6]),

x'=0C; =0A+AC; , (11.6)
y'=0C, =OE-C,E (11.7)
avec,
OA =0C, cos8, = xcos8, , (1.8)
AC, =0C,sin6, =ysin8, , (1.9)
OE =0C, cosf, = ycos8, |, (1.10)
C,E=0C,sinB, =xsin@, |, (11.11)
0=0,=6,=6,=0, . (11.12)
.Y,
Yy A
S)
Kﬂ B
yl XI e
zb - X )_.
Z, X,
Fig. 11.6 : Rotation passive positive d’un angle 6 Fig. 1.7 : Propriétés de I’angle 6.

autour de 7,.

Soit,
X" =xcos0+ysin 0
, Yo (11.13)
y' =ycos0-xsin6

ou sous forme matricielle,

' cos® sinB
= . (11.14)
%E %sme COSG%E
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On constate que si la rotation est active positive ou passive positive la matrice de
passage n’est pas identique, I’une (11.5) est la transposée de I’autre (11.14).

De méme que précédemment, il est a noter qu’une rotation passive positive est
identique a une rotation active négative (la matrice de passage est identique ainsi que
les coordonnées de I’objet) (Fig. 11.8).

Pour conclure ce paragraphe, nous pouvons dire gu’il est important, avant tout
changement de référentiel, de bien definir les conventions utilisées. En effet, suivant les
conventions choisies les matrices de passages changent, ainsi que les coordonnées de
I’objet dans le nouveau référentiel. Nous verrons par la suite (8. 111.4.2) qu’il en est de
méme pour les matrices rotations de Wigner, I’une sera la transposée du complexe
conjugué de I’autre. Les exemples étudies precédemment étaient simples, mais dans le

cas des angles d’Euler cela se complique puisqu’il y a trois angles de rotation.

Y

Fig. 11.8 : Rotation active négative (Fig. de gauche) équivaut a une rotation passive positive (Fig. de
droite).
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II.2. Rotation positive des vecteurs de base

On désigne le réferentiel fixe comme étant le référentiel lié au systeme d’axes

>P%) de vecteurs orthonormés (Xpas, Yeas: Zeas) dans lequel on connait le

principaux (
systéme physique étudié. Le référentiel mobile étant le référentiel tournant (=°°°) de
vecteurs orthonormeés (X oss, Yoss: Zogs) OU On cherche a connaitre le systeme physique

étudié. Ce choix sera utile lorsque I’on étudiera I’interaction quadrupolaire (chapitre 1
du tome I). Pour les vecteurs de base, il est inutile de préciser si c’est une rotation
passive ou active. En effet pour une rotation active on peut se placer dans le référentiel

lié a I’objet ce qui revient a une rotation active pour les vecteurs de bases.

[1.2.1. Rotation positive des vecteurs de base sous forme de

vecteurs-colonnes

On commence par utiliser des matrices-colonnes pour les vecteurs de base.

D’aprés Bouten [7], on peut schématiser cette opération par une matrice P(y, B, o)
associee aux angles d’Euler qui sont definis sur les figures 11.9, 11.10 et 11.11 :

g OBS H Bi( PAS

]
Voss C= P(Y: B, 0)DYpps % - (1.15)

Eﬁ 0BS H % PAS

D'abord, on débute par une rotation positive d’angle a autour de ZPAS, qui

transforme (Xopas, Yoas: Zpas) €0 (X, Y, Z,.) (Fig. 11.9). Soit sous forme

matricielle® :

) Nous utilisons cette notation matricielle (vecteurs sous forme de matrice) pour faciliter la

compréhension de notre démonstration (Graybeal p60-61 [8] et Elbaz p110 [®]). Normalement, il n"est

pas correct de multiplier des matrices de vecteurs par des matrices de nombre.
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—

H 3 ):( %'?PAS %'%PAS HEP:(PAS H
=0 E Y iAs QY'ZEAS |:JDYPAS O
% Xoa pas-Yras  Zpas-Leas %PAS E
Feosa sina O@(PASH
=Fsina cosa 0N O . (11.16)

Ho o 1fz.E

On note que les colonnes de la matrice PZPAS (a) expriment respectivement les

coordonnées de X,,, Yo €t Z,as dans le référentiel de vecteurs de base

(X, Y, Zpys) - Lamatrice P, (a) est lamatrice de passage de la base (X, Y, Z,s)

vers la base (Xpas, Yonsr Zoas) » bien qu'on effectue une rotation qui transforme
Kons: Yonsr Zons) €0 (X, Y, Z,,s) . Cette anomalie est due au fait qu'on a écrit les
vecteurs de base sous forme de matrices-colonnes.

Puis on effectue une rotation positive d’angle B autour de Y, qui transforme
(X, Y, Zpss) €n (X', Y, Zoee) (Fig. 11.10), c’est-a-dire :

HXB Hf( 0 B:OSB 0 —sinB@f( 0

oy O=P, @®OY 0=g0 1 0 MY O. (1.17)
%OBSE %PASE B"'mB 0 cosP %PASE

Finalement on effectue une rotation positive d’angle y autour de Z 55, qui

transforme (X', Y, Zogs) €N (Xops» Yors: Zogs) (Fig. 11.11), soit,

HXH Heosy siny 0@
(y)DY O=[+siny cosy O(f]
OBSE H 0 0 %

EFOBS H % H
D;’OBS = zOBS Y U
Fons sH

PAS

H
s O (11.18)
-

PAS

P,... (P (BP, (@)

R
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Apas AZpas

Fig. 11.9 : 1°" angle d’Euler a. Fig. 11.10 : 2°™ angle d’Euler S.

X Y Xops

Fig. 11.11 : 3*™ angle d’Euler y.

Par conséquent, la matrice P(y, B, a) est obtenue simplement par le produit de trois

matrices@ :

@) pour effectuer une rotation positive d’un angle © autour d’un axe x qui transforme la matrice-colonne

H* X
[y, CJen la matrice-colonne [y, [ la matrice a utiliser est,

.0 . B

0 0
P.(6)=® cos® sinb[ .

B) -sin© cosGH
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P(Y. B @) =P, (WP; ()P, (@) (11.19)

ZoBs

Soit sous forme de matrice,
P(y, B, a) =

— —

X PAS YPAS Z PAS

X ogs HcosycosBcosa —sinysina  cosycosPsina +cosasiny  —sin BcosyH
Yoss LT Sinycospcosa —sinacosy -—sinycosfsina+cosycosa sinfsiny [
Z ogs H cosasinf sinasinf cosf3 H

(11.20)

Les colonnes de la matrice P(y, B, a) donnent respectivement les coordonnées des
vecteurs de base X,,q, Yeas €t Z,,s dans le référentiel de vecteurs de base

(Xoms: Yorss Zogs) - Par définition, la matrice P(y, 3, a) est la matrice de passage de
labase (Xops: Yoss: Zogs) Verslabase (Xous, Yons: Zpas), bien qu'on effectue des
rotations successives qui transforment la base (X s, Yons: Zpas) €N la base

(Xoms: Yorss Zogs) - Comme nous l'avons déja signalé, cette contradiction est due au
fait que les vecteurs de base sont exprimeés sous forme de matrices-colonnes.

Bien que le produit des trois matrices P, __(y), P (B) et PZPAS (a) place les angles
d’Euler dans I’ordre (y, B, o) (d’ou la notation P(y, B, o) ©), les rotations
s’effectuent bien dans I’ordre a, 3 puis y. On remarque que le premier angle d’Euler a

se trouve a droite dans P(y, B, a).

) D aprés, Goldstein (p146-147 [10]), nous avons utilisé la convention appelée Y-convention car la

rotation d’angle B s’effectue autour de I’axe Y. Mais il utilise la convention appelée X-convention car la
rotation d’angle B s’effectue autour de I’axe X (Landau et Lifshitz p201 [11], Graybeal p58-59 [8],

Feynman qui inverse a et 3 chapitre 6 p18 [12]). Le choix des conventions utilisées pour les angles

d’Euler est souvent lié aux sujets traités (mécanique classique, mécanique quantique...).
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[1.2.2. Rotation positive des vecteurs de base sous forme de

vecteurs-lignes

On utilise maintenant des vecteurs-lignes pour les vecteurs de base (c'est
I'approche classique pour définir la matrice de passage de la base (Xoas, Yons: Zpas)
vers labase (Xogs, Yosss Zogs) €N mathématique). On peut schématiser cette opération
par une matrice A(a, B, y), que I’on va déterminer et dont les angles d’Euler sont

toujours ceux définis sur les figures 11.9, 11.10 et 11.11 :

()_( OBS yOBS ZOBS) = (X PAS ?PAS 2PAS )A(a7 B’ Y)

D'abord, on commence par une rotation positive d’angle a autour de ZPAS, qui

(11.21)

transforme (Xopas, Yoas: Zoas) €N (X, Y, Z,.¢) (Fig. 11.9), soit sous forme

matricielle :

PAS 2F>As )Az (C()

X
<!
N

o

&

N—
1
X

o

&
<!

o
>
n

PAS

o
>
n

N <1 X
o
b
NN N
o
b
1M O 13

o
>
n

Il
>
5
<!
N
5
W
>
X X X

ECOSG -sina OH

oas  Zops JBING cosa 0]
H o 0o 1
:(XPAS ?PAS ZPAS)DZPAS (—G)

Les colonnes de la matrice A, (a) donnent respectivement les coordonnées de
PAS

Il
5
5

<!

(11.22)

X, Y et Z,, dans le référentiel de vecteurs de base (Xoas, Yons: Zons)-
Puis on effectue une rotation positive d’angle B autour de'Y , qui transforme

(X, Y, Zops) en (X', Y, Zogs) (Fig. 11.10), c’est-a-dire :

XV 20) =X ¥ Zo A ®
cosp 0 sinf
=(x v ZPASE 0 1 o0 E

H—sinB 0 cosBH
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=(X Y Zo P (D) . (11.23)
Finalement on effectue une rotation positive d’angle y autour de Z ¢, qui
transforme (X', Y, Zggs) €N (Xogss Yoss: Zogs) (Fig. 11.11), soit,
(Xoss Yoes 2OBS) = (5(' Y 2OBS)AzOB5 ()

B:osy —-siny OH
Zogs I BINY  cosy 0Q
H o 0 1

:(5(' Y z0135)32085 (-y)

= (;( PAS ?PAS zPAs ) Aszs (G)Av BA, (V)

ZoBs

1
g
<

(11.24)

Par conséquent, la matrice A(a, B, y) est obtenue simplement par le produit de trois

matrices (Bouten [7], Messiah (p918 [131))®™:

A B Y)=A, (@A, BA,. (V) - (11.25)

ZoBs

Soit sous forme de matrice,

Aa, B, y) =
XOBS yOBS 2OBS
XPAS B:osycosBcosa—sinysina —sinycosfcosa —sinacosy cosasinBH
VPAS [rosycosfsina +cosasiny —sinycosfsina +cosycosa sinfsinaj .
szs H —sinf3cosy sinysinf3 cosf3 H
(11.26)

Les colonnes de la matrice A(a, B, y) sont respectivement les coordonnées de

X oss» Yos €t Zogs dans le référentiel de vecteurs de base (Xpas, Yous, Zpas) . CECi est

™ Pour une rotation positive d’un angle 8 autour d’un axe x qui transforme la matrice-ligne (X, Yar Z,)
en la matrice-ligne (X, y,, Z,), la matrice de passage sera,

0 0
Az(0)=[0 cos® -sinB[ .

BD sin@ cos@ E
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en accord avec la relation (11.21). Par définition, la matrice A(a, B, y) est la matrice de

passage de la base (Xpps, Yops: Zpas) & labase (Xoss Voss Zoss). L'anomalie
signalée dans le paragraphe 11.2.1 n'existe pas ici, grace au fait que les vecteurs de base
sont exprimés sous forme de matrices-lignes. On remarque cette fois que le produit des

trois matrices AZPAS (a), Ay (B) et A, (y) place les angles d’Euler dans le méme ordre

que les rotations (a, B, y) (d’ou la notation A(a, B, y)). Il est a noter que le premier
angle d’Euler se trouve a gauche dans A(a, B, V).

De plus, on a les relations suivantes®? :

. @=F, @) <by @) =p,
A, @ =P, ®) =P, @) =P, (-B) , (11.27)

7 (
P 0= P ) =P 1) =P ()
de plus par construction,
A, B, Y) =A, (@A, B)A,, ()

ZoBs

=P, (-a)Py(-B)P,. (V) . (11.28)

ZoBs

On remarque alors que,

A, B, V) =(P(y, B )" =(P(y, B, @) =P(-a, =B, -)
(11.29)
En inversant I’ordre des angles et le sens de rotation, on obtient A(a, (3, y) a partir de

P(y, B, a) . De méme pour P,

Py, B o) = (A, B V)" =(A@, B, V)" =A(-y, =B, ~a)

(11.30)

Ces deux relations (11.29) et (11.30) ont I’inconvénient de ne pas faire apparaitre les
axes de rotation concernés, ce qui peut créer des confusions sur les axes de

rotation.

@ On notera que la matrice de passage P d’une base orthonormale & une autre base orthonormale est une

matrice orthogonale qui posséde la propriété suivante, P = pt (ou pLest la matrice transposée et P !

la matrice inverse). De plus ici les matrices P(y, B, a) et A(a, B, y) sont des matrices réelles.
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Comme on I’a indiqué, il est inutile de préciser si la rotation est active ou passive
pour les vecteurs de bases (car on peut toujours, lors d’une rotation active, lier ces
vecteurs de base a I’objet). On montrera au paragraphe 11.3 que la matrice P(y, B, a)
correspond a une matrice rotation passive (multiplication a droite par une matrice-

colonne contenant les coordonnées de I’objet) et la matrice A(a, B, y) correspond a

une matrice rotation active (multiplication a droite par une matrice-colonne contenant

les coordonnées de I’objet). On verra plus loin (8. 11.3) I’'importance de ce choix.
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I1.3. Changement de coordonnées d’un objet

Dans ce paragraphe nous allons déterminer le r6le des matrices P(y, 3, a) et
A(a, B, y). Pour cela nous allons observer les modifications des coordonnées d’un

vecteur lorsque nous effectuons soit une rotation active du vecteur soit une rotation

ZPAS

passive du référentiel fixe (™) vers le référentiel mobile (Z°%°).

[1.3.1. Rotation passive positive

Nous choisissons, pour commencer, la rotation passive positive (i.e. que I’objet

ne bouge pas), ainsi que la matrice A(a, B, y) pour le changement des vecteurs de base

(ces vecteurs de base sont représentés par des matrices-lignes et ceci afin d’obtenir des
coordonnées sous forme d’une matrice-colonne (11.34), c’est I’approche classique en

mathématiques)
(Xoss Yoes zoss): (XPAS Yoas  Zons )A(O(' By . (11.31)
ol A(a, B, y) est la matrice de passage du référentiel fixe (Z™*°) au référentiel mobile
(=°B%), définie dans le paragraphe précédent (11.26).
Nous pouvons exprimer les coordonnées (Xp,s » Ypas» Zpas ) d°Un vecteur X dans

le référentiel (=™*°

) comme suit (Fig. 11.12) :

X = XPASXPAS *Yeas ?PAS + ZPASZPAS ' (1.32)
Nous pouvons aussi exprimer les coordonnées (Xygs » Yoss s Zogs ) d€ Ce méme vecteur
dans le référentiel (=°®°) comme suit (Fig. 11.13) :

X = Xoss Xoms * Yoss Yoes + ZossZogs - (11.33)

Sous forme matricielle, I’égalité de (11.32) = (11.33) s'écrit™,

H(PAS H 0BS

o d
(X PAS YPAS YA PAS )le’AS B: (Y( OBS yOBS zOBS )§OBS

0BS

. (11.34)

Mo

pas []

“h Nous rappelons que cette notation matricielle est utilisée pour faciliter la compréhension de notre

démonstration (Graybeal p60-61 [8] et Elbaz p110 [9]).
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Fig. 11.12 : Coordonnées du vecteur X lié au Fig. 11.13 : Coordonnées du vecteur X lié au
référentiel fixe (7). référentiel mobile (=°%°).

En utilisant la relation (11.31), nous obtenons :

s K. v Hoes

(XPAS ?PAS ZPAS)ijAS B: Xoas  Yeas ZPAS)A(G' B V)Voss O -

pas [ 0BS
(11.35)
Soit™
B(PAS H B<OBS H
eas 0= A B, V)Doss O (11.36)
Hrers O Hross O
_1B<PAS H . B<OBS
(A, B, V) Dens 0= (ACa, B, V) A, B, V)Voes O - (11.37)
D’ou,

@ La relation (11.36) compléte la définition de la matrice A(a, B, y) comme la matrice de passage du

référentiel (Z™%) possédant les vecteurs de base (Xpas, Yeas: Zpas) Vers le référentiel (Z°5%) possédant
les vecteurs de base (Xogs, Yoms, Z)- Cette matrice permet d'exprimer les coordonnées d'un vecteur dans

(Z™%) en fonction des coordonnées du méme vecteur dans (Z°5%).
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Jous . oo ]

(A@, B, V)" Dpns 0= Woss O (11.38)

Tons 1 oss

soit d’apres (11.30),

0BS H HPAS H

oes OF P(Y, B, 0)pas O - (11.39)

Hoes 1 Hreas

Ou encore,
(X) gom =P(Y, By O)(X) s (11.40)

Plus généralement, pour une rotation passive positive, nous noterons (Bouten [7]),

i
oy'O=P(y, B, o)ty - (11.41)
H'H HH

Les coordonnées fixes sont x, y et z ; les coordonnées mobiles sont x', y' et z'.
Remarquons que bien qu’étant partis d’une matrice A(a, 3, y) (i.e. multiplication de
matrices-lignes (11.31), nous retrouvons au bout du compte la matrice P(y, B, a) (i.e.

multiplication de matrices-colonnes (11.39)). Nous pouvons donc considérer que la

matrice P(y, B, a) estassociée a une rotation passive positive d’un objet dont les

coordonnées sont exprimées sous forme de matrice-colonne.
Il est & noter, toujours pour une rotation passive, que si nous avions utilisé la

relation (11.15) contenant la matrice P(y, B, a) a la place de la relation (11.31)
contenant la matrice A(a, B, y), nous aurions obtenu la matrice A(a, (3, y) dans

(11.39) et (11.41). Mais les coordonnées seraient exprimées par une matrice-ligne, or par
convention nous utilisons une matrice-colonne pour les coordonnées.

[1.3.2. Rotation active positive

Nous choisissons ensuite la rotation active positive (i.e. que nous tournons

I’objet), ainsi que la matrice A(a, 3, y) pour le changement des vecteurs de base (dans
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Ce cas ces vecteurs sont représentes par des matrices-lignes et ceci afin d’obtenir des

coordonnées sous forme de matrice-colonne (11.46)),

—

(Ross Yoms Zoms)=(Kons Yons Zons AL B Y) (11.42)
ol A(a, B, V) est lamatrice de passage du référentiel fixe (**°) au référentiel mobile
(=°B%), définie par (11.26).

Nous pouvons exprimer les coordonnées (X,, VY,, Z,) d’un vecteur X™° dans le

ZPAS

réferentiel (Z™) comme suit (Fig. 11.14) :

X = XIXPAS +y1?PAS t 1 pps - (11.43)

Nous pouvons aussi exprimer les coordonnées (X,, Y,, Z,) de ce méme vecteur dans le

ZOBS

référentiel ( ) lié a I’objet (Fig. 11.15) comme suit :

XOBS = Xl)_{OBS + ylyOBS + ZZLZOBS ) (”44)

Déterminons les coordonnées (x, y, z) de X° dans le référentiel (Z**°),

—

X% = WX pps +YVops + L Zpps - (11.45)

C’est le méme vecteur X°®°, donc de I’égalité (11.44) = (11.45) nous obtenons :

i idi

(5( PAS ?PAS ZPAS (= (XOBS Yoes Zoss )D/l I (11.46)

h % 0

A Zops
Zi |
N 7 PAS
Yi
YPAS
Fig. 11.14 : Coordonnées du vecteur X "° li¢ au Fig. 11.15 : Coordonnées du vecteur X °%° 1ié au

référentiel fixe (7). référentiel mobile (=°%°).
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En utilisant la relation (11.42), nous obtenons :

HH . . :
=(XPAS Yoas ZPAS)A(a! B vy, O, (1.47)

[]
&l % 0

(x PAS YPAS Z PAS

Soit,
(X%%) g = A, By YIXTE) S0 (1.48)

Plus généralement, pour une rotation active positive, nous noterons (Bouten [7]),

HH :
o= A, B V), O - (11.49)
HH . H

Les coordonnées fixes sont X, Y, et Z,, les coordonnées mobiles sont X, y et 7 .
Remarquons qu’en partant d’une matrice A(a, 3, y) (i.e. multiplication de matrices-
lignes (11.42)), nous retrouvons de nouveau la matrice A(a, 3, y) (11.49). Nous
pouvons donc considerer que la matrice A(a, 3, y) est associée a une rotation active
positive.

Il est & noter, toujours pour une rotation active, que si nous avions utilisé la
relation (11.15) contenant la matrice P(y, B, a) a la place de la relation (11.42)
contenant la matrice A(a, 3, y), nous aurions obtenu la matrice P(y, B, a)a
I’équation (11.49). Mais les coordonnées seraient exprimées par une matrice-ligne, or par
convention nous utilisons une matrice-colonne pour les coordonnées.

Par souci de simplification, nous n’avons pas représenté les angles d’Euler (Fig.

11.12-15), mais ils sont présents dans les matrices rotations P(y, B, a) et A(a, B, y).
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En conclusion, nous pouvons dire que ces deux derniers paragraphes confirment

bien le choix d’associer la matrice A(a, B, y) (11.26) & une rotation active positive et
d’associer la matrice P(y, B, a) (11.20) a une rotation passive positive. En effet, pour

des coordonnées exprimées par des matrices-colonne, la rotation passive positive fait

intervenir la matrice P(y, 3, a) (I1.41), alors que la rotation active positive fait
intervenir la matrice A(a, B, y) (11.49).

De plus des relations (11.29), (11.30) et de ce dernier paragraphe nous pouvons

conclure que pour les coordonnées, une rotation passive positive a — By
correspond a une rotation active négative —y— —B— —a, de méme une rotation
active positive a — B>y correspond a une rotation passive négative

-y —B > —a. C'est une généralisation des cas traités au paragraphe 11.1.4.

Nous donnons, en annexe A.2, la définition mathématique de la matrice de

passage, que nous comparons aux matrice A(a, (3, y) et P(y, B, a).
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1I.4. Exemple d’'une impulsion +X

A partir des matrices rotations que nous venons d’étudier, nous allons traiter le
cas d’un spin 1/2, hors résonance, soumis a une impulsion +X. Comme nous I’avons vu
au premier chapitre, nous allons nous placer dans le référentiel tournant, il existe donc
un champ magnétique effectif lié au référentiel incliné (dans ce référentiel le champ
effectif se trouve le long de I’axe x") (Fig. 11.16).

Afin de déterminer I’aimantation nucléaire apres une impulsion +X, nous devons
nous placer dans ce référentiel incliné. D’aprés la figure 11.16, le passage du reférentiel

tournant au référentiel incliné correspond a une rotation passive négative d’un angle

—(1Y2 - 6) autour de I’axe y g, donc de (11.23) nous avons,

Tt . T
Hcos(——e) 0 sm(——G)H Hsine 0 COSGH
o 2 2 'O
0 0 1 0 =0 O 1 0 . (11.50)
ﬁsin(g—e) 0 cos(g—e)ﬁ Hcose 0 sinGH

Le spin étant hors résonance, I’impulsion +X impose une rotation active négative d’un

angle —,t, de I’aimantation nucléaire autour du champ magnétique effectif se

trouvant le long de I’axe x' (note de bas de page (ff)),

g 0 H
[0 cosw,t, sinwt O . (11.51)

g) —sinw,t, cosw,t, E

Fig. 11.16 : Champ magnétique effectif (a
la résonance : @, =B,).

oo

eff

XOBSK B,
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Enfin le retour du référentiel incliné au référentiel tournant correspond a une
rotation passive positive d’un angle (1/2 —0) autour de I’axe Y g,
Esin 6 0 - cosGH
oo 1 0 o, (11.52)
B:os 6 0 sind H

qui est la matrice transposée de (11.50). Considérons qu’a t, =0, I’aimantation

nucléaire M se trouve le long de I’axe zg, alors M = M. Les composantes de

I’aimantation aprés une impulsion +X sont données par,

HVI H Eslne 0 —coseﬁl 0 0 H

=M, =00 1 cosw,t, sinwt, 0

B\/I H H:ose 0 sinB %J —smwt coswetpg
Hsine 0 COSG%OH

xgp 0 1 0 mo g

ELcose 0 sme%\/l H

Esze+czeth CoSw,t, SGCG(l—Cwetp)%O H
=0 -Sw,t,Co Cu,t, Sw,t,S6 Mo O,
$656(1 - Cot) —S85w,t, C?0+5%6Cw,t, HM, H

(11.53)
ou C =cos et S = sin. Nous obtenons alors,
HVI H B‘ain ecose(l—coswetp)H
=M, =M sin@sinw,t, 0. (11.54)

B\/IZH %:os 0 +sin? Gcoswetpg

Nous retrouvons bien les mémes équations que (1.204), (1.202) et (1.206). Il est a noter

que ces resultats correspondent a ceux obtenus par Ernst et collaborateurs (p119-
124 [141) ot le champ B, est placé le long de I’axe —y. Remarquons de plus que cette

approche est plus simple que celle proposée en 8. 1.6.4.e, mais cette démonstration n’est
valable que pour un vecteur alors que celle du 8. 1.6.4.e est valable pour tous les spins.
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I1.5. Exemple de transformation d’un tenseur cartésien
d’'ordre 2

Pour étudier les effets d'une rotation passive sur les lois de transformations d’un

tenseur cartésien d’ordre 2 et montrer le role des matrices rotations A(a, 3, y) et
P(y, B, a), on peut prendre le cas du déplacement chimique étudié par Gerstein et
Dybowski (p109 [11).

L anisotropie moléculaire impose au noyau un effet d’écran. Le résultat de cet

effet produit le terme suivant dans I’hamiltonien total,
H=yloB® | (11.55)
ol O est un tenseur d’ordre 2 et B le champ magnétique statique. o est le tenseur
d’écran ou encore le tenseur du déplacement chimique.
On connait le tenseur du déplacement chimique dans (%) et on veut le
connaitre dans (Z°2%). On exprime I’hamiltonien (11.55) dans deux systémes de
coordonnées : (Z™*°) et (Z°%%). Les grandeurs I,,q, O, €t B, sont exprimées dans le

référentiel (Z™°), alors que les grandeurs |45, 0.5 et BE sont exprimées dans le

ZOBS

référentiel ( ). Quel que soit le systeme de coordonnées utilisé, le systeme physique

reste le méme,

Heas =Hoss (11.56)
c’est-a-dire,

VloesOoesBoas = YloasOrpasBins - (11.57)
On notera que B et | sont des vecteurs (B étant ici une matrice-colonne et | une
matrice-ligne) donc les relations de passage de (Z™*°) & (%) se traduisent par :

B =Py B 0)BU et logs = onsAD, By V) = loas[P(v, B )]

(11.58)

ou A(a, B, y) (11.26) et P(y, B, a) (11.20) sont respectivement la matrice de passage

de (Z™%) & (Z°%°) et sa matrice inverse. On obtient,
IPAS [P(y7 B’ a)]_looBSP(y’ B’ G)Bl(:’oA)S = IPASOPASBI(DOA)S 1 (”59)

[P(v, B )] " OoesP(Vs By ) = O (11.60)
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ou encore®

Ooss = P(Y, B, G)OPAS[P(Y1 B, a)]_l . (11.61)

On trouve le méme type de loi de transformation donnée par I’équation (111.60) (i.e. que
Opas et H(TF) sont encadres par une matrice rotation passive et sa matrice inverse ou
par un opérateur rotation passive et par son inverse). On notera qu’a chaque changement
de référentiel il faut multiplier o, par deux matrices. Cette procédure peut étre assez
longue lors de plusieurs changements de référentiels. On verra que I’utilisation de la
matrice rotation de Wigner peut la simplifier (chapitre 111). On rappelle de plus que les

angles a, B et y sont les angles d'Euler qui repérent (Z°%°) par rapport & (Z°).

) En terme mathématique, si Opag €t O SONt des matrices décrivant respectivement le tenseur du
déplacement chimique dans (=75) et (Z°%) et si la matrice A(a, B, y) est la matrice de passage de
(Z"%) & (=°®9), alors on a le schéma suivant :

(ZPAS) 0 ﬁuﬁ,@, (zOBS)

Xoas = A0, B, Y) Xogs (Voir la relation (11.36))

Orns =AM, B, V)0oss[AG, B ]
D’aprés I’équation A2.5 la relation (11.61) doit s’écrire (Bonhomme et Livage [15], ainsi que Grant

p1303-1304 [16]),

Ooss =[A(G: B, y)]_lOPAsA(a: B Y
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1I.6. Analogie entre matrice de passage et matrice des

vecteurs propres

11.6.1. Diagonalisation d’'une matrice

Soit M une matrice carrée (3x3), on veut déterminer ses valeurs propres et ses
vecteurs propres et déduire la matrice des valeurs propres N et la matrice des vecteurs
propres U (8. 1.1.4). Pour diagonaliser une matrice il suffit de résoudre I’équation
suivante :

dét(M-A) =0 , (1.62)
ou 1 est ici la matrice identité. On obtient alors dans un cas simple les trois valeurs

propres A,, A, et A,*®, qui constituent la matrice des valeurs propres N. Puis on
injecte, une par une, les valeurs A, dans le systeme déduit de M :

OMy; A )X+ M,y + M,z =0
21X+ (My =AYy +Myz=0 . (11.63)
aXtMypy+(Mg -2 )z=0

On obtient alors trois solutions (Vy;, Vi,, Vi3), (V. V,,, V,3) et (Vy, Vs, Vg,) qui

constituent les vecteurs propres. Du systeme précédent, on déduit le nouveau systeme :

a}vlll M12 M13 115 B\/MB

n My MV, =NV, 0O
@431 M;, Mg HB/B H B\/H H
Eﬂwn My, Mg @21 H B\/Zl H
2 My MV, FA, IV, 0 - (11.64)
ansl M;, Mg, EB/zs H B‘/zs H
BE!VI“ My, Mg @315 B\/MH
OMxu My, My Ve, 0= A1V, O
HE‘VIM M;, Mg, %‘/33 H B/ss H

Si on regroupe ces trois equations en une seule, on obtient,

*) Notons que dans certains cas il n’y a qu’une ou deux valeurs propres.

91



92
CHAPITRE Il : Traitements classiques des rotations

HVI u My, Mg @/11 Vau Vg H
M,, M,, MymV,, V,, Vy[
BVI a Mgy Mg HB/B Vs Vi H

B\/ll V21 V31 H?\l O 0 H
=V Vp Vm0 A, 00O . (11.65)
13 V23 V33 H}O O )\SH
On obtient une relation entre M et N :
MU =UN (11.66)
Soit,
M=UNUT" . (1.67)

On remarque que la matrice des valeurs propres N est diagonale.

11.6.2. Diagonalisation et changement de référentiel : cas de la

matrice densité

Si I’on compare les équations (11.67) et (11.61), on peut dire que
mathématiquement la relation reliant une matrice M a sa matrice des valeurs propres N
est analogue a un changement de référentiel. On peut par exemple considérer que M est

¥98%) et que N est liée au référentiel (Z°°). Si I’on passe de (Z™°) &

liée au référentiel (
(=9%%), alors dans ce cas la matrice des vecteurs propres U est I’équivalent de la matrice
de passage P(y, B, a) de (Z°F%) a (z"*%). On écrira :
Mg = UM, U™ . (11.68)

Une différence entre la diagonalisation d’une matrice et le changement de
référentiel vient du fait que pour la diagonalisation d’une matrice, on connait la matrice
M g5 et on cherche sa matrice des valeurs propres M, , alors que pour le changement
de référentiel on connait la matrice associée a (Z™°) et on cherche celle associée &
(ZOBS).

En RMN on utilise souvent la diagonalisation d’une matrice et le changement de

référentiel afin d’évaluer la matrice densité (8.1.6.4).
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On a vu dans le paragraphe 1.6.2 que I’opérateur densité vérifie I’équation

suivante,

Pogs (1) = exp(=iH ogst)Pops (0) eXxp(iH ogst) (11.69)
or on connait le systéme dans le référentiel (=™*°), il est donc nécessaire de modifier
cette équation afin de pouvoir I’évaluer. Soit M ;s la matrice associée & H ;. D’aprés
ce que I’on vient de voir, M, et M, sont reliées par la relation (11.68). En annexe
(A.3), on demontre que I’on a la relation suivante,

exp(—iM ogst) = exp(-iUM,, U ™'t) = Uexp(-iM ) U™ . (11.70)

Donc si I’on I’introduit dans I’opérateur densité (11.69),

Poss (1) = Uexp(=iMpast)U "pogs (0)U exp(iMppshU™ . (11.71)

En fait, la mise en ceuvre de I’équation (11.69) pour retrouve I’équation (11.71) implique
deux changements de référentiel : (Z°2%)0 (=),
Poss (1) = Uexp(=iMpxs ) U 'pogs (0)Uexp(iM s HU ™ (11.72)
\_ﬁ_—d
ZOBSD ZPAS
puiS (ZPAS) B (ZOBS),
Poss (1) = Uexp(=iMpast)U "pogs (0)U exp(iM s HU™ (11.73)
ZF‘ASD ZOBS

Notons que I’équation (11.71) sera utilisée dans les trois chapitres du tome 1.

11.6.3. Matrice densité dans le cas d’une impulsion +X

Nous allons appliquer cette démonstration dans le cas simple d’un spin 1/2 excité
par une impulsion +X dans le référentiel tournant et utiliser les conventions définies

dans le paragraphe 1.5.2. A la résonance nous avons,
B 1M

0 20 .
ili

det(M oz —A1)=0 (11.75)

MOBS = —00 Ix =0 (”-74)

Le calcul de,
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donne deux racines,

donc,

En injectant chacune des racines dans (11.75), le systéeme d’équations,

B(O—)\)x—w—;yzo
S—&xﬂo—)\)yzo |
O 2

donne deux solutions,
X=-y e Xx=y

Nous prenons alors deux couples de valeurs vérifiant ces deux solutions,

Lo Horls

Aprés normalisation nous obtenons,

w1 1 HL 1w,
EO 2% 2 N2mnpv2 \/5%% 0
Wi g %L 100 1 L%O _ Wy
2 2 RHHV:Z V2 2

et™ de (11.68),

" La relation qui permet d’obtenir la matrice inverse d’une matrice (2X2) est la suivante,

cd 1 d -c
% d% _ad—bc%b aE'

(11.76)

(I11.77)

(11.78)

(11.79)

(11.80)

(11.81)

(11.82)
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H o Wr

0

2

-% H
2 [O=
:

1 1 1 1
o fz%’% 0@.@ B s
0 1 1 1 O
75 A0 ST &6

Déterminons la matrice densité donnée par (11.71) a partir de (11.83). Du paragraphe

1.6.1 nous savons que la matrice densité, dans lI'approximation des hautes températures,

est de la forme,

0 _ a
0BS +ic

N

(11.84)

ou a, b et ¢ sont des nombres réels. Pour obtenir ces différentes valeurs nous allons

déterminer la trace de la matrice densité associée a |

(1) = tr{poss! ) -t%

()=t

donc,

_

Poss =

poss y =

< > - tr{posslz} - tr%

(1)
HL)+i1,)

1y etl,,

e %: (11.85)
¥

=tr % _E%:c (11.86)
+ic 0 %

i _a% i%za (11.87)
i

(=i (11.88)

- H

Calculons la matrice densité donnée par I’équation (I11.71) a partir de (11.83) et (11.88),

dans le cas ou pygs(0) =1,

Hﬁl

1
Poss(t) = B

al

~1

@__1

%%xp( j O t) 0 2 ?E
rf = 0l
EH o0 eey % 70
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11 f
x% 01%721 ?%Xp(l t) 0 E
W,
P aE G 0 el
HL - 1f
«N2 42
Ef\/l_ LB' (11.89)
2 2
Soit,
poss(t)jcoswgtt isinwgt% oﬂﬂcos— —isinwétftgl
ﬁsinwrf cos & %lsm— cos 1 E
2 2 2

(11.90)
Si nous utilisons certaines propriétés mathématiques™™, nous obtenons alors,

3 () (0-i(y)HL Ecosw” _%Sinw"tg. (11.91)

E{IX>+i<|y> (1) H ﬁismwﬁt —%coswﬁtﬁ

Nous retrouvons bien les relations (1.212) obtenues au premier chapitre.

™™ On rappelle pour mémoire que,

exp(ia) +exp(—ia)
2
exp(ia) — exp(—ia)

sina= ; cos2a=cos’a-sin?a
2i

cosa = ; sinacosb+sinacoshb =sin(a +b)
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CHAPITRE III :

Traitements quantiques de la rotation des tenseurs

La théorie liée a I’interaction quadrupolaire peut étre traitée en utilisant des
tenseurs sphériques irréductibles pour les hamiltoniens.

Nous sommes habitués a utiliser certaines grandeurs physiques comme la masse
ou I’énergie qui ne sont pas reliées a I’orientation de nos systémes de coordonnees ou
qui n’ont pas de direction privilégiée. Ces grandeurs sont des scalaires ou des tenseurs
d’ordre 0O (ils ne possédent qu’une composante).

D’autres grandeurs, comme la position d’un objet dans I’espace, sont associées a
leur direction aussi bien qu’a leur ampleur. Ces grandeurs sont des vecteurs ou des
tenseurs d’ordre 1. Nous avons vu leurs propriétés de transformations par rotations au
chapitre I1.

Considérons a présent le moment d’inertie M en mecanique classique. Pour un

systéme de particules, les eléments de M sont donnés par :

My =D m,r,r, aveck j=1,2,3 , (111.1)

ou r,, est le vecteur position de la particule a et m, sa masse. Le moment d’inertie est

alors un tenseur formé de 6 composantes indépendantes (M,; = M, ) et représente un

tenseur symetrique d’ordre 2. Nous verrons dans le paragraphe 111.1 les lois de
transformations par rotation d’un tenseur associé a une fonction ou & un opérateur.

Nous utilisons des tenseurs sphériques irréductibles afin de faciliter les calculs
liés au changement de référentiel. En effet ces tenseurs nous permettent d’introduire la
matrice rotation de Wigner. Apres avoir traité de facon classique les rotations (chapitre
I1) nous allons nous intéresser aux traitements quantiques de la rotation des tenseurs et
ainsi obtenir cette matrice rotation de Wigner.

En mécanique classique, on associe aux mouvements de rotation le moment
cinétique. De méme en mécanique quantique, on introduit un moment cinétique ou
angulaire. Avant de discuter des opérateurs rotations, nous allons rappeler la définition
des moments angulaires en mécanique quantique, ainsi que quelques-unes de leurs

propriétés (relations de commutations, fonctions propres...) (8. 111.1.1). En mécanique
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quantique nous verrons que les rotations des fonctions d’espace ou des fonctions de spin
s’effectuent a I’aide d’opérateurs rotations (opérateur lié a I’opérateur exponentiel vu au
chapitre 1). Comme pour les rotations classiques, il est nécessaire pour les traitements
quantiques des rotations de préciser les conventions utilisées (8. 11.1). Nous

déterminerons, pour un angle ¢ ou a, I’opérateur rotation active positive (8. 111.1.2)

ainsi que I’opérateur rotation passive positive (8. 111.1.3). Nous observerons leurs
actions sur une fonction d’espace et sur un opérateur d’espace. Nous généraliserons ces
opérateurs rotations dans le cas d’une rotation aux angles d’Euler. Nous verrons alors
qu’il y a deux fagons de considérer I’opérateur rotation passive positive : selon Wolf et
selon Fano (8. 111.1.3.c).

Jusqu’ici les rotations aux angles d’Euler s’effectuaient autour des axes du
référentiel mobile, mais les relations de commutations des opérateurs moment angulaire
dans ce référentiel ne sont pas identiques a celles obtenues dans le référentiel fixe (8.
111.2.1). Ainsi, a partir des opérateurs rotations par rapport au réferentiel mobile, nous
déterminerons les opérateurs rotations par rapport au référentiel fixe (8. 111.2.2 et
111.2.3).

Nous ferons ensuite le lien entre les opérateurs rotations passives et les
opérateurs rotations actives (nous partirons d’une rotation passive positive (8. 111.3.1)
puis d’une rotation active positive (8. 111.3.2)). Nous récapitulerons, dans les figures
I11.9 et 111.10, les différentes fagons de décrire une rotation aux angles d’Euler en
mécanique quantique. Afin de justifier ces différentes relations nous traiterons deux
exemples de rotation d’une fonction (8. 111.3.3 et 111.3.4).

Apreés avoir defini les tenseurs irréductibles (8. 111.4), nous traiterons des
exemples de rotations de tenseurs d’espace et nous montrerons les différentes
possibilités d’étudier ces rotations de tenseurs sphériques irréductibles (8. 111.4.1). Nous
en deduirons, suivant les conventions prises, les matrices rotations de Wigner pour la
rotation active positive et pour la rotation passive positive (8. 111.4.2.a et 111.4.2.b).
Nous donnerons alors les définitions et les propriétés de ces différentes matrices (8.
111.4.2.c). Nous insisterons ensuite, par des exemples de la littérature, sur I’importance

de choisir et de déclarer les conventions (8. 111.4.2.d).



Les impulsions radiofréquence en RMN agissant sur les spins, nous étudierons
pour commencer des exemples de rotation de tenseur d’opérateurs de spin (8.
111.4.3.a-c). Puis nous généraliserons les lois de transformations par rotation des
tenseurs d’opérateurs de spin (8. 111.4.3.d). Enfin pour finir nous traiterons, comme
dans les chapitres I et 11, le cas d’une impulsion +X (8. 111.4.3.e). Notons qu’en général,
les rotations des tenseurs d’espace sont actives ou passives mais que les rotations des

tenseurs d’opeérateurs de spin sont actives.
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l1l.1. Opérateur rotation

L’outil mathématique utiliseé en mécanique quantique pour rendre compte d’une
rotation est I’opérateur rotation. On va déterminer dans ce paragraphe les opérateurs
rotations et montrer les différentes facons de considérer les rotations en mécanique
quantique.

Avant de s’intéresser & I’opérateur rotation, on va étudier le moment angulaire™

en mecanique quantique.
[11.1.1. Moment angulaire

D’aprés Weissbluth (p1-4 [1]), on définit le moment angulaire d’une particule de

quantité de mouvement® p =mV placée a une distance ¥ de I’origine d'un systéme
d'axes cartésiens (X, y, z) par le produit vectoriel :
L=70p |, (111.2)

dont les composantes sont :

ELX =yp, —zp,
0, =zp, = Xp, . (1n.3)
H'z = Xpy _ypx

En mécanique guantique, on associe au quantité de mouvement p un opérateur
égal & —in0®P. D’aprés Goldman (p47-48 [3]) les opérateurs X, y et z ne commutent

pas avec les opérateurs p,, p, et p,. En effet, si on les applique sur une fonction

arbitraire continue et différentiable f(x, y, z), on obtient,

xp,f = —ihx% : (1n.4)

@M On dit aussi moment cinétique.
) Nous utilisons quantité de mouvement au lieu d'impulsion pour différencier p de I'impulsion
radiofréquence en RMN.

P) 4%me nostulat de la mécanique quantique qui permet de déterminer, & partir d’une expression classique

d’une quantité A, I’expression de I’opérateur associé A etcela par des régles de quantification (Ngd

p117 [2]).
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et,
. of
xf =—iaT +x—0 ,
b, Ef s
soit,
(xp, —p, x)f =inf
Donc,

[x, p1=1y, p,1=[z, p.]1=iA

(111.5)
(111.6)
(11.7)

En procédant de la méme fagon que pour obtenir I’équation (I11.7), on obtient alors les

relations connues sous le nom de « relations de commutations canoniques » (Cohen-

Tannoudji et collaborateurs p150-151 [4], Elbaz p190 [5]),

k, j]=0
Py pj]:O aveck, j=x, Yy, z

k. p,| = ins,

(111.8)

On définit aussi pour L un opérateur moment angulaire L :

L=hl ,

dont les composantes sont@?,

=—iE—-vV—
’ oy Y ox

(1.9)

(111.10)

Trois opérateurs jouent un role important en mécanique quantique,

O, =L, +iL,
_=L, -iL,
aF:@+L§+@

(111.12)

(@9 Cette notation est compatible avec les hamiltoniens définis en unités de vitesse angulaire.
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On nomme L, , opérateur de montee, et L _, opérateur de descente. Il est utile de

considérer les composantes sphériques de ces opérateurs™,
O H. .0 - 0
=iind— +cotgBcosd—
g % b +eotg ¢G¢E
% :i%coséﬁiﬂzotg@sin(ﬁié , (111.12)
Y 00 0P
d

O
D -
-

ol 0 et  sont respectivement I'angle polaire et I'angle azimutal de L. Entre les
coordonnées cartésiennes et sphériques on a les relations suivantes,

(X =rsinBcosd

Ey:rsinésinqi . (111.13)

%:rcos@

En utilisant ces coordonnées sphériques, on définit trois autres opérateurs,

0 1 . 1 .00 . . -0

g =———=(L, +iL ) =-—=e®B=+icotgB—
L= i) == Eafe ga¢%

1 . 1 .00 . . -d

L =——=(L -iL,)=-——e™H=-icotgb—H . 111.14
éll )= 50 e gaqs% (11.14)
%O:Lz
=

Pour obtenir les relations de commutations liées aux opérateurs moments
angulaires, il suffit de développer les opérateurs a I’aide de (111.3) et de se servir des
relations (111.8). D’aprés Cohen-Tannoudji et collaborateurs (p649 [€1), on a alors les
relations de commutations suivantes,

L., L]=L,L,-LL,=i0, L , (1.15)

mjk
oum, j etk correspondent a (x, y, z) et [0 est le coefficient de Levi-Civita, par

exemple :
L, L]=-iL, . (111.16)

™ Nous utilisons les angles (8, ) pour les harmoniques sphériques car par la suite nous utiliserons les

angles d’Euler (¢, 6, &) pour la rotation active.
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De plus,ona:

L, Ll==%L, ; L, Ly]=#L, ; [L,. L. ]=L, . (111.17)
Et enfin,

[L*, L,]=0 , (11.18)
ou L, représente les opérateurs cartésiens (L,, L, L,) etsphériques (L,,, L, L;).
Ces relations sont vraies quel que soit le moment angulaire étudié. De fagon générale,
en mécanigque quantique on notera un moment angulaire J.

Le fait que deux opérateurs commutent implique qu’il existe un ensemble

commun d'états propres pour ces deux opérateurs. De la relation (111.18) on choisit

conventionnellement un ensemble d'états propres |j, m> pour les opérateurs J° et J, ou

les valeurs propres sont spécifiées par,

i my=m|j, m) ; % m)=j(j+D[j m) , (111.19)
et aussi,

1.i m>:$\/%(j(j+l)—m(m +1)j me1) (111.20)

J.li m)=i(j+) -m(m=1)|j, mz1) . (111.21)

Le nombre quantique j peut prendre différentes valeurs qui traduisent des
moments angulaires particuliers. Si j peut prendre des valeurs entiéres et demi-entieres,
alors le moment angulaire correspond a un moment angulaire intrinséque, appelé spin.
On notera les opeérateurs de spin pour les noyaux, . Mais si j ne peut prendre que des
valeurs entiéres, alors il s’agit d’un moment angulaire de type orbital, c’est-a-dire
I’équivalent d’un mouvement classique de rotation autour d’un axe (comme un électron

autour d’un noyau). On le notera L.
Comme L’ et L, commutent (111.18), il existe simultanément une fonction
propre de ces deux opérateurs. Les harmoniques sphériques peuvent étre ces fonctions
propres, ils satisfont a,
%LzY/;m 6 ) =((t+)Y,, (8 )
E-.Ym (6, 0) =mY,, (8, §)

L’expression genérale des harmoniques sphériques normalisees est,

(1.22)
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m+‘m‘

g_
Y@ 9=y ¢ (2 m)

(¢ +|m )'

P" (cosB)e™ (111.23)

ou le‘ (cosB) est le polyndme de Legendre associé, avec ¢/ =0,1,2,...etm= ¢, { —

1, ...,— (. Les premiéres expressions de ces harmoniques sphériques® sont données

dans le tableau 111.1. Pour ¢ > 2, voir Weissbluth p4 [11,

Tab. 111.1 : Harmoniques sphériques Y, jusqu’a l’ordre ¢ = 2 exprimés en coordonnées cartésiennes et
sphériques (ces fonctions se retrouvent souvent en RMN).

14 m r[ng (X, Y, Z) Y(m (é' ¢)
0 0 i i
AT an

1 0 ,/iz ‘/icosé
4Tt 4an
1 +1 11/i(xiiy) iwfisinéei“ﬁ
81 81t
2 0 ,/i\/I(Szz 1) ‘/i\/I(Bcosz 8-1)
4tV 4 4\ 4
2 +1 ¥ ‘/i\/gz(x + iy) ¥ 1/i\/gcosésin Bt
4tt\ 2 4ty 2
2 +2 ,/i\/g(xiiy)z = > \/Esm Pet??
41\ 8 411\ 8

) On note parfois les harmoniques sphériques Y,". Nous utilisons la notation Y, car par la suite nous

rajouterons d’autres exposants (8. 111.4).
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l11.1.2. Opérateur rotation active positive

En RMN, comme on étudie les noyaux, on utilise le moment angulaire de spin.
Dans la suite du texte nous écrirons alors les moments angulaires par la lettre | au lieu
de J, sauf aux paragraphes 111.4.1 et 111.4.2 traitant les matrices rotations de Wigner ou J
sera employé de nouveau. Suivant la suggestion de Chaichian et Hagedon (p53 [7]),
nous affectons l'indice « A » ou « P » aux fonctions et aux opérateurs pour distinguer
une rotation active d'une rotation passive™.

La rotation active d'une fonction d'espace peut étre décrite de deux facons :

(ral) La premiere facon utilise un seul référentiel et un point particulier de I’espace
comme argument pour décrire la rotation active d'une fonction. La fonction et
son argument changent d'expression analytique apreés une rotation. Les

arguments successifs sont celui du point particulier subissant les rotations.

(ra2) La seconde fagon utilise deux référentiels pour décrire la rotation active d'une
fonction. Initialement, ces deux reférentiels sont confondus. L'un est le réferentiel
initial qui est fixe par convention®. L'autre est le référentiel qui suit la rotation
active de la fonction. C'est un référentiel mobile par définition™. Les expressions
analytiques de la fonction exprimées toujours dans le méme référentiel fixe sont
donc différentes mais elles ont le méme argument, celui défini dans le référentiel
fixe. Le référentiel mobile sert a indiquer les axes de rotation et a définir les

rw),

angles d'Eule

® pour les tenseurs et les matrices rotations de Wigner, nous mettons explicitement en exposant “passif"
ou "actif".

“) Cette convention est implicite dans la littérature.

™ On dit aussi référentiel propre de la fonction.

) Weissbluth (p53-55 [1]) et Wigner (p357-358 [8]) définissent les angles d'Euler avec les axes fixes

du référentiel initial, voir figure I11.5.
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I11.1.2.a. Rotation d’une fonction

D’apres Goldman (p51-54 [3]) et Messiah (Tome 11 p453 [¥]) on va déterminer
I’opérateur rotation active positive et observer son action sur une fonction d’espace (par
exemple la masse d’un corps inhomogene ou encore une fonction d’onde qui représente
la probabilité de présence d’un électron) W(7;) a une distance ¥, de l'origine d'un
réferentiel (X, y, z). On étudie le cas d’une rotation active positive d’un angle ¢
autour de Z (Fig. 111.1), on obtient alors une nouvelle fonction d'espace W, (t) dans le
méme reférentiel (x, y, z) tel que:

WA () =¥(r) . (111.24)
On vient d'appliquer la premiere fagon de décrire une rotation active (ral).
Il existe une relation entre ¥, et T (§. 11.3.2)*),
T=A,(0), , (111.25)
soit encore (11.16),
] Hcosqn sing OH
T=(A, @) F=P,(0)F =sing cosd O[F . (111.26)

H o 0 1

De la relation (111.24), on obtient,

W, (F) =W(5) = WP, (9)7) - (111.27)

) Comme on écrit les coordonnées sous forme de matrice-colonne (8. 11.1.2), on appelle désormais les
matrices actives A et les matrices passives P, respectivement, matrice rotation active positive et matrice

rotation passive positive.
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Fig. I11.1 : Rotation active positive d’un angle ¢
autour de I’axe z d’une fonction d’espace (par
exemple la masse d’un corps inhomogéne ou
encore une fonction d’onde qui représente la
probabilité de présence d’un électron).

D’apreés (111.26), il est facile d’exprimer les coordonnées de 7, (X,, Y,, z;) en fonction
decellesde 7 (x, vy, 2) :

[X, =XCcosd +ysin¢
Eyl = -xsin¢ +ycosp . (111.28)

2, =2

ing=¢
Si I’angle ¢ est tres petit, alors %; ¢ et (111.28) devient :
[cos¢ =1
[X, =X+¢gy
Eyl —y-—&x . (1.29)

2, =2

Soit en reportant dans (111.27) :
Walx, Y, 2) =W(x+ey, y-ex, 2) (111.30)

qui devient, si W est différentiable :

W(x, Y, 2) =Wx, y, 2) el x 2y 2Bk, y, 2)
dy ~ox

_ O 0 0
—dt+teHd-x—+y— %, y,2) . (1.31)
0 dy ~ ox
En utilisant les moments angulaires de spin (111.10), on obtient :
Wi(x, y, z)=(-iel, )W(x, vy, z) . (111.32)

Une rotation d’un angle fini ¢ autour de I’axe z peut étre décrit par une succession de

N rotations d’angle € = % Sion prend la limite quand N - o ou € - 0 pour ¢
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constant, on obtient alors I’opérateur rotation active positive d'angle ¢ autour de
l'axe z:
imB-it, O =exp(-iol) (111.33)
NeeD UNO

Par la suite, cet opérateur sera aussi note par,

Ra(d, 2) =exp(-ipl,) (111.34)

c'est une exponentielle complexe ayant un signe moins dans son argument ;

I'opérateur de spin est I, . La rotation active d'une fonction est,

WA(X Y, 2) =R (0, 2)W(X, Yy, 2) . (111.35)
Si on se réfere a I’équation (111.27), on obtient de plus, (Messiah Tome Il p450 [°])

WL(F) =R (0, W) =W(E) =W, (0)F) (111.36)

Cette relation est trés importante, en effet I’opérateur R , (¢, z) traduit deux types

de rotation : les deux premiers termes (égalité 1) indiquent une rotation active
positive de la fonction (I’argument 7 reste identique), alors que les trois derniers
termes (égalités 2 et 3) indiquent une rotation de I’argument avec la matrice

passive P, (¢) (la fonction W reste identique).

[11.1.2.b. Rotations aux angles d’Euler d’une fonction

D’aprés Brink et Satchler (p20 [10]), on généralise le résultat (111.36) aux trois

angles d’Euler™ (¢, 0, &) (Fig. I11.2), afin de déterminer I’opérateur rotation active

positive autour des axes appartenant aux reférentiels mobiles successifs vus du

%) Notons qu’en général les angles d’Euler s’écrivent (a, B, y) mais pour différencier la rotation

passive de la rotation active, nous écrivons les angles d’Euler pour la rotation active sous la forme

(¢, 6, &) sauf dans les paragraphes 111.4.1 et 111.4.2 concernant la matrice rotation de Wigner ou, pour

étre en accord avec la littérature, nous utiliserons de nouveau (a, 3, y) pour la rotation active.
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référentiel initial (x, y, z) qui est un référentiel fixe par convention. Par la suite nous
écrirons simplement « autour des axes mobiles ». On applique la seconde fagon de
décrire la rotation active d'une fonction (ra2).

La premiére rotation d'angle ¢ autour de I’axe z transforme le référentiel

(X, y, z) enun nouveau réferentiel (x', y', z') ; l'opérateur exp(-i¢l,) transforme la

fonction W(r) en W, (F) :

W,;(?);exp(—iq)lz)W(f) : (1m.37)
Le nouveau référentiel (x', y', z') qui est un référentiel mobile suit la rotation de la
fonction. Les fonctions W, et W sont exprimées dans le référentiel initial (x, y, z) ;
elles ont donc le méme argument 7. L'axe de rotation z appartient au référentiel avant la
rotation de la fonction.
La deuxieme rotation d'angle & autour de I’axe y" avec I’opérateur, exp(-il,.),
transforme la fonction W, (r) en une nouvelle fonction W,(F) ainsi que le référentiel

(x', y', Z') enun nouveau référentiel (x", y", z") :

Wi (r) ;exp(—iely.)LP,;(F) =exp(=i6l,.) exp(-ipl, )W () . (111.38)
Les fonctions W, , W, et W sont exprimées toujours dans le méme référentiel
(X, y, z) ; elles ont toujours le méme argument 7. L'axe de rotation y' appartient au
référentiel juste avant la 2° rotation de la fonction.
La troisieme rotation d'angle & autour de I’axe z" avec I’opérateur, exp(-ié&l,.),

m

transforme la fonction W, (f) en une nouvelle fonction W,(r) ainsi que le référentiel

m m

(x", y", z") enun nouveau référentiel (x", y", z

WE(F) =exp(—iEl, ) Wi(7)
= exp(-igl,.) exp(=ibl,.) exp(=idl,) ()
=RI™ (&, 6, )W(r) . (111.39)
Les fonctions W, , W, et W sont exprimées toujours dans le méme référentiel
(X, y, z) ; elles ont toujours le méme argument 7. Ces remarques sont en accord avec

la définition de rotation active d'une fonction, la rotation ayant lieu dans le référentiel

fixe. L'axe de rotation z" appartient au référentiel juste avant la 3° rotation de la
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fonction. On obtient ainsi I’opérateur rotation active positive autour des axes

mobiles (z, y', z") ®@ (Goldman p79 [3], Stancu p216 [11]) :

déf

RI®(E, 6, ) = exp(~i€l,.)exp(-ifl, )exp(-iol,)
=R, 2)RI*(6, Y)RI® (0, 2) . (111.40)

Dans les arguments de RY™ (&, 8, ¢) le troisiéme angle d’Euler & est a gauche et le
premier angle d’Euler ¢ est a droite. Si nous appliquons cet opérateur rotation active

positive, alors nous obtenons la généralisation de I’équation (111.36),

Wa(r) ;RZ“’ (& 6, ¢)w(f)iw(fl)iw(P(z, 0, §)r) . (111.41)

Cette relation indique toujours I’effet d’une rotation active positive aux angles d'Euler
sur une fonction et une rotation passive positive de I’argument avec la matrice

P(E, 6, ¢). Les fonctions W, et W sont exprimees dans le référentiel initial (fixe)
(X, y, z) ;elles ont le méme argument ¥ . Par contre les axes de rotations (z, y', z")
des fonctions sont mobiles ; d'oll la notation de I'opérateur rotation R7®. Si nous
considérons un point particulier T de la fonction W, , le point correspondant avant la
rotation est donné par 7, =P(&, 6, ¢)r. La matrice passive P(E, 0, ¢) est définie par

(11.20). Elle décrit des rotations aux angles d'Euler autour des axes mobiles.

@) \/oici notre convention sur I'ordre des angles d'Euler dans les équations : Cet ordre, pour les arguments
déf
d'une fonction ou d'un tenseur se trouvant a gauche du signe d'égalité du type =, est le méme que celui

dans les expressions analytiques se trouvant a droite du signe d'égalité ; "déf" signifie définition.
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Fig. I11.2 : Angles d’Euler autour des axes mobiles : (a,3,y) pour la rotation passive et (¢,0,€) pour la
rotation active.
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[11.1.3. Opérateur rotation passive positive

111.1.3.a. Rotation d’'une fonction

Dans ce paragraphe, en s’appuyant sur Wolf [12] et Weissbluth (p48-50 [1]), on
va déterminer I’opérateur rotation passive positive et observer son action sur une
fonction d’espace W(T) définie dans le référentiel fixe d’axes (X, y, z). On étudie le
cas d’une rotation passive positive d’un angle a autour de I’axe z (Fig. 111.3). On
obtient alors une nouvelle fonction W, (t') définie dans le référentiel mobile d’axes
(x', y', 2') tel que:

W (F) = W(F) . (111.42)

Les vecteurs T et T’ décrivent le méme point de I’espace mais dans deux référentiels.

Fig. 111.3 : Rotation passive positive d’un angle a
autour de I’axe z.

Il existe une relation entre 7 et 7' (8. 11.3.1),
r'=P,(0)r , (111.43)
soit d’apres (11.22),
osa -sina 0
F= (Pz (a))_lf’ =A,(a)f'=rpina cosa O[T . (111.44)
H o 0 1H
De la relation (111.42), on obtient,

Wi (') = W(7) = W(A, (@)F") . (111.45)
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D’apres (111.44), il est facile d’exprimer les composantes de f(X, Yy, z) en
fonction de celles de T'(x’, y', Z) :
X =x'cosa —y'sina

Ey:x'sinowy'cosa : (111.46)

b=

. A . Sina = .
Si I’angle a est trés petit, alors ] et (111.46) devient :
[fosa =1

D( - XI _syr
Ey:y'+£x' : (11.47)
b2

Soit en reportant dans (111.45),
Yo (x', y, Z)=WX' -¢gy', y+ex', ') , (111.48)

qui devient, si W est différentiable,

I I I I I I 1 Ia Ia 1 I 1
WX, Yy, Z)=W(X, Yy, 2)+tex'— -y — KX, Yy, Z)
oy 0x

0
= g+a§<'i,—y’i,%~v(x’, y, z") . (111.49)
O ay ox
En utilisant les moments angulaires de spin (111.10), on obtient :
W (x', Y, Z') = [Q+iel WX, Y, Z) . (111.50)

Une rotation d’un angle fini a autour de I’axe z' peut étre décrit par une succession de
: A . _—
N rotations d’angle € = N Sion prend la limite quand N - o ou € - 0 pour a

constant, on obtient alors I’opérateur rotation passive positive :

|imB+i|Z.EHN:exp(ia|z.) . (111.51)
N-ef]F N

Par la suite cet opérateur sera écrit sous la forme®®,

R, (a, z') =exp(ial,) . (1.52)

@) Rose (48-51 [13]) traite le cas de la rotation passive mais utilise I’opérateur rotation active (111.34).
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Cet operateur differe de I'opérateur rotation active par deux points : le signe de
I'argument et I'opérateur de spin®®. On peut donc exprimer une rotation passive
positive d’une fonction par,

Y.x', ¥y, ) =R, (a, Z)W(KX, ¥y, Z) . (1n.53)
Si on se réfere a I’équation (111.45), on obtient de plus (Davydov p152 [14]),

w;(f')iRp(a, z')qJ(?')ilP(?)qu(Az(a)?’) . (111.54)

Cette relation est tres importante, en effet I’opérateur rotation passive positive

R, (a, z') traduit deux types de rotations : les deux premiers termes (égalité 1)

indiquent une rotation passive positive de la fonction (I’argument ¥’ reste
identique), alors que les trois derniers termes (égalités 2 et 3) indiquent une

rotation de I’argument de la fonction avec la matrice active A, (a) (la fonction W

reste identique).

[11.1.3.b. Rotation d’un opérateur

Aprés avoir observé I’effet d’une rotation sur une fonction d’espace, on va
étudier le cas d’une rotation d’un opérateur de I’espace des coordonnées. D’apres
Weissbluth (p50-51 [1]), on est souvent amené a traiter des équations du type,

W) = HT)x(F) (111.55)
ou H(T) est un opérateur d’espace des coordonnées qui transforme la fonction x(7) en
W(r).

Si I’on étudie a nouveau le cas d’une rotation passive positive d’un angle o
autour de z', on obtient alors deux nouvelles fonctions W, (f') et x;(7") dans le
référentiel (x', y', z'). En partant de I'égalité, W(r") = H(f')x ("), ou I’on multiplie a
gauche les deux membres par exp(ial,),ona:

exp(ial, )W(F") =exp(ial, )H(T)x(r") . (111.56)

(¥bb) Cet opérateur dépend des conventions choisies. Nous utilisons pour la rotation active le couple (r, r;)

et pour la rotation passive le couple (r', r).
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On vy insere l'identite exp(—ial,.)exp(ial,.) =1, ce qui donne :

exp(ial, )W(r") =exp(ial, )H(F") exp(-ial,) exp(ial,)x(f) .  (111.57)

2
Comme exp(ial,. )x(f")=x(F), (111.57) se transforme en

exp(ial, )W(r") =exp(ial, ) H(T") exp(-ial,)x(F) . (111.58)

2
D'autre part exp(ial,. )¥(r") =W(F) = H(F)x(7) . En identifiant cette derniére relation
avec (111.58) on peut écrire
exp(ial, )H(r")exp(-ial,) =H(F) . (11.59)

Plus généralement, on en deduit que

H (F) iexp(ialz.)H(f') exp(-ial,.) z H(F) 2 H(A, (0)F') . (111.60)

Cette relation correspond a une rotation passive positive d'un opérateur d’espace
des coordonnées et a une rotation active positive de son argument avec la matrice
A, (a). On remarque que I’opérateur H(T") est pris en sandwich entre exp(ial,.) a
gauche et exp(-ial,.) a droite. Les équations (111.54) et (111.60) sont les équations de
transformation d’une fonction et d’un opérateur par une rotation passive positive d’un

angle a autour de Z.

Remarque : notons que pour une rotation active positive nous obtenons la relation

suivante,

HL,(F) =exp(-id1, )H(F) exp(iol,) = H(E) =H(P, (0)F) . (11.61)

Cette relation correspond a une rotation active positive d'un opérateur d’espace
des coordonnées et a une rotation passive positive de son argument avec la matrice

P, (). Si nous réexaminons le tableau 1.2, I’équation (111.61) confirme I'emploi de

ce tableau : c’est une rotation active positive des opérateurs de I’espace des spins.
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[11.1.3.c. Rotations aux angles d’Euler d’'une fonction

On va étudier la rotation passive aux angles d’Euler d’une fonction (Fig. 111.2).

En effet on peut considérer cette rotation de deux points de vue :

(1) Selon Wolf, les rotations s'effectuent autour des axes appartenant aux référentiels
mobiles successifs et les opérateurs rotations sont décrits dans ces référentiels
mobiles successifs. Par la suite nous écrirons simplement rotation passive autour
des axes mobiles selon Wolf.

(2) Selon Fano, les rotations s'effectuent autour des axes appartenant aux référentiels
mobiles successifs mais les opérateurs rotations sont decrits dans le référentiel qui
précede une rotation. Par la suite nous ecrirons simplement rotation passive
autour des axes mobiles selon Fano.

La conséquence est que I’on obtient deux opérateurs rotations passives différents.

(1) Dans un premier temps, on considére la rotation passive positive autour des axes
mobiles selon Wolf [12]. On applique le résultat (111.54) aux trois angles d’Euler (Fig.
I11.2), afin de déterminer cet opérateur.

La premiére rotation d'angle a autour de I’axe z transforme le référentiel

(X, ¥y, z) enun nouveau référentiel (x', y’, z'). L'axe de rotation z' appartient au

référentiel aprés la 1% rotation, bien que les axes z et z' soient confondus. On a,

lJJF’,(?')éexp(iO(IZ.)W(?') : (111.62)
L'argument des deux fonctions W(r') et W, (') est T'.
La deuxiéme rotation d'angle [ autour de I’axe y' transforme le référentiel
(x', y', ') enun nouveau reférentiel (x", y", z"). De cette rotation et en utilisant

I’équation précédente, on a,

1
W (") =exp(iBl,. ) W: (") = exp(iBl,.) exp(ial . )¥(F") . (111.63)
L'axe de rotation y" appartient au référentiel aprés la 2° rotation, bien que les axes y' et
y" soient confondus. De plus les opérateurs de spin sont liés aux axes y" et z". En

effet comme on se place dans le référentiel mobile, les nouveaux axes sont bien

maintenant les axes x", y" et z".
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La troisieme rotation d'angle y autour de I’axe z" transforme le référentiel
(x", y", ") enun nouveau référentiel (x", y", z"). De cette rotation et en utilisant

I’équation précédente, on a I’opérateur rotation passive positive autour des axes

mobiles selon Wolf,

We(r™) ;exp(ivl ) Wa (") = exp(iyl,.) exp(iBl,.) exp(ial,.)W(r")
(111.64)
L'axe de rotation z" appartient au référentiel aprés la 3° rotation, bien que les axes z"
et z" soient confondus. Dans le référentiel mobile, les nouveaux axes sont a présent

XI"’ yI" et ZI" .

Dans cette derniére expression, il est clair que la caractéristique de I’opérateur

rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf est d’étre exprimé par des

m

opeérateurs de spin liés aux axes finals (x", y", z"). A chaque rotation les opérateurs

de spin changent.

(2) On va traiter a présent la rotation passive positive autour des axes mobiles selon
Fano. En utilisant la démonstration de Fano et Racah (p45 [151), on applique le résultat
(111.54) aux trois angles d’Euler (Fig. 111.2), afin de déterminer cet opérateur.

La premiére rotation d'angle a autour de I’axe z transforme le référentiel

(X, y, z) enun nouveau référentiel (x', y', z').Ona,

1
WL (F)=exp(ial,)¥(r') . (111.65)
L'équation (111.65), qui utilise I'opérateur de spin 1,, est en désaccord avec celle de
(111.52), qui utilise I'opérateur de spin 1,.. Cette remarque nous permettra par la

suite de justifier I'abandon de la matrice rotation passive de Wigner selon Fano (8.
111.4.2).

La deuxiéme rotation d'angle [ autour de I’axe y' transforme le référentiel
(x', y', z') enun nouveau référentiel (x", y", z"). De cette rotation et en utilisant

I’équation précédente, on a,

1
W (r") =exp(iBl, ) W: (") = exp(iBl,.) exp(ial, )W(r") . (111.66)
La troisieme rotation d'angle y autour de I’axe z" transforme le référentiel

(x", y", z") enun nouveau référentiel (x", y", z"). De cette rotation et en utilisant
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I’équation précédente, on a I’opérateur rotation passive positive autour des axes

mobiles selon Fano,

1
We(F") =exp(ivl,. ) Wp (F") = exp(ivl,.) exp(iBl,.) exp(ial, ) ¥ (r")
(111.67)
Comme on se place du point de vue de Fano, les opérateurs de spin sont liés aux axes z,

y' et z".

Remarque : A part I'absence des signes "—" dans les fonctions exponentiels de (111.67),
I'approche de Fano et Racah pour introduire I'opérateur rotation passive positive autour
des axes mobiles est identique au cas de la rotation active positive autour des axes
mobiles (8. 111.1.2.b).

Il existe donc deux fagons de noter I’opérateur rotation passive positive
autour des axes mobiles (111.64) et (111.67).
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i
X'

yl
y

1% rotation d’angle d’Euler y autour de z.
7z z\Z

Z"

A

2°™ rotation d’angle d’Euler B autour de y" 2™ rotation d’angle d’Euler B autour de y.
zm Zp%

Séme

rotation d’angle d’Euler y autour de z”, 3eme

rotation d’angle d’Euler a autour de z.

Fig. 111.4 : Rotation aux angles d’Euler. Equivalence entre rotation positive autour des axes mobiles
(z, y', z") (Figures de gauche, Rose 1957 p50 [13]) et rotation positive autour des axes fixes (z, y, z)
(Figures de droite Rose 1955 p16 [16]).
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X a '
y
X y
1% rotation d’angle d’Euler yautour de z. 1% rotation d’angle d’Euler a autour de z.
!
7" Z"\Z ZAZ
ZH

-

y

Ty
X' V.
X"

2™ rotation d’angle d’Euler B autour de y’. 2tme

Z)

rotation d’angle d’Euler S autour de y.

Séme

rotation d’angle d’Euler a autour de z". 3™ rotation d’angle d’Euler yautour de z.

Fig. I11.5 : Equivalence entre rotation positive autour des axes mobiles (z, y', z") (Figures de gauche)
et rotation positive autour des axes fixes (z, y, z) (Figures de droite) (Wigner p90 [8]).
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Nous noterons I’opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon
Wolf [12] ;

RI®™ (v, B, @) = exp(ivl,.) exp(iBl,.) exp(ial.,.)

= R r;]ob (y’ Z"’)R 210[) (B' ym)R g]Ob (a' Zm) ) (I I |.68)

Nous noterons I’opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon

Fano (Fano et Racah [19]) :

RO (y, B, &) = exp(iyl,.) exp(ipl,, ) expial,)
=RIU(y, Z)RI®(B, YIRI®(a, 7) . (111.69)

Les opérateurs rotations passives R7*®"(y, B, a) et Rp™"Y(y, B, a) ont les mémes

angles d'Euler ; ils ne différent que par les opérateurs de spin. Si nous appliquons ces

opeérateurs rotations passives positives a I’equation (111.54),

W) ;ngob,FouW(y’ B, q)w(f"')iq)(f)ilp(A(q, B, y)?"’) . (I1.70)

Cette relation indique toujours I’effet d’une rotation passive positive aux angles d'Euler
sur une fonction et une rotation active aux angles d'Euler de I’argument avec la matrice

A(a, B, y). Les fonctions W' et W sont exprimées dans le réferentiel mobile final

m m

(x", y", z") ;elles ont le méme argument 7" . Par contre les axes de rotations des

fonctions sont mobiles ; d'ol la notation de I'opérateur rotation R " Si nous

m

considérons un point particulier " de la fonction W.' dans le référentiel mobile final,

le point correspondant dans le référentiel initial (x, y, z) avant la 1% rotation est

- m
r

donné par T = A(a, B, y)r". La matrice active A(a, B, y) est définie par la relation
(11.26). Les angles d'Euler des rotations passives de la fonction sont définis autour des

axes mobiles.
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[11.2. Axes fixes et axes mobiles

[11.2.1. Intéréts de la rotation autour des axes fixes

A présent nous pouvons nous s’intéresser aux différences entre une rotation
s’effectuant autour des axes mobiles (ce que I’on a fait jusqu’a présent) et une rotation
s’effectuant autour des axes fixes (c’est-a-dire les axes du référentiel initial (fixe)).
D’apreés Weissbluth (p54-55 [1]) et d’apres la figure 111.4 nous constatons que le
choix des axes de rotation a une influence sur la définition des angles d’Euler. Pour
une rotation aux angles d’Euler autour des axes mobiles (Rose 1957 p50 [13]) le
premier angle est a et le dernier est y, alors que pour une rotation aux angles
d’Euler autour des axes fixes (Rose 1955 p16 [18]) le premier angle est y et le
dernier est a . Par la suite nous utiliserons les angles d’Euler autour des axes mobiles
(sauf avis contraire)®®. Nous allons étudier les opérateurs associés a ces deux types de
rotations. La raison de différencier axes fixes et axes mobiles est que les opérateurs de
moment angulaire ne commutent pas de la méme facon.

En effet, considérerons la rotation active positive discutée dans le paragraphe
111.1.2 (Fig. 111.6). Soit une rotation active positive d’angle ¢ autour de I’axe Z ou z.
Nous pouvons nous placer soit dans le référentiel mobile d'axes (x, y, z) (partie
gauche de I’égalité (111.71)) soit dans le référentiel fixe d'axes (X, Y, Z) (partie droite
de I’égalité (111.71)),

e =™z (111.71)
Si nous effectuons a présent une rotation active positive d’angle 6 autour de l'axe y
dans le référentiel des axes mobiles (puisque nous pouvons nous placer dans le

référentiel mobile lié a I’objet), I’égalité précédente devient,

) Nous privilégions la définition des angles d'Euler avec des axes mobiles vus dans le référentiel fixe, le
1* angle d'Euler est o ou ¢ (dessins de gauche dans Fig. 111.4), par contre le 1* angle d'Euler est y ou &
pour les rotations autour des axes fixes (dessins de droite dans Fig. 111.4). Au contraire, Weissbluth (p53-
55 [1]) ainsi que Wigner (p357-358 [8]) privilégient la définition des angles d'Euler avec les axes fixes
vus dans le référentiel fixe (dessins de droite dans Fig. 111.5), le 1°" angle d'Euler est a ou ¢, par contre le

1% angle d'Euler est y ou & pour les rotations autour des axes mobiles (dessins de gauche dans Fig. 111.5).
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Fig. 111.6 : Rotation active positive autour des axes
mobiles (X, y, z) et autour des axes fixes
(X,Y, Z).Dans le cas des axes mobiles, la
rotation d’angle 8 de I’objet s’effectue autour de
I’axey.

e gt =g etz (111.72)
Transformons, a partir de la relation A3.1 (Annexe), la partie droite de I’égalité (111.72)

pour obtenir une rotation active positive autour des axes fixes,
e—ieIYe—i¢|Z — (e—i¢IZe—i9IYei¢lz k—iq)lz — g 0lzg-Oly (| | |'73)
Si nous recommencons ce raisonnement mais que nous débutons par la rotation d’angle

B et que nous poursuivons par la rotation d’angle ¢, nous obtenons I’égalité suivante,

ol

v =g OveTlz (111.74)

Soustrayons membre a membre les égalités (111.73) et (111.74), nous obtenons la

g g™

nouvelle égalité,

e el)’e_i¢|z — e_i¢|ze_ie|

v =g g g O (111.75)
Considérons que les angles ¢ et 6 sont petits, de (111.33) nous pouvons réécrire

I’égalité (111.75) sous la forme,
(L-iel )@ -idl,) - (@ -idl,)1-i6l,)

=@-ipl,)@x-iel,)-@-iel,)x-idl,) . (111.76)
Aprés développement et simplification, nous obtenons,
L, =1L =10, =1, (111.77)
qui peut se mettre sous forme de commutateur,
[, L,L1=0y, 1,] . (111.78)

Alors nous voyons que les opérateurs de moment angulaire ne commutent pas de la

méme fagon dans le référentiel fixe (X, Y, Z) et dans le référentiel mobile
(x, Yy, z) (Zare p83 [17]), D'aprés P. Tougne, notons que dans le cas qui nous

intéresse, cette démonstration n'est pas rigoureuse.
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Considérons a present la rotation passive positive. La différence entre
I’opérateur rotation passive positive (111.52) et I’opérateur rotation active positive
(111.34) est le signe « — » devant le i de I’exponentiel. Remarquons que le nombre i
n’intervient pas dans la relation (111.78), nous retrouvons donc le méme type de relation
pour la rotation passive positive autour des axes fixes et mobiles. Ainsi les opérateurs
de moment angulaire ne commutent pas de la méme facon dans le reférentiel fixe
et dans le référentiel mobile. 1l est donc préférable de travailler dans un référentiel fixe
pour conserver les relations de commutation des opérateurs de moment angulaire.

Nous allons chercher maintenant les opérateurs liés a la rotation active et a la

rotation passive autour des axes fixes.

[11.2.2. Rotation active autour des axes fixes

D’aprés Brink et Satchler (p20 [10]), Elbaz (p295-296 [51), Goldman (p78-
79 3], Stancu p216 [111) on va exprimer, a partir de l'opérateur rotation active positive
autour des axes mobiles, I’opérateur rotation active positive autour des axes appartenant
au référentiel initial donc fixe. Par la suite nous ecrirons simplement « autour des axes

fixes ». En utilisant la formule mathématique demontrée en annexe A.3 et la figure 111.7,

ona:
H, :ex'p(—iqnlz)lyex.p(iq)lz) | | (111.79)
@xp(—lely.) =exp(—idl,)exp(—iBl )exp(idl,)

et,
i, :ex-p(—iely.)lz exP(ier.) | | (111.80)
Fbxp(~i€1,.) = exp(~i6l, ) exp(~i€l,)exp(iol, )

d’ou,

exp(-i&l,.) = exp(-id1,) exp(-i6l, ) exp(id!,) exp(-i€l,) exp(-i6l,)
(11.81)
En remplagant les opérateurs exp (—i6l,) et exp(-i&l,.) dans I’expression de
R (&, 6, ¢), définie par (111.40), par ceux définis ci-dessus et en permutant les

opeérateurs rotations lorsque cela est possible, on obtient :
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R™ (¢, 0, &) z exp(=il,) exp(-i6l, ) exp(-i&l,)
— RZXe (¢' Z)RZXe (e’ y)Rfixe (Z' Z)
_R™(E 6, ¢) . (111.82)

Il est & noter qu’il y a égalité entre les opérateurs R (¢, 6, &) et RT® (&, 6, ¢). Pour

I’opérateur rotation active positive autour des axes mobiles, I’ordre des angles

d’Euler est (&, 6, ¢). Par contre pour I’opérateur rotation active positive autour des
axes fixes I’ordre des angles d’Euler est (¢, 6, &) . Il y a une inversion de I'ordre des

angles d'Euler en passant d*une rotation active autour des axes fixes a une rotation

active autour des axes mobiles et inversement. L'équivalent de (I11.41) est

WI(R=R™ (9, 8, E)w(?)iw(fl)iw(P(E, 0, §)7) . (111.83)

Fig. 111.7 : Angles d’Euler pour la
rotation active autour des axes
mobiles (¢ autour de z,6 autour de
y'et & autour de z").

127



128
CHAPITRE Ill : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs

[11.2.3. Rotation passive autour des axes fixes

On vient de voir dans le paragraphe 111.1.3.c qu'il y a deux points de vue pour la
rotation passive positive autour des axes mobiles, celui de Fano et celui de Wolf. Dans
ce paragraphe on va déterminer les deux points de vue pour la rotation passive positive

autour des axes fixes a partir des deux précédents.

Fig. 111.8 : Angles d’Euler pour la
rotation passive autour des axes
mobiles (a autour de z, 8 autour de

y'et yautour de z").

(1) On commence par déduire I’opérateur rotation passive positive autour des axes
fixes selon Fano (Fano et Racah p57 [13]). On part de I’opérateur rotation passive
positive autour des axes mobiles selon Fano. D’apres la figure 111.8, certains axes sont

équivalents :

I

=Z
"=z (111.84)
&’ — y"

De plus en utilisant la formule mathématique démontrée en annexe A.3 ainsi que

NN

I’équation (111.84), on a,

H, =exp(ial,)l, exp(-ial,)

. . . _ (111.85)
Ebxp(iBl,) = exp(ial, ) exp(iBl, ) exp(-ial,)

et,
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0, =exp(ipl,)1, exp(=ipl,)
Cexp(iyl,.) = exp(iBl,.) exp(ivl, ) exp(=iBl )
%Xp(ivlz--) =exp(ial, )exp(iBl, ) exp(-ial, ) exp(iyl, ) exp(-ipl,)
(111.86)
En introduisant I’expression (111.86) dans I’équation (I11.69), on obtient,
RE™"(y, B, a) =exp(ial,)exp(ipl, ) exp(-ial,) exp(iyl, )
xexp(=iBl,.)exp(iBl, ) exp(ial,) . (1.87)
Comme |, commute avec lui-méme,
RE®F(y, B. a) =exp(ial,) exp(iBl,) exp(-ial, ) exp(ial, ) exp(ivl,)
(111.88)
on obtient I’opérateur rotation passive positive autour des axes fixes (x, y, z) selon

Fano,

RP“F(a, B, ) = exp(ial,)exp(ipl, )exp(iyl,)
=Ry (0, 2)Ry(B, YIRYC(Y, 2)
=Ry (y, B, ) . (111.89)

Il est & noter qu’il y a égalité entre les opérateurs RY"(a, B, y) et Rp™F(y, B, a).
L'ordre des angles d'Euler de I'opérateur rotation passive positive autour des axes
fixes selon Fano est I'inverse de celui des angles d'Euler de I'opérateur rotation
passive positive autour des axes mobiles. On a déja rencontré un inversement de

I'ordre des angles d'Euler dans la rotation active (111.82). L'équivalent de (I11.70) est

WIE) =RET (@, B YW =W(O=W(A@, B YT . (11L90)

(2) On prend maintenant le cas étudié par Wolf [12] (111.68). On exprime, a partir de
I'opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf, I’opérateur
rotation passive positive autour des axes fixes selon Wolf. En utilisant la formule
mathématique démontrée en annexe A.3 ainsi que les équations (111.84), on a,
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g = exp(=iyl,.)l, exp(ivl,.)

3 _ (111.91)
FXp(BI,..) = exp(-iyl,.) exp(iBl,.) expiyl.)

et,
O,. =exp(=ifl,.)I, exp(ipl,.)
cexp(ivl,.) = exp(=iBl,.)exp(iyl, ) exp(iBl,) (111.92)
ngp(ialz..) =exp(-ipl,.)exp(ial, ) exp(iBl,.)

ainsi que,

H, =exp(=ial,)l, exp(ial,)

. . . . (111.93)
@xp(lﬁly.) =exp(-ial,)exp(iBl, ) exp(ial,)

On utilise I’équation (111.68),
RI®Y(y, B, a) = exp(iyl,.) exp(iBl,.) exp(ial,.) . (111.94)

En remplagant exp(ifl,.) par la deuxieme équation du systeme (111.91), on obtient,

Ry™Y (y, B, a) =exp(ipl,) exp(iyl,.) exp(ial,.) . (111.95)
En remplacant exp(iyl,.) par la deuxieme équation du systeme (111.92), on obtient,

Ry (y, B, o) =exp(ivl,) exp(ipl,)exp(ial .) . (111.96)
En remplacant exp(ial,.) par la troisieme équation du systéme (111.92), on obtient,

Ry™Y (y, B, a) =exp(ivl,)exp(ial,)exp(iBl,) . (111.97)

En remplagant exp(ifl,.) par la deuxieme équation du systeme (111.93), on obtient
I’opérateur rotation lié au référentiel fixe (X, y, z) selon Wolf, que I’on notera
simplement R™" (y, B, a) (Blum p311 [18] ainsi que Edmonds [19.20] qui en 1957

commence avec la convention de Fano et Racah (p8 [15]) et qui poursuit en 1974
avec celle de Wolf (p55 [12])),

R fixe, W

(v, B, a) =exp(iyl,) exp(iBl, ) exp(ial,)
:Rfixe (y’ Z)Rfixe (B, y)Rfixe (a, Z)

=Ry (y, B, a) . (111.98)
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Contrairement aux opérateurs rotations actives et aux opérateurs rotations
passives selon Fano ou I'ordre des angles d'Euler est inverse en passant d'une rotation

autour des axes mobiles & une rotation autour des axes fixes, I'ordre des angles d'Euler
des deux opérateurs R™Y (y, B, a) et Rp®"(y, B, a) est le méme. Nous n'avons

R fixe, W

pas mis d'indice Aou P a (y, B, a) car son expression,

exp(iyl,) exp(iBl, ) exp(ial,), suggere deux interprétations possibles. L’opérateur
rotation R™Y (y, B, a) sera, selon le cas étudié, I'opérateur rotation active négative

autour des axes fixes ou I'opérateur rotation passive positive autour des axes fixes :

(@) active négative autour des axes fixes pour les rotations (8. 111.3, 111.4.1.c et
111.4.1.d). Pour étre en accord avec nos conventions sur les angles d'Euler, nous
remplacons dans (111.98) (y, B, a) par (&, 6, ¢) :

RYY(E, 6, ¢) E exp(i&l,) exp(iBl, ) exp(iol,)
=RX(-& 2)RL°(-6, V)RR (-0, 2)
=RY*(-E, -6, -9) . (111.99)

Les deux opérateurs R (€, 6, ¢) et R™ (=&, — 8, —¢) ont des angles d’Euler
de signes opposeés. On en déduit des relations (111.98) et (111.99) que I'opérateur
rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf, R7*Y (y, B, a), est
égale a I'opérateur rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf

R (&, 8, ¢). Nous verrons au paragraphe 111.3 que l'opérateur RY*" (€, 8, ¢)

nous permettra de lier rotation active et rotation passive. L'équivalent de (I111.41) est
1 ) 2 3
Wr(F)=RRY(E, 8, o)W(N)=W(i)=W(PE, 6, §)F) . (111.100)

(b) passive positive autour des axes fixes pour définir la matrice rotation de
Wigner selon Wolf (8. 111.4.2.b).

déf

0" (v, B, o) = exp(iyd,) exp(iBJ, ) exp(iad,)
=Ry (y, B, a) . (111.101)

Pour la matrice de Wigner nous notons I’opérateur moment angulaire J au lieu de I.
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[11.3. Liens entre rotation passive positive et rotation

active negative

Dans ce paragraphe 111.3 nous allons établir les liens entre les opérateurs
rotations actives et les opérateurs rotations passives. Dans un premier temps nous
commencerons par une rotation passive positive et nous déterminerons les opérateurs
rotations actives et passives correspondants (Fig. 111.9). Dans un deuxiéme temps nous
partirons d’une rotation active positive (Fig. 111.10). Notons que dans ce paragraphe,
nous effectuons des rotation sur des fonctions et non pas sur des vecteurs. Nous

prendrons une fonction d’onde W =p, dont la representation graphique

simplifiée est une fleche (Fig. 111.12, 111.13, 111.15 et 111.16).
[11.3.1. Passage d’'une rotation passive a une rotation active

Pour permettre de suivre plus facilement notre argumentation sur les rotations,
nous indiquons, dans la figure 111.9, les différentes fagons de considérer la rotation en
partant d’une rotation passive positive autour des axes mobiles selon Fano. De plus
nous illustrerons cette argumentation par un exemple au 8. 111.3.3. Comme nous partons

d'une rotation passive, les angles d'Euler sont a = a, @ B=p, et y=vy,. Il faut

adapter les angles d'Euler ¢, 0 et & pour la rotation active a ceux de la rotation passive.
Pour simplifier la présentation, nous allons distinguer les six cas possibles en utilisant

les deux lettres « pa » qui signifient passive — active.

(pal) Partons de l'opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon

Fano. Dans ce cas I’angle a, est le premier et I’angle vy, est le dernier, I’opérateur est
donné par (111.69),
W) =RE™" (o, By, o) (")

=RI (Yo, Z)RE” (B, YIRE™ (0o, 2)W(T")

@9 En informatique, on appelle o une variable et a, une constante.
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=exp(iy,l,.)exp(iB,l,. ) exp(ia,l, )W (r") . (111.102)

(pa2) L'opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon Fano {(I11.69)
ou (111.102)} est équivalent a I'opérateur rotation passive positive autour des axes

fixes selon Fano (111.89), mais en inversant l'ordre des angles d'Euler. L angle vy, est le

premier et I’angle o, est le dernier,
W) = RE“F (o, Bor Vo) W(T")
=R (0o, DRE B, YIRE (Yo, )W)
=exp(ia,l,) exp(iB,l, ) exp(iy,l,) P (r") . (111.103)

(pa3) Afin d’établir le lien entre rotation passive et rotation active, nous utilisons les
deux opérateurs rotations selon Wolf. L'opérateur rotation passive positive autour des
axes mobiles selon Wolf (111.68) est equivalant a celui de Fano présenté dans (pal). lls
ont les mémes angles d'Euler. Dans ce cas I’angle a, est le premier et I’angle vy, est
le dernier,
WEE") =R (g, By, 06) V(")
— R rFPOb (yo’ Zm R g]ob (BO, yrn)R g]ob (a o Zm)qJ(f"r)

=exp(iyl,.)exp(iB,l,.) exp(ia,l,. )W (") . (111.104)

(pad) A l'opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf (pa3)
correspond I’opérateur rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf

(111.98) et (111.99) ou I’angle a, est le premier et I’angle vy, est le dernier,
Wa(F) =R (Yo, Bos 0p)W(F)
=R (Yo, Z)RR(—Bo, YIRR" (-0, 2)W(F)
= exp(iy,l,) exp(iB,1,) exp(ia,l,)W(r) . (111.105)
Notons que si nous considérons (I111.105) comme une rotation passive positive, nous
sommes alors en conflit avec Fano (111.103).

Les deux opérateurs rotations selon Wolf (111.98) et (111.99) ont permis de

passer de la rotation passive a la rotation active. Nous avons adapté les angles
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d'Euler pour la rotation active (¢, 6, &) dans (111.99) a ceux de la rotation passive

(ay, Bo, Yo)-

(pab) En fait, I’opérateur rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf est

I'opérateur rotation active négative autour des axes fixes (111.82) ou I’angle —a, est le
premier et I’angle -y, est le dernier, (voir la 2° égalité de (111.105)).
WA(F) =RR*(=Yo, =By, —0p)W(F)
= exp(iy,l,) exp(iB,l, ) exp(ia,l,)W(rF) . (111.106)

(pa6) Une rotation active négative autour des axes fixes est liée a une rotation active
négative autour des axes mobiles (111.40), et cela en inversant I’ordre des angles,

I’angle —v, est le premier et I’angle —a, est le dernier,
WI(F) =RR™(-aq, =By, — Vo) W(T)

=exp(ia,l,.)exp(iB,l,.) exp(iy,l,)W(r) . (111.1207)

(pa7) Enfin une rotation passive positive d'une fonction autour des axes mobiles
correspond a une rotation active des arguments de la fonction avec la matrice

A(a,, By, Y,) autour des axes mobiles (111.70),

1
W) =REMT (Yo, Bo, 00) W) = WA, Bo, ¥o)T")
(111.108)
D’apres les relations (111.102), (111.103) et (111.104), I’équation (111.108) peut prendre
trois formes,
LRI (Yo, By )W) [
WIE") = TRE™Y (Yo, Boy @) W(F")T= W(A,, By, Yo)F") - (111.109)
ixe —m D
a?; F(ag, Byr Yo)W(F™) 0
Dans ce cas il suffit d’appliquer la matrice active A(a,, B,, Y,) sur les arguments de la

fonction. Nous illustrerons cette propriété par un exemple au paragraphe I11.4.1.c.
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(pa2) Rotation passive positive (pab) Rotation active négative
autour des axes fixes selon Fano autour des axes mobiles
W)y /™) WI(T)/W(T)
=R2X6'F(Go' BO’ yo) =R20b(_a0r _Bo' _yo)
=exp(ia,l,)exp(iB,l, ) exp(iy,l,) =exp(ia,l,.)exp(iB,l,.) exp(iy,l,)

(pal) Rotation passive positive autour (pa5) Rotation active négative autour des

des axes mobiles selon Fano axes fixes, (pa4) selon Wolf
W) W) WI(F)/W(T)
=R§0b'F(y0y By, Op) =RZXE(_VO’ —Bo, —ay)
=exp(iy,l,-) exp(iB,l,) exp(ia,l,) =exp(iy,l,) exp(iB, !, ) exp(ia,l,)

= RerYW(VOa By, Oy)

(pa3) Rotation passive positive
autour des axes mobiles selon Wolf

LIJF,:’ —r:"I) / LIJ(T;"I)
= REOb'W(VOv Bo» Op)
=exp(iyol,-) exp(iB,l,.) exp(iol,.)

Fig. 111.9 : Relations entre les différentes rotations lorsque nous commencgons par une rotation passive
positive autour des axes mobiles. Une rotation passive positive autour des axes mobiles selon Fano
(pal) correspond a une rotation passive positive autour des axes fixes selon Fano (pa2) et une rotation
passive positive autour des axes mobiles selon Wolf (pa3). A cette derniére rotation correspond, en
utilisant la rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf (pa4), une rotation active négative
autour des axes fixes (pa5). De méme cette rotation est liée a la rotation active négative autour des axes

mobiles (pa6). Notons que tous les signes des arguments des exponentiels sont positifs.
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(apl) Rotation active positive (ap6) Rotation passive négative
autour des axes mobiles autour des axes fixes selon Fano
WI(T)/W(T) Wr" )
:REOb(Eo’ By, 9o) :Rgxe'F(_Eo’ -8y, —¢,)
= exp(=i&,l,.) exp(=iB;1,.) exp(=id,l,) =exp(=i&,l,) exp(=if,l, ) exp(=id,l,)

U U

(ap2) Rotation active positive autour des  (ap5) Rotation passive négative autour

axes fixes, (ap3) selon Wolf des axes mobiles selon Fano
W)/ W(T) W ")
:sze(q)o’ 901 Eo) :Rgmb'F(_(I)Ov _901 _Eo)
= exp(=id,l,) exp(=iBy1, ) exp(-i&,l,) = exp(=ig,l,.) exp(=if1 ) exp(-i&,l,)

= RZXEYW(_q)Ov _901 _Eo)

(ap4) Rotation passive négative autour
des axes mobiles selon Wolf

W)y /™)

=R EOb'W (_¢o’ - 90, - Eo)

= exp(=i, 1) exp(=iByl, -) exp(=i&, I,.)

Fig. 111.10 : Relations entre les différentes rotations lorsque nous commencgons par une rotation active
positive autour des axes mobiles. Une rotation active positive autour des axes mobiles (apl) correspond a
une rotation active positive autour des axes fixes (ap2). A cette derniére rotation correspond, en utilisant
la rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf (ap3), une rotation passive négative autour des
axes mobiles selon Wolf (ap4). Cette rotation est liée a la rotation passive négative autour des axes
mobiles selon Fano (ap5), mais aussi a la rotation passive négative autour des axes fixes selon Fano
(ap6). Notons que tous les signes des arguments des exponentiels sont négatifs. (Timkham p112 [21])




[11.3. Liens entre rotation passive positive et rotation active négative

111.3.2. Passage d’'une rotation active a une rotation passive

Afin de résumer ce que nous avons observé a propos des rotations, nous
indiquerons dans la figure 111.10 les différentes facons de considérer la rotation en
partant d’une rotation active positive. Au paragraphe 111.3.4 nous appliquerons cette
démonstration a un exemple. Comme nous partons d'une rotation active, les angles

d'Eulersont ¢ =¢,, 6=0, et & =¢,. Il faut adapter les angles d'Euler a, (3 et y pour la

rotation passive avec ceux de la rotation active. Pour simplifier la présentation, nous
avons distingué les six cas possibles en utilisant les deux lettres « ap » qui signifient

active — passive.

(apl) Partons d’une rotation active positive autour des axes mobiles. Dans ce cas

I’angle ¢, est le premier et I’angle &, est le dernier, I’opérateur est (111.40),
WI(F) =RR™ (&0, 85y 00)W(T)
= exp(=i&,l,.) exp(=if,1,.) exp(=ip,l,)W(F) . (111.110)

(ap2) A une rotation active positive autour des axes mobiles (111.40) ou (111.110) est

associée une rotation active positive autour des axes fixes (111.82), I’angle &, est le
premier et I’angle ¢, est le dernier,
Wr(F) =RE° (65, By, &)W(T)
= exp(=id,l,) exp(=iQ, 1, ) exp(=i&,l,)WP(F) . (11.1112)

(ap3) L’opérateur rotation active positive autour des axes fixes (111.82) ou (I111.111) et
I’opérateur rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf sont équivalents
(111.98) ou (111.99),

W (F) =exp(=id,l,) exp(=i6, 1, ) exp(=ig 1, )W (F)
=RYY(=b,, —8,, —&)W(T) . (111.112)
L’opérateur rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf,

RYY(-¢,, —8,, —&,), correspond bien & une rotation active positive (puisqu’il y a
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des signes « — » dans les arguments des exponentielles) ou I’angle &, est le premier et

I’angle ¢, est le dernier. Sinon il y aura un conflit avec Fano (ap6) ci-dessous.

(ap4) L’opérateur rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf correspond a
I’opérateur rotation passive négative autour des axes mobiles selon Wolf (111.68),

I’angle —¢&, est le premier et I’angle — ¢, est le dernier,
WHET) =RE™Y (=00, =8y, &) W(T")
= exp(=id,l,.) exp(=iQyl,.) exp(=i&,l,. )W (") . (11.113)
Comme dans le paragraphe 111.3.1, les deux opérateurs rotations selon Wolf

ont permis de relier la rotation active a la rotation passive. Nous avons adapté les

angles d'Euler (a, 3, y) pour rotation passive a ceux de la rotation active (¢,, 6,, ;).

(ap5) Une rotation passive négative autour des axes mobile selon Wolf (111.113) est liée
a une rotation passive negative autour des axes mobiles selon Fano (111.69), et cela
en gardant I’ordre des angles, I’angle — &, est le premier et I’angle — ¢, est le dernier,
WHE™) =R7®T (=00, — 85, —&)W(T")
=exp(=id,l,.) exp(=iB,l,.) exp(=i&,l, )W (r") . (1.114)

(ap6) A une rotation passive négative autour des axes mobiles selon Fano (111.69) ou
(111.114) nous associons une rotation passive négative autour des axes fixes selon
Fano (111.89) en inversant I’ordre des angles : I’angle — ¢, est le premier et I’angle —¢,
est le dernier,

WH(F") = RE* (<o, =6y, —4)W()

= exp(=i&,l,) exp(=if 1, ) exp(=id I, )P (") . (111.115)

(ap7) Enfin une rotation active positive autour des axes mobiles d'une fonction
correspond & une rotation passive des arguments de la fonction avec la matrice

P&,, 9,, ¢,) autour des axes mobiles (111.36) ou (111.41),

‘PL('(?);RX‘“’(EO, 0,, 0,)W(E) =W(P(E,, 6,, ¢,)F) . (111.116)
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D’apres les relations (111.110), (111.111) et (111.112), I’équation (111.116) peut se mettre

sous trois formes :
RE 8, 0)¥0) D
Wr ()= R (9o, 85, &) W(T) 0= PP, 8y, ¢,)T)
REY (05, —8, —E)W()T
(111.117)

Dans ce cas il suffit d’appliquer la matrice passive P(§,, 8,, ¢,) sur les arguments de

la fonction. Nous illustrerons cette propriété par un exemple au 8. 111.4.1.d.

Ces deux derniers paragraphes (111.3.1 et 111.3.2) montrent que I’opérateur
rotation autour des axes fixes selon Wolf représente bien une rotation active
(positive ou négative). De plus notons qu’il y a en fait que quatre cas de figures
bien qu’il y aie six opérateurs rotations. En effet certains opérateurs sont équivalents.
Dans le paragraphe 111.3.1, il y a équivalence entre (pal) et (pa3) ainsi que (pa4) et
(pab). Dans le paragraphe 111.3.2, il y a équivalence entre (ap2) et (ap3) ainsi que (ap4)
et (apb).
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111.3.3. Exemple de passage d'une rotation passive a une

rotation active

Afin de faciliter la compréhension des différentes figures de rotations, nous
allons appliquer une rotation passive positive aux angles d’Euler autour des axes
mobiles a la fonction d’espace, W(x, y, z) =py (ce n’est pas un vecteur, c’est bien

une fonction dont la représentation sur les figures 111.12 et 111.13 est une simple fleche),
dans le cas ou,

a=op =T BB i V=Y, (I11. 118)

Pour cela nous allons adapter les relations obtenues au paragraphe 111.3.1 (Fig. 111.11).
(pal) Commencons par I'opérateur rotation passive positive autour des axes
mobiles selon Fano (Fig. 111.12 gauche) qui est donné par (111.69) ou (111.102),
! T
LIJm Fm :Rmob,F BE, —, T[H‘P —r-m . I“.llg
p(F") =R oo T () ( )
L’objet se trouve le long de I’axe —z".
(pa2) Considérons a présent cette méme rotation passive positive autour des axes fixes
selon Fano (Fig. I11.12 droite) (111.89) ou (111.103). Il faut inverser I'ordre des angles :
1
wrEm=r™F Oy & THpiemy (111.120)
O 2 40
L’objet est le long de I’axe —z".
(pa3) Prenons maintenant la rotation passive positive autour des axes mobiles selon
Wolf (111.68) ou (111.104), (Fig. 111.12 gauche) :
1
Wy =Rz HE ey 1121
(F") =R S B (r") ( )

De méme que pour Fano (pal) I’objet se trouve le long de I’axe —z".
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(pad) Afin d’établir le lien entre rotation passive et rotation active, nous utilisons
I'opérateur rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf (111.98) ou

(111.105). L'ordre des angles dans (111.121) est conserve :
1
wriemy=RrmWH TRy 111122
A(F) =Ry b e (r) ( )

L’objet se trouve en -z.

(pab) L'opérateur rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf (111.122)
et I’opérateur rotation active négative autour des axes fixes (111.82) (Fig. 111.13
gauche) sont équivalents,
Lo m T
wrry =R T T ) 111.123
A(F) =R, SR 2 (f) ( )

L’objet se trouve en -z.

(pa6) Une rotation active négative autour des axes fixes (111.123) est identique a une
rotation active négative autour des axes mobiles (111.40), et cela en inversant I’ordre
des angles dans (111.123) (Fig. 111.13 droite),

wr =R™ o -1 - THuer) (111.124)
8 2 g

L’objet se trouve en —z.

(pa7) Enfin une rotation passive positive d'une fonction autour des axes mobiles

correspond a une rotation active des arguments de la fonction par la matrice
A(m /2, T/4) (111.70) ou (111.108)

! 2 s U m U
qu?m =Rm0b,F0uW BE, 1_-[’ T[H‘P ?m :LIJ ? :LIJ -, _H;m .
=Ry B 2L i) =w(n=wiatn 7, 0

(111.125)

. Dans ce

—-=m

D'apres I'égalité 3, la fonction W peut avoir deux types d'arguments: T ou T
cas il suffit d’appliquer la matrice active A(T, /2, T1/4) sur les arguments de la

fonction :

141



142

CHAPITRE Ill : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs

(pa2) Rotation passive positive (pab) Rotation active négative
autour des axes fixes selon Fano autour des axes mobiles
(Fig. 1l.12 droite) (Fig. .13 droite)
. . Tt . Tt . . Tt . Tt
exp(itd, ) exp(i— 1, )exp(i—1,) exp(itd . ) exp(i—1,.)exp(i—1,)
2 4 2 4
(pal) Rotation passive positive (pab) Rotation active négative
autour des axes mobiles autour des axes fixes,
selon Fano (pad) selon Wolf
(Fig. 111.12 gauche) (Fig. lll.13 gauche)
exp(i ’ZT 1) expli g 1,.)exp(itd ) exp(i ’ZT 1) exp(i g 1,)exp(iTd, )

(pa3) Rotation passive positive
autour des axes mobiles
selon Wolf

(Fig. 111.12 gauche)
exp(i E I,.)exp(i g l,.)exp(iTd,.)

Fig. I11.11 : Relations entre les différentes rotations lorsque nous commencons par une rotation passive
positive a, =1, B, =m/2 et B, =m/4 autour des axes mobiles selon Fano. Une rotation passive
positive autour des axes mobiles selon Fano (pal) correspond une rotation passive positive autour des
axes fixes selon Fano (pa2) et une rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf (pa3). A
cette derniére rotation correspond, en utilisant la rotation active négative autour des axes fixes selon
Wolf (pa4), une rotation active négative autour des axes fixes (pa5). De méme cette rotation est liée a la

rotation active négative autour des axes mobiles (pa6)




[11.3. Liens entre rotation passive positive et rotation active négative

B<H B<H H 0 0 _1@",5 H _ H
= En T TT 0.0 B 1 1 3B B 1 B
:A —, = m |:|= - = O %m |:|= L= Xm+ m ]
5 524%55—ﬁﬁ AR SRl
00 oy b o gy ( )D
I:Z D EZ’" |:| - = O m |:| _X"I + m
ajfn TREE 7 CHH ERC8
(111.126)
Nous remplacerons respectivement les coordonnées (X, y, z) de W(x, y, z) par
1 1 .
B_Z"’ __(X"I + y"I) _(_XI" + y"!)B SOlt’
0 V2 V2 0
1 2
l.IJ"' —r:m :Rmob,FouW BE’ 1_-[’ T[H‘P X’", m' Zm :LP —r-
p(F")=Rp o B (x", y", z2")=¥(F)
8 1 1
:LIJB_Z"” __(X"I+yﬂl)’ —(_X"’+y"’)H ) (III'127)
0 V2 V2 0
Calculons indirectement les effets de RE““'F"“WE%[, 1—2T n@sur W(x, y, z)=X en
utilisant (111.127),
Rmob,FouW BE' 1_-[’ T[H‘IJ(X’", ym' Zm) — Rmob,FouW BE' 1_-[’ T[B(’" — _Zm )
" ' 2 O " M 20
(111.128)

Sur les figures 111.12 et 111.13, I’objet ou la fonction se trouve toujours le long de
I’axe =z pour les rotations actives ou I'axe —z" pour les rotations passives de la
fonction et la rotation active des arguments avec la matrice A, ce qui confirme bien les
liens existant entre les différentes facons d'effectuer une rotation.
i

En résumé, nous disposons de deux méthodes pour trouver W5(r") a partir de

W(7¥) : appliquer un opérateur rotation a la fonction ou appliquer la rotation active aux

arguments de la fonction avec la matrice A. Nous avons pu illustrer avec un exemple
simple I'utilité des deux approches. Dans la pratique ou I'expression analytique de la
fonction d'espace est plus compliquée, il est plus judicieux d'appliquer la matrice

active A(a, B, y) sur les arguments de W.(r™) pour trouver I'expression analytique de

LIJ;"(F I") .
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Az
MOBILE , -
X
pal, pa3 o= i
| I
z A z , AZ
I
X ]
) y
' et . )
y : -::.‘ZZA: ..... =y
XA ~ |
Rotation passive positive d’un angle a, =7 autour Rotation passive positive d’un angle y, = 17/4
ez s R 27) ou R (. 2). autourdez: R™F(m/4, z).
n A Z |

Pl y

" e

Xe T |\

\ Xn Zn \X”
Rotation passive positive d’un angle 3, =7/2 autour Rotation passive positive d’un angle 8, = /2
de y' :RI®Y(mm/2, y") ou RI®F(m/2, y"). autour dey : RF(1m/2, vy).
" A2
m Z m
Lz YN -
4 4
m /
X XIII

Rotation passive positive d’un angle y, = 71/4 autour Rotation passive positive d’un angle a, =T
de z" :RI®Y(m/4, z") ou RI™F (m/4, z"). autour de z : R™F(m, 2).

Fig. 111.12 : Comparaison entre rotation passive positive autour des axes fixes selon Fano (figures de
droite) et rotation passive positive autour des axes mobiles selon Fano et selon Wolf (figures de gauche)

d’une fonction ¥(x, y, z) = p, dont la représentation est une simple fléche.
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\/

FIXE - Y MOBILE

X
pa4, pa5 o pa6
Z I
A VA AZ
>y !
X —
Rotation active négative d’un angle —a, = - Rotation active négative d’un angle -y, = -m/4
autour de z : R (-m, z). autour dez : RY®(-1m/4, z).
n
AZ X T
A n
VA
y o
e LA R Y1
e |/
Xa Y. Y

Rotation active négative d’un angle Rotation active négative d’un angle
-B, =-m/2autourdey : R (-m/2,y). -B, =-m/2autour de y' : RyI®(-m/2, y')
Az ym "
yA
'\ ........................ — m
i I
XA/ Y m
X

Rotation active négative d’un angle Rotation active négative d’un angle —a, = —rrautour

-y, =-T/4 autour de z : R (-1m/4, z) de z" : RJ®(-m, z")

Fig. 111.13 : Comparaison entre rotation active négative autour des axes fixes (figures de gauche) et
rotation active négative autour des axes mobiles (figures de droite) d’une fonction ¥(x, y, z) = py
dont la représentation est une simple fleche.
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111.3.4. Exemple de passage d'une rotation active a une rotation

passive

Nous allons appliquer I'opérateur rotation active positive aux angles d’Euler
autour des axes mobiles a une fonction d’espace, W(Xx, y, z) = py (ce n’est pas un

vecteur, c’est bien une fonction dont la représentation sur les figures 111.12 et 111.13 est
une simple fleche), dans le cas ou,

4 - . a—p -0 . _g _T
b=¢,=11 ; 9—90—2 , E=&, 7 (111.129)

Pour cela nous allons adapter les relations obtenues au paragraphe 111.3.2 (Fig. 111.14).

(apl) Commencons par la rotation active positive autour des axes mobiles (Fig.
I11.15 droite). L’opérateur est donné par (111.40) ou (111.110),

Wa(r) ;RZ‘”@E, ; T@J(?) : (111.130)

L'objet se trouve en —(y + z)/\/E :

(ap2) Considerons a présent cette méme rotation active positive autour des axes fixes
(Fig. 111.15 gauche) (111.82) ou (111.111). Il suffit d'inverser I'ordre des angles d'Euler :

1. Tm T
l.IJ'" ? :Rflxe —, _H_IJ f . |”131
K0) =R O 7, ) (N1.431)

L'objet se trouve en —(y + z)/\/E :

(ap3) Afin d’établir le lien entre rotation active et rotation passive, nous utilisons

I'opérateur rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf (111.99) ou (111.112),

1
l.IJ'" —r: =RfiXe,WB_ _1_-[, _EH'J f , |”132
A(1) =R, 0 T[' 2 40 ® ( )

qui correspond a une rotation active positive autour des axes fixes (ap2) (Fig. 111.15

gauche). L'objet se trouve en —(y +2) / V2.

(ap4) Au cas ci-dessus (ap3) est associée la rotation passive négative autour des axes
mobiles selon Wolf (Fig. 111.16 gauche) (111.68) ou (I11.113),
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nme—m ! mol T[ T[ = m
W™ =R} b’WE—ﬂ; > —ng(r ) (111.133)

L'objet se trouve en — (y" +2z")/~/2.

(ap5) Une rotation passive négative autour des axes mobile selon Wolf (ap4) est liée a
une rotation passive négative autour des axes mobiles selon Fano (111.69) ou
(111.114) (Fig. 111.16 gauche),

nmy—2nr ! mol T[ T[ - m
W™ =R} ”E—n Y _Z@J(r ) . (111.134)

L'objet se trouve en — (y" +2")/+/2.

(ap6) Nous pouvons a présent considérer cette méme rotation autour des axes fixes
toujours selon Fano (111.89) ou (111.115) (Fig. 111.16 droite),
T

1 X
qJFr::(—r:rn) :REXE’FE‘.’ZTa _E, _T[Q_P(f'") . (|“135)

L'objet se trouve en — (y" +2")/+/2.

(ap7) Enfin une rotation active positive d'une fonction autour des axes mobiles
correspond a une rotation passive des arguments avec la matrice P(T[/ 4, T/ 2, T[)
(111.41),
1 TT 2 3
wrn =R, I nfm =w) =wpl,
xm=Rp 2L 7 nm=w() @354

D'aprés I'égalité 3, la fonction W peut avoir deux types d'arguments : T, et 7. Dans ce

Tt EfD
—, T[] . (111.136)
2 00

cas il suffit d’appliquer la matrice passive P(n/4, Tt/ 2, n) sur les arguments de la

fonction :
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(apl) Rotation active positive (ap6) Rotation passive négative
autour des axes mobiles autour des axes fixes selon Fano
(Fig. .15 droite) (Fig. 111.16 droite)
. T . TU . . T . TU .
exp(=i—1,.)exp(=i—1,.)exp(-itd, ) exp(—i—1,)exp(-i—1,)exp(-ird,)
4 2 4 2
(ap2) Rotation active positive (ap5) Rotation passive négative
autour des axes fixes, autour des axes mobiles
(ap3) selon Wolf selon Fano
(Fig. 111.15 gauche) (Fig. 111.16 gauche)
exp(-im, ) exp(-i g 1, ) exp(-i E 1,) exp(-im,.) exp(-i g 1) exp(-i E 1,)

(ap4) Rotation passive négative
autour des axes mobiles
selon Wolf

(Fig. 111.16 gauche)

exp(—itd,..) exp(-i g ) exp(-i ; l,.)

Fig. 111.14 : Relations entre les différentes rotations lorsque nous commencgons par une rotation active
positive ¢, =11, 68, =7/2 et &, = /4 autour des axes mobiles. Une rotation active positive autour des
axes mobiles (apl) correspond une rotation active positive autour des axes fixes (ap2). A cette derniéere
rotation correspond, en utilisant la rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf (ap3), une
rotation passive négative autour des axes mobiles selon Wolf (ap4). Cette rotation est liée a la rotation
passive négative autour des axes mobiles selon Fano (ap5), mais aussi a la rotation passive négative
autour des axes fixes selon Fano (ap6).
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1 1 1
RNl HH Ho -+ -0 B —u+at
0 O oo O Jf I/EEE oo 1/5
O-pHT T %D_D _1 _%,D_D_ 2
10 2 OO OO O
O O o 0 O V2 2 o OV O
U [z 1 0 0 H -
~.H 58 7 HHH ™
(111.137)
Les coordonnées (x, y, z,)delafonction W(x,, y,, z,) sont remplacées
1 .
respectivement par B— +2) —(z- —XH Soit,
p p \/—(y ) \/E( y) =
m l mo T[ 3
Wi, Y, z):RAbéI;, > T[Q-P(X, Yy, 2)=W(Xy, Y1, 2,)
1
—LPB— (y+z) —(z-y) —XH . (111.138)
V2 0

Calculons indirectement les effets de RT™ (174, 1/2, 1) sur W(x, y, z) =X, en
utilisant (111.138),

mob Tt - mob E
R™ élg’f’ n@P(x, y, Z) =R} BE 2,T[ y+z)

(111.139)

Sur les figures 111.15 et 111.16, I’objet ou la fonction se trouve toujours le long de

I’axe en —(y +2) / /2 pour les rotations actives et les rotations passives des arguments,

ou de l'axe en —(y" + )/ 2 pour les rotations passives. Ce qui confirme bien les
liens existant entre les différentes facons d'effectuer la rotation.

m

En résume, nous disposons de deux méthodes pour trouver W,(r) a partir de

W(1,) : appliquer un opérateur rotation a la fonction ou appliquer la rotation passive aux

arguments de la fonction avec la matrice P. Nous avons pu illustrer avec un exemple
simple l'utilité des deux approches. Dans la pratique ou I'expression analytique de la
fonction d'espace est plus compliquée, il est plus judicieux d'appliquer la matrice

passive P(E, 6, ¢) sur les arguments de W, (F) pour trouver I'expression analytique de

W(r).
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AZ
Y
FIXE X, ] MOBILE
ap2, ap3 apl
Az Z'\Z
’ o
> <
X e
Rotation active positive d’un angle &, = /4 Rotation active positive d’un angle ¢, = T autour
autour de z : R ™ (11/4, z). dez: RI™(m, z).
AZ Z"
n v
I "4
y y
XA/ ¢ n
Rotation active positive d’un angle 8, = /2 Rotation active positive d’un angle 6, = 17/2
autour dey : R (m/2, y). autour de y' : RY®(m/2, y')
Z m n
A y Z
y"/vzm

XA/ . 7]

Rotation active positive d’un angle ¢, =7 autour Rotation active positive d’un angle &, = /4
dez: RM™(m, z) autour de z" : RI™(7/4, z")

Fig. 111.15 : Comparaison entre rotation active positive autour des axes fixes (figures de gauche) et
rotation active positive autour des axes mobiles (figures de droite) d’une fonction ¥(x, y, z) = p, dont
la représentation est une simple fleche.
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MOBILE X FIXE
ap4, aps ap6
I I
Z N zZ Z AZ
XI
X' y < >y
T [ X
I
Rotation passive négative d’un angle &, = —r/4 Rotation passive négative d’un angle
autour de z : R{™¥ (-m/4, z") ou RY™®F(-m/4, z). -¢,=-mautourdez: R*F(-m, z).
AX" “ Z
n n
VA
y" el
et D y" 4 > y
B
y -
vX"
Rotation passive négative d’un angle -6, = —m/2 autour Rotation passive négative d’un angle
de y' :RI®Y(-m/2, y") ou RI®F(-m/2, y"). -0, =-m/2autour dey : R\F(-m/2, y).
Z
m A
y Z” m
m
'\ : m y ] Z
B o Z N T e __»
y
X o1
m m
vX ¥x

Rotation passive positive d’un angle —¢, = -7 autour ~ Rotation passive négative d’un angle
de z" :RP™®Y(-m, z") ou R{*®F(-m, z"). -&, =-m/4 autourdez: RF(-m/4, z).

Fig. 111.16 : Comparaison entre rotation passive négative autour des axes fixes selon Fano (figures de
droite) et rotation passive négative autour des axes mobiles selon Fano et selon Wolf (figures de gauche)
d’une fonction ¥(x, y, z) = p, dont la représentation est une simple fléche.
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(pal) Rotation passive positive (apl) Rotation active positive
autour des axes mobiles selon Fano autour des axes mobiles
W) /(™) W)/ W(T)
:REOb'F(Vo’ B, Op) :RZOb(Eo’ 8y, o)
= exp(iy,l,.) exp(iB,l,.) exp(ia,l,) = exp(=ig,l,.) exp(=i6yl,.) exp(=id,l,)
(pa2) Rotation passive positive (ap2) Rotation active positive
autour des axes fixes selon Fano autour des axes fixes
WI(r") /(™) Wi () /WP(T)
=Rgxe'F(ao' Bos Yo) =sze(¢o' ;. &)
= exp(ia,l,)exp(iB,l, ) exp(iy,!,) = exp(=id,l,) exp(=iByl,) exp(=i&,l,)
(pab) Rotation active négative (ap6) Rotation passive négative
autour des axes fixes autour des axes fixes selon Fano
W)/ W(T) w(r"y 1)
:Rxxe(_yo’ _Bo’ _Go) :Rgxe'F(_Eo' —90, _¢o)
= exp(iy,l,) exp(iB,l, ) exp(iol,) = exp(-i&,l,) exp(=iB,l ) exp(=id,l,)
(pab) Rotation active négative (ap5) Rotation passive négative
autour des axes mobiles autour des axes mobiles selon Fano
Wi (F)/W(T) WI(r"y 1)
:RZOb(_GOv _BO’ _yo) :Rgmb'F(_q)Ov _901 _Eo)
= exp(ia,l,.) exp(iB,|,.) exp(iy,!,) = exp(=id,l,.) exp(=iByl,.) exp(=i&,l,)
Fig.111.17 : Les quatre cas de figure de rotation en partant d'une rotation passive positive autour des
axes mobiles selon Fano (colonne de gauche) ou en partant d'une rotation active positive autour des
axes mobiles (colonne de droite).
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[11.3.5. Pouvons-nous supprimer les opérateurs rotations selon
Wolf ?

Gréace aux deux opeérateurs rotations selon Wolf nous avons pu relier les deux
opérateurs rotations actives aux deux opérateurs rotations passives selon Fano. Nous
venons de voir qu'il y a quatre cas de figures bien qu'il y aie six opérateurs rotations
pour les fonctions d'espace. La question que nous nous posons est : « Pouvons-nous
supprimer deux des six opérateurs rotations ? ».

Nous ne pouvons pas supprimer les deux opérateurs rotations selon Fano et
garder les deux opérateurs rotations selon Wolf, car I'ordre des angles d'Euler de ces
deux derniers est le méme. Il faut absolument que cet ordre soit inversé quand nous
passons d'un opérateur rotation autour des axes mobiles a un opérateur rotation autour
des axes fixes et vice versa. Nous avons rassemblé dans la figure 111.17 les diverses

possibilités, ayant supprimé les deux opérateurs rotations selon Wolf.
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[11.4. Tenseur irréductible

Les tenseurs cartesiens ne sont pas toujours souhaitables car ils apparaissent
régulierement sous leur forme réductible. Ainsi on peut mettre les composantes d’un
tenseur cartésien sous forme de combinaisons linéaires qui se transforment
différemment. Par exemple, d’aprés Rose (p76-77 [13]), a partir d’un tenseur cartésien

d’ordre 2, T,;, on peut former un scalaire qui est la trace du tenseur,

=2 T (111.140)
un tenseur antisymeétrique de trois composantes,
1 _ o _
Ay =5(Ty~Ty) (avec], ketg par permutation circulaire) , (I11.141)

et un tenseur symétrique d’ordre deux et de trace nulle, possédant cing composantes
indépendantes,

1 2
S, = EET” T, -Etak@ , (111.142)
soit,
1
Ty :gtékj +A, +S, . (111.143)

Les tenseurs t, A, et S,; sont des tenseurs irréductibles, en effet la rotation d’un de ces
tenseurs ne modifie pas les autres, alors que la rotation du tenseurs reductible T,

change toutes les composantes de ce tenseurs. Dans ce paragraphes nous allons voir
quatre types de tenseur irréductible : tenseurs d’espace associés a une rotation active et
passive et des tenseurs d’opérateur de spin associés a une rotation active et passive. La
démonstration de cette équation est donnée en annexe A.4.

D’apres Mehring (p214 [22]) et Weissbluth (p13 [1]), les relations qui existent

entre un tenseur cartésien d’ordre 1 (A, , K =X, Yy, z) et un tenseur sphérique

irréductible d’ordre 1 (A,;, j=1, 0, —1) sont données par,
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[16‘11 -7 (Alx +iA, )
5 ﬁ
DA‘IO — Mz

aAll = \/— A _iAly)

O 1

x =—=\A —Ay
EA fz( )
O

A A 111.144

Ay = .f(“+ n) - (111.144)
DA‘lz:'A‘lo
H

Pour obtenir des tenseurs sphériques d’ordre supérieur il suffit de coupler des

tenseurs sphériques avec les coefficients de Clebsch-Gordan (Tab. 111.2). Par exemple

pour obtenir un tenseur sphérique d’ordre 2, on couple deux tenseurs sphéeriques d’ordre

1 avec <Jlm1 J,m, |jm> . On obtient alors un tenseur sphérique d’ordre 2, un d’ordre 1

et und’ordre 0 (Tab. 111.3).

Tab. 111.2 : Coefficients de Clebsch-Gordan impliqués dans le couplage de deux tenseurs sphériques
d’ordre 1 avec (3,m, 3,m,|sm) (Elbaz p221 [3], Heine p438 [23] et Weissbluth p29 [1]),

=1 J,=1 =2 =1 J=0
m; m, m=2 m=1 m=0 m=-1 m=-2 m=1 m=0 m=-1 m=0
1 1 1
1 0 \/ﬁ \/1/_2
- V176 V172 V173
0 1 m _m
0 0 m 0 -J1/3
0 -1 \/ﬁ m
-1 ! V176 172 V1/3
-1 0 \/1/_2 —\/1/_2
-1 -1 1
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Tab. 1.3 : Tenseurs sphériques d’ordre 2, 1 et 0, résultant du couplage de deux tenseurs sphériques A et

Bdordrel: 1, = 3 (3m J,m,|am)A, B .
Jm mlm2<ll 22| >J1m1 sz2

T, =A,.B 1
# Ho Ty =—F (AllBlo -Ayp Bll)
_ 1 J2

T21 - E AllBlo + A10 Bll) 1

1 5 Ty = E (AllBl—l - Al—lBll)
Ty = % (AllBl—l + A1—1Bn) + \/;AloBlo 1

. T, = E (Alo By —A,1By )
T = E (AIO By +ALBy )
T,o =ALB, 1

Ty = E (AB, —ABy +ALLBy)

Afin d’obtenir les relations entre un tenseur cartésien et un tenseur sphérique
irréductible, on remplace dans les systéemes du tableau I11.3, les tenseurs sphériques
d’ordre 1 par des tenseurs cartésiens d’ordre 1. Par exemple les composantes du tenseur
d’ordre 2 sont (Mehring p214 [22]),

T i('A‘lx Bly + Aly le )]

BTZiZ = %[Alx By —A,By *
Erzﬂ =$%[A1281X +A,B, i(A,B, +A,B, ] . (111.145)
Er -1 [3Alz Blz - (Alx le +AlyBly +AlzBlz)]

20—%

On utilisera ces relations dans le chapitre I du tome I consacré au couplage

quadrupolaire.



[11.4. Tenseur irréductible

[11.4.1 Tenseur d’espace

Dans ce paragraphe I11.4.1, nous utilisons souvent les trois matrices rotations
autour des axes fixes de Wigner qui ne seront deéfinies que dans le paragraphe suivant

(8. 111.4.2). Nous donnons ici simplement l'origine de ces trois matrices :

D (a,, Bay Ya), DM (o, By, ye) et DUP(y, By, oy, ). Ces
trois matrices sont déduites directement des trois opérateurs rotations autour des axes
fixes: RV (0, Ba, Ya) défini par (111.82) pour une rotation active positive,
RMF(a,, Be, Yq) défini par (111.89) pour une rotation passive positive selon Fano et
07" (Y, By, Oy ) défini par (111.101) pour une rotation passive positive selon

Wolf. Il n'y a pas d'exposant « fixe » dans les matrices rotations de Wigner parce
qu'elles sont toujours associées a des rotations autour des axes fixes. Par la suite, nous
écrirons simplement matrice rotation (active ou passive) de Wigner sans préciser autour

des axes fixes. Contrairement aux deux matrices rotations A(a, B, y) et P(y, B, a) qui
sont de dimensions 3 X 3, les matrices rotations de Wigner sont de dimensions (2j +1)°
ou j est I'ordre du tenseur étudié. L'ordre des angles d'Euler dans les matrices rotations

de Wigner est le méme que celui dans I'opérateur rotation associé. Nous allons exhiber

la matrice rotation de Wigner avec quelques exemples.
[ll.4.1.a. Rotation passive positive pour un seul angle

Dans un premier temps pour simplifier la compréhension nous nous
s’intéresserons d’abord a une rotation & un seul angle. Pour observer I’effet de la
rotation d’un tenseur d’espace, nous allons utiliser les harmoniques sphériques d’ordre 1
(Fig. 111.18) qui sont des tenseurs sphériques irréductibles d’espace. Plagons-nous dans

le cas ou,

a=y=0 et B:B":g . (111.146)

) | 'exposant et I'indice W ne renvoient pas & Wigner mais & Wolf.
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Les harmoniques sphériques d’ordre 1 (Tab. 111.1) sont représentées par trois fonctions
d’espace (Zare p98 [17]),

o, . 3 1 x+iy O/3 x _1 . »
VY, (F)=-—— — = ==(y -Y
gn(r) T Van vz 2( () =Y, (D)

_ 3z E 3z _

=== - —Z=v
%10(") AT %\/:T[ p 10 (1)
(1=, L L XY L=l mevam)
Q r 4TTA/2 1 @ ATt\/2r 2 o 1
(111.147)

Notons que pour simplifier la figure 111.18, nous n’avons représenté que des
harmoniques sphériques simplifiées,
R, (F) = =(x +1y)
. (1) = V22 . (111.148)
(P =x-y
telles que (Fig. 111.18.a),

3 1 " "
— —F, (F) =Y, () . 111.149
amt ar 1w (F) = Yy (F) ( )
Nous disposons de deux méthodes pour effectuer cette rotation : appliquer une
rotation passive positive sur les harmoniques sphériques ou appliquer la matrice active

A aux arguments des harmoniques sphériques.

(1) Nous allons observer les effets d’une rotation passive positive sur les harmoniques
sphériques. Comme nous I’avons vu précédemment il est possible de décrire une

rotation de différentes fagons. Comme la rotation d'angle =3, = 11/ 2 s'effectue

autour de l'axe y, il n’est pas possible de différencier I’opérateur rotation passive
positive autour des axes mobiles de celui autour des axes fixes. Mais pour rester
cohérent avec les notations, nous supposerons que les rotations, dont deux sont nulles,
s'effectuent autour des axes mobiles™. Toujours en raison de cette rotation particuliére,

nous n’avons pas besoin de préciser si I'opérateur rotation est selon Wolf ou selon Fano.

™ 11 n'y a pas d'incompatibilité entre I'opérateur rotation passive autour des axes mobiles et la matrice
rotation passive autour des axes fixes de Wigner, puisque que nous pouvons toujours substituer un

opérateur rotation autour des axes mobiles par un opérateur rotation autour des axes fixes équivalent.
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D’apres le paragraphe 11.1.4, une rotation active négative (I’objet tourne dans le
sens négatif, Fig. 111.18.a et Fig. I11. 18.c) correspond a une rotation passive positive
(les axes du référentiel tournent dans le sens positif, Fig. 111.18.a et Fig. 111.18.b).
Remarquons que le passage de la figure 111.18.b & la figure 111.18.c correspond a une

rotation globale négative d’un angle — /2 autour de I’axe y".

D'apres la figure 111.18, nous obtenons,

R 0D, 21, 0CF, (M) = ~(2" +iy") (11.150)
O 2 0O

R mob H) T 0 10 (—-m) — —\/EX"' ' (|“151)

RmObB) Tt 0D1 1(4:") =7"_ iym ) (|“152)

(2) De plus il est possible de considérer les arguments des harmoniques sphériques qui
sont des fonctions d’espace. Nous avons vu au paragraphe 111.1.3.a gqu’une rotation
passive positive d'une fonction correspond a I'application de la matrice active A
sur les arguments de la fonction (111.70). D'aprés le paragraphe 11.2, la matrice active

dans le cas ou,
T
a=y=0 et B:BOZE : (111.153)

est donnee par,

A AT @HHO‘”%HHZH

W= A = 1 omy"o=ovy" O . (111.154)

26 0% Bef Ba oo offirH Bl

les coordonnées (x y z) des harmoniques sphériques Y2 (x, y, z) sont

remplacées respectivement par (z” y" -x"). Soit,

Rmob 0 pa55|f X"', Zm _Ypassn‘ X, Z
- 2 Y, ( ) (X, y, 2)

_Ypassn‘( m y"" —X'") . (111.155)



160

CHAPITRE Ill : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs

z
Rotation passive positive (a) F, (F) I
d’un angle 772 autour de y
X
............ v LR
y: i"::'-u---l-ll
1)
Fll (?)
mol n - m
R, > 0)Fy, (F )A
- ” ' VZ R;"Ob (0, g LO)F_ (") Rotation active
); i immnnett (2) négative
R;wob (0, T_T’ 0)F, (F") d’un angle — 772
2 autour de y
\
(b) -
(3) ZIII
A
mo Tt -
R b(o’ _Ev O)Fl—l(r)
XIII
Rotation globale négative /ot
d’un angle — 772 autour de y™ y = KX
N\
mob Tt =
Ra o, _Ev 0) F:I.O(r) \
mob _1_-[ i
©) R0, =2, O)F,(7)

Fig. 111.18 : Rotation passive positive d'un tenseur d'espace d'ordre 1, Fy, [7Y1,. Une rotation passive positive

(1) et une rotation globale négative (3) correspondent a une rotation active négative (2).




[11.4. Tenseur irréductible

Les effets indirects de Ry (0, 172, 0) sur les harmoniques Y,,, sont calculés de la

facon suivante :

m + m |:|
ngobB) 1_-[ 0 pa55|f (?m) — RmObB) T[ % 3 1x Iy 0

2’ A2 r 0
3 1 Z"+iy"
= _ , 111.156
A2 T ( )
m|:|
ngob '1_-[' passn‘ (f:m) _Rmob O 3 z |:|
O 2 D D 2 4T[ r 0
-3 (111.157)
ATU I
. 3 1 x"-iy"U
Rmob B)' 1_-[ 0 passn‘ r.m _RmobB) T[
g 0 (M) mz 1 o
3 1 z2"-iy"
111.158
41'[\/_ r ( )

En introduisant les harmoniques sphériques, les trois équations ci-dessus peuvent

se mettre sous la forme :
R mob & 1[ paSSIf (ﬁm)
P 0 J 2

1

_Ylplassﬁ (»m) Yl%asmf (am) += Ylpelssn (»m) ’ (|“159)
2 V2
R gob D ' 1_2-[' OD passn‘ (f:m)
- l|t)1asS|f (»m) = Ypa55|f (wn) , (l | |160)
f 72
R gob D ' 1_2-[' OD passn‘ (f:m)
1 assl —-m assl -m assl -m
2Yf’1 o )+\/—Y1% )+ Yf’lf( ) (111.161)

La rotation des harmoniques est exprimée en fonction des mémes harmoniques.
C’est une propriété des harmoniques sphériques, la combinaison linéaire de la partie

droite des équations (111.159), (111.160) et (111.161) ne peut contenir que des
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harmoniques sphériques du type Y, (Weissbluth p57-58 [1I). Or ces relations peuvent

étre écrites de maniére plus compacte sous la forme,

mol T[ assl »m assl >m assl -m
R bB) A OgYﬂ f( ) Yl% f( ) Ylplf( ))

1 1 1

-

ass| —’l" assit gzm assit ¢zm 1 1 |:|

= (Vi R Y ))%—ﬁ 0 i
11

ﬁ 2 2 2 ﬁ
(Ylplassn (ﬂn) Yl%assﬁ (wn) Ylpissﬁ (wn))D(l,passW)@) ;’ O@

(111.162)

ot D™P=D(0, 172, 0) est la matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre 1

(Edmonds 1974 p129 [20]). Les tenseurs sont écrits en matrices-lignes. Nous n’avons
pas précisé si cette matrice rotation de Wigner est selon Wolf ou selon Fano, puisque les

angles a et y sont nuls. Pour une composante du tenseur, nous avons :

n i n
R mob ' pa55|f ") = v passif pm D(l,'PaSSIf)H)’ —, OH ) 111.163
i ()= 3 Y™ (MDD, 5, o . (11163)

[1.4.1.b. Rotation active positive pour un seul angle

Nous reprenons le raisonnement précédent et nous I’appliquons a une rotation

active positive aux angles d’Euler d’un tenseur d’espace dans le cas ou,
T
¢=¢=0 et 9:90:5 : (11.164)

De la méme fagon que pour la rotation passive positive, il existe deux fagons d’observer
une rotation active positive. En effet une rotation active positive (on tourne I’objet
dans le sens positif, Fig. 111.19.a et Fig. 111.19.c) correspond aussi a une rotation
passive négative (8. 11.1.4.a) (on tourne les axes du référentiel dans le sens négatif, Fig.
111.19.a et Fig. 111.19.b). On note que dans la figure 111.19.a I'argument du tenseur est 1

pour la rotation passwe negatlve et T, . N "est pas represente pour la rotation active
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positive. On remarque que le passage de la figure 111.19.b a la figure 111.19.c correspond

a une rotation globale positive d’un angle 17/2 autour de I’axe y" .

Enfin, une rotation active positive revient aussi a appliquer la matrice

passive sur les arguments de la fonction,

B(IHPB)T[ @H?O‘l%ﬁﬁﬁ

oV, [F 1 0myc=Oy o, (111.165)

2.0 © % HER o offkd B0

les coordonnées (xl Y, zl) des harmoniques sphériques Yo' (X,, Y,, Z;) sont

remplacées respectivement par (-z 'y x). Soit,
Rzob Q)' 1_2-[' 0|:| actif (X y’ Z) Yactlf (Xl' yll 1) Yactlf( z, y’ X)

(111.166)
De la méme fagon que pour la rotation passive positive (111.4.1.a), nous appliquons

R (0, 12, 0) sur les harmoniques Y, (Tab. II1.1), que nous réécrivons de maniére

plus compacte sous la forme,
Rmob H)' 1_-[’ 0 actlf r) = Yactlif —r: D(l,'actif)H)’ E' OH ' I“.167
A |:| 2 ( ) z Im ( ) m'm |:| 2 |:| ( )
avec D®*(0, 172, 0) la matrice rotation active positive de Wigner d’ordre 1,

mol L actif s= actif /= actif (=
RED, 7, 0V () v Y o)

=(v 1) vEr ) e e, T o
O 2 0O

S RRERNEY:

J2 2 0

actif /= actif (= acti 1 10

=(v"m Y Yl.l”(lr))é\/_E ° 2F
1 1

2 2 2 ﬁ

(111.168)

Nous remarquons que la matrice D**" (0, 1t/2, 0) est la matrice transposée de la
matrice D™ (0, 1t/2, 0). Il est & noter qu’il n’existe pas de différence entre

YU et YPEITPexposant n’est 1a que pour rappeler la rotation étudiée.
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z
Rotation passive négative (a) Fo (T) I
d’un angle —772 autour de y «
-t ..'
o R
y: EETT Ll ! 1( )
(1)
I:11 (_r:)
X"I
mol -r[ - m I
Rp b(oa _E: O)Flo(r )
Rotation active
mol T —m iti ’
_ Ry b(o, _E’ 0)F_,(F") ( ) positive d’un angle
o 772 autour de y
y
m mol Tt —m
z Ry\0, - o 0)F,(F")
v
(b)

m mol T[ .

(3) ’ RR7(0, -, OFy(F)
XIII
N 4
7 R0, ©, OFH(7)
Rotation globale positive /o' 2
d’un angle 772 autour de y* y" B ‘\

©)

mo Tt =
RA b(o’ Ev 0)F1—1(r)

Fig. 111.19 : Rotation active positive d'un tenseur d'espace d’ordre 1, Fy,, [J Y1y Une rotation active positive (2)
correspond a une rotation passive négative (1) et a une rotation globale positive (3).
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Nous venons de voir trois méthodes (8. 111.4.1.a et 111.4.1.b) qui permettent de
déterminer les effets des rotations sur des tenseurs d’espace :

(1) appliquer directement I’opérateur rotation sur les tenseurs. Dans notre exemple (Fig.
111.18 et 111.19) cette méthode semble simple parce que le résultat est visualisé sur
une figure. 1l est difficile de calculer directement I’action de I’opérateur sur les
tenseurs ;

(2) appliquer la matrice active ou passive sur les arguments des tenseurs selon le cas.
Cette méthode permet de calculer de fagcon simple les tenseurs aprés rotation. Mais
elle nécessite de déterminer séparément chaque tenseur ;

(3) appliquer la matrice rotation de Wigner. En effet nous avons mis en évidence
I’association d’un tenseur avec la matrice de Wigner. Cette méthode semble aussi
simple que la méthode (2) pour obtenir les nouveaux tenseurs. Mais ici les tenseurs
sont déterminés dans le méme calcul.

Notons qu’ici il n’y pas de probléeme entre Fano et Wolf puisque o =y =0.

Nous allons voir dans les paragraphes suivants que l'application de la matrice
rotation de Wigner est la méthode la plus simple lorsque les angles d’Euler ne sont pas
nuls pour les tenseurs d’espace (8. 111.4.1.c et 111.4.1.d) et pour les tenseurs d’opérateurs
de spin (8. 111.4.3.a-c).
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[11.4.1.c. Rotation passive positive aux angles d’Euler

Jusgu’a maintenant, nous n’avons traité qu’un seul angle de rotation d'un tenseur
d'espace. Nous allons a présent nous intéresser au cas des rotations aux angles d’Euler
non nuls. Nous ne représenterons pas les fonctions au cours des rotations car cette
représentation graphique est compliquée.

Pour obtenir la matrice rotation passive de Wigner associée aux angles d’Euler,
appliquons la matrice active aux arguments des harmoniques sphériques d’ordre 1 (pa?,
8. 111.3.1 et 111.3.3). Plagons-nous dans le cas d’une rotation passive positive aux
angles d’Euler autour des axes mobiles o,

T T
a=0,=T ; [32[3025 ; y:yozz : (111.169)

Comme les deux opérateurs rotations passives autour des axes mobiles selon Fano et
selon Wolf sont équivalents, nous écrivons simplement R 7" pour représenter les
deux possibilités. Dans ce cas il suffit d’appliquer la matrice active A(1t 11/ 2, 11/4)

sur les arguments des harmoniques sphériques :

B<H B<H H 0 0 _1%(",5
%/E HI T nD B B 1 1 ] B
_A -~ 0 m — - - O m
o O %/ 0
|:| |:| |:| 2 4%"1D |:| \/]-E 1/5 |i|l"|:|
1 FBEw % o
H _ZIII H
O 0
= iz(x'"+y'")g , (111.170)
0

s x"'+y"'>§

les coordonnées (x 'y z) des harmoniques sphériques Y (x, y, z) sont

remplacees respectivement par :

e Loy

1 .
—(—x"+ y"’)E[ Soit,
\/_ 0

72

Rmob FouWBE —, pa55|f X"', Zm) Ypa55|f (X, y’ Z)
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— Y passif B_ Z _ m

+y"), é(—x"’w"’)@ : (111.171)

Calculons indirectement les effets de Rp® " élg 1_21 n@sur les harmoniques
spheriques Y,,, (Tab. I11.1) en utilisant (111.171),

R mob,Fou W BE _’ T[D pa55|f (ﬁm)

— R mob,Fou W BE %_ 3 1 X"' + |ym B

\/_ r g
3 1 i H
"I+_ XI"+ m , (III_172)
A ﬁ( y )D
Rmob FouWBE pa55|f ~m)
RmobFouWB’I 1_-[ T iz_mg
' 2’ 410 1
3 1
== | (X" +y") (111.173)
ATt AJ2r
Rgob,FouW BE' 1_-[’ T passn‘ (?m)
¢ 2 O
_Rmob,FouWB[[ 1_-[ 3 1 X iy'"%
F am2 1 0

,/ z"’+— x"+y" (111.174)
\/_I’ O

En utilisant les harmoniques sphériques, les équations ci-dessus peuvent se mettre sous

la forme suivante :

R mob,Fou W BE _’ T[D pa55|f (ﬁm)

l + I assl —=m l assI —=m 1
Y1p1 f( )+_Y1% f( )_

22 J2 22

Ylpa]-SSIf (am) ,
(111.175)

Rgob,FouW BE' 1_-[’ T[ passn‘ (?m)
M 2
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1

1+ -%lnﬁ“(ﬂ) , (111.176)

- T quaSSif (f'") _
R mob,Fou W BE _’ T[B( passif (F"’)

1+ I pa55|f - Ypa55|f (——m) _ Ypa55|f (——m)

S O )
(1.177)
Nous pouvons réécrire les equations (111.175) a (111.177) de maniere plus compacte sous

la forme,

Rmob FouWB’I _’ T[@ pa55|f ——m) Yl%asmf (——m) Ylpafmf (——m))

Ai+i 1+ _1+i[
0 2J2 2 2420
- - - 1 1 0
passif ¢m Ypassn‘ m Ypa53|f my Y 0 - -
= (v () Y= () ())Eﬁ 7
1-i  1-i 1-i
T Tz

(quassn (—-m) Yl%aSSIf (—-m) Ylpa:ILSSIf (—-m))D (1,passif ,W) élg’ g’ T[@ ’

(11.178)

ot D®PTW) (/4. 11/2, T) est la matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre 1

selon Wolf (111.222). Cette matrice est associée a I'opérateur rotation passive positive
autour des axes fixes selon Wolf. Chaque harmonique sphérique étant une fonction

d'espace nous obtenons simplement :

( I")PaSSIf (»m) Rmob FouWB[[ _, T[B( pa55|f »m passif (?)

tiasmf % E % Z Ypa55|f ——m)D(l ,passif ,\W) BE T[H )
Im m'm P 0

(111.179)
Nous disposons d'une méthode supplémentaire (égalité 4) par rapport a I’équation

(111.70) pour calculer ( ’")pa“‘s'f (f™) en utilisant la matrice rotation passive de Wigner

selon Wolf. Nous noterons ici que par rapport au cas simple de la rotation pour un seul
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angle, nous n’avons que deux meéthodes. L’effet directe de I’opérateur rotation sur les
tenseurs est difficile a visualiser a I’aide d’une figure.

En fait nous avons aussi,

, TT

]
0

R r;ob,FouW élgy

fixe,F 1_-[
S

N

%Ylplassif (f”’) Yl%assif (?m) YlFiiSSif (fm))
0
=

&~ 4

— (Yﬂassif (—r—m) Yl%assif (—r—m) eriiSSif (—r-m))D(l,Passif,W)élg’ %[’ T[E ) (|“180)

Comme dans le cas des rotations actives des fonctions d'espaces (I111.109), nous avons
une seule matrice rotation passive de Wigner selon Wolf pour trois opérateurs rotations
passives.

Remarques : Il y a deux anomalies dans la déduction de I’équation (111.180)

Bien que l'opérateur rotation passive positive autour des axes fixes selon Fano
RYF(a,, Be, Yq) soit présent, c'est la matrice rotation passive positive de Wigner
selon Wolf qui est mise en évidence. C'est la premiére anomalie. Comme nous I’avons
rappelé au début du paragraphe 111.4.1, I'ordre des angles d'Euler dans un operateur
rotation et dans la matrice rotation de Wigner associée doit rester le méme. Si la matrice
rotation passive positive de Wigner selon Fano est impliquée, elle doit étre de la forme

D@0 (1 11/ 2, T1/ 4). Mais cette derniére est différente de D®P*"W) (1r/ 4, 1t/ 2, ).

La seconde anomalie est la suivante : nous exploitons les deux interprétations de
I'opérateur rotation autour des axes fixes selon Wolf (111.98). Cet opérateur est impliqué
dans la matrice rotation passive de Wigner selon Wolf en temps qu'opérateur rotation
passive positive autour des axes fixes. Il est aussi impliqué comme l'opérateur rotation

active négative autour des axes fixes (8. 111.4.1.d).

169



170
CHAPITRE Ill : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs

[11.4.1.d. Rotation active positive aux angles d’Euler

Nous allons a présent illustrer le cas (ap7) des paragraphes 111.3.2 et 111.3.4 ou,

= = . = —E - = :1_-[
b=¢,=m ; 9—90—2 . €=¢, 7 (111. 181)

Appliquons la matrice passive P(1t/4, 11/2, 1) sur les arguments des

harmoniques sphériques d’ordre 1 :

To -1 100 BLyend

e , LY f%ﬁgf(m)g
B=PO, T m =00 - = gYEEg=E-y) g .
P T G
eXE BoH 0 o fzg8 x4
(111.182)

les coordonnées (x, y, z,) desharmoniques sphériques Y (x,, y,, z,) sont

1 .
remplacées respectivement par H— (y+z) —=(z-y) -x E{ Soit,
02 V2 0

Rmob B[[, 1_-[’ actlf X, 7
A B4’ 2 D (X, Y, 2)

_Yacm (X]_’ yl’ l)

i actif i i — —
Z vy E—\E(y+z), il x@ | (111.183)

Calculons indirectement les effets de R (11/ 4, Tt/ 2, 1) sur les harmoniques

spheriques Y,,, (Tab. I11.1) en utilisant (111.183),

R B 2 e 0 =R T %_ 3 \/{X’;Iyé
%ﬁ%(“m%(l—i)@ . (111.184)
2 o LR
2% (111.185)

aTtr
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mol acti mol T 3 1 x-i O
RAbBEag B{ tf(r) :RAbD4’_’T[ o 1 yD

n! 2 am2 1o
z .
B—I -1 1+i H .
4nf (-)-—+)d
(111.186)
Les équations ci-dessus peuvent se mettre sous la forme :
=1+i
Rmob HE, E’ actlf = Yactlf ) + Yactlf r Yactlf §
e () = ﬁu()zm()zﬁ“()
(111.187)
mol T[ acti acti actl
Rpedy, 5. ”(r)—fvﬂ”(r) 3&;*(0 (I
mo s ARV 1+ e 140 et
R, 2 O ) == O - Y - Y ).
(111.189)

Nous pouvons réécrire les equations (111.187), (111.188) et (111.189) de maniére plus

compacte sous la forme,

mol L actif f= actif (= actif ¢
RAbélg, u n@m”(r) Y (F)YE(P)

Tl+i 1 _1+if]
o2 2 V2
actif /— actif /= acti 1 1+|
:(Yn”(r) Yo" (F) Yl_ff(r))g— 0 ——B
2 2
-1+ _1+i O
202 22 h

— (Ylalctif (?) Yl%ctif (?) Yla_cltif (r))D (1,actif ) ETL 12-[ Z@ ’

(111.190)

ot DO (1 11/2, T1/4) est la matrice rotation active positive de Wigner d’ordre 1.

Chaqgue harmonique sphérigue étant une fonction d'espace, elle s'obtient comme suit :

O o e BEE

—zYaC“f (r)DE;?;“”H: ; ZE (111.191)
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Remarquons que la matrice rotation active positive de Wigner dans (111.190) est la
matrice transposée du complexe conjugué de la matrice rotation passive positive de
Wigner selon Wolf dans (111.178).

En fait nous avons,

(=

S
U
g

Rfixe,WB_ _E’ _n
A gt T2 g

mob
R A

\OIRGHGINGG)

fixe
R A

P R
NI o
H-Hoooooo

actif 7+ actif actif /> acti mn
= (Y2 (7)Y (E) Y ())D® ”)En > Z@ . (11.192)

Comme dans le cas des opérateurs rotations passives (111.117), nous disposons d'une

matrice rotation active de Wigner pour trois operateurs rotations actives.

L'ordre des angles d'Euler dans l'opérateur R% (1t 71/ 2, 11/ 4) est bien le méme
que celui dans la matrice D" (1, 11/ 2, 1/ 4). La premiére anomalie rencontrée dans

le cas étudié ci-dessus (8. 111.4.1.c) n'existe pas. Par contre la seconde anomalie
concernant les deux interprétations de I'opérateur rotation de Wolf demeure ; ici c’est
I’interprétation « opérateur rotation active positive autour des axes fixes » qui est

considérée (111.99).

[ll.4.1.e. Pouvons-nous encore supprimer les deux opérateurs rotations

selon Wolf ?

En résumé, dans le cas des tenseurs comme dans le cas des fonctions d'espace,
nous disposons de deux matrices rotations de Wigner pour six opérateurs rotations.
Dans le cas d'une fonction d'espace, ses coordonnées sont écrites sous forme de matrice-
colonne. Par contre pour les tenseurs d'espace, les composantes sont disposées en
matrice-ligne.

Dans le paragraphe 111.4.2, nous verrons que les matrices rotations de Wigner

sont définies pour des rotations autour des axes fixes. Par contre pour les matrices active
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A et passive P, les rotations ont lieu autour des axes mobiles. Nous disposons des

relations suivantes :

((Ym plassif (?m) ( m)pa55|f (am) ( m)pa55|f (am))

iBRmobFouW yo, Boa
O Rﬁxep(ao’ Bo> Vo

aYlplassn (ﬂn) Yl%assn (wn) Ylpissﬁ (wn))

0

2 . . .

:(Ylpla55|f (F) Yl%asmf (—r—) Ylp_eissﬁ (—r—))

3 ) . .

(Al Bo v YE {0y, B v) T Y A B, ) 7Y)

4 . . .
:(Ylplassﬁ ?m) Yl%assﬁ (?m) Ylpalssn‘ (»m))D(l,passn‘,W) (yoy Bol 0‘0) ) (|“193)

et

(@ (o (R o)
0 RI(E 8. ¢,) O
=0 RY(o, o &) ol m v m v m)

E?fler( (I)o! -8, _EO)%

2 . . -
(v @ YE@ YEm)

Ilw

YEUPEy, 0, 00)TF YU PE,, 05, 00 ViYL P(E,, 85, 007 )

=

(v
(

Ylaftif (?) Yleg:tif (?) Yactlf (I‘))D (L,actif) (¢O ' 90! E ) ) (I I |194)

Nous aurions pu comme dans le cas d'une fonction d'espace supprimer les deux
opérateurs selon Wolf pour ne conserver que quatre opérateurs rotations. L'anomalie est
que nous gardons la matrice rotation passive de Wigner selon Wolf pour I'associer a
I'opérateur rotation de Fano autour des axes fixes (111.180). Cette anomalie n'apparait

pas pour les rotations actives (111.192). La matrice rotation active de Wigner

D (actif) (¢o' 90’ Eo) est bien associée a sze ((I)O, 90, Eo)- Donc pour les tenseurs on

ne peut pas supprimer les deux opérateurs rotations selon Wolf.
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I11.4.1.f. Faut-il abandonner les opérateurs rotations autour des axes

mobiles ?

Nous n'avons pas pu exhiber la matrice rotation passive de Wigner selon Fano
dans les exemples ci-dessus.

Pour la rotation passive, au lieu d'utiliser le couple REXQ'F(O(O, B> yo) et

DPstW (v B,, o, ) provenant de deux auteurs, il faut introduire I'opérateur rotation
passive positive autour des axes fixes de Wolf (111.101) ou,
exp(iyl,) exp(iBJ, ) exp(iad,) = oveY(y, B, a) (111.195)
pour ne conserver que Wolf.
La rotation active ne pose pas de probléeme. Les angles d'Euler dans

R™ (¢, 8,, &,) etdans D" (¢, 8,, £, ) sont identiques.

((Y'")ffss” (—r—m) (Ym)fgssif (—r—m) (Ym)ff;sif (—r—m))
! fixe, W if f=m if f=m if f=m
=0, (Vo' Bo. ao)(YlplaSSI () Y™ (") Y (T ))
2 . . .
:(Ylpla55|f (F) Yl%asmf (—r—) Ylp_eissﬁ (—r—))
3 . . :
=(v2= {A@o, Bo VoJF} YET (A ao, Bo v) FE VI {A 0o, By v) T)

4 . . . .
:(Ylplassﬁ (?m) Yl%assﬁ (?m) Ylp_alssn (?’"))D (1, passif ,W) (yoy Bol 0‘0) ) (| I |196)

et

(e (e (o)
=RE (6 8, &) (v () () V()
(@) vE ) v )
(3 e, 0 001 VI (PEs, 8, 00 YL P, 8, 00)7)

=(YE (B V) YE D (6, 8, &) (111.197)
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Plus genéralement, a I'opérateur rotation active positive autour des axes fixes
correspond la matrice rotation active positive de Wigner. A 'opérateur rotation passive
positive autour des axes fixes selon Wolf correspond la matrice rotation passive positive
de Wigner selon Wolf. Cette concordance est due au fait que les composantes des

tenseurs sont ecrites en matrice-ligne.

Une question se souléve : Quand rencontre-t-on la matrice rotation passive de
Wigner selon Fano (hormis bien sGr pour Fano lui méme (Fano et Rau p76-77 [24]) ?
La réponse est : Quand Wigner, Weissbluth ou tout autre auteur privilégient la
définition des angles d'Euler autour des axes fixes du référentiel initial. Dans ce cas, on

se restreint aux rotations passives.
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[11.4.2. Matrice rotation de Wigner

La matrice rotation autour des axes fixes de Wigner intervient dans de nombreux
domaines de la physique. Nous garderons donc le symbole J pour le moment angulaire.
De plus les opérateurs rotation que nous utiliserons par la suite seront exprimes dans le
référentiel initial qui est fixe (par convention) pour conserver les regles de
commutation des opérateurs de spin (sauf avis contraire). L’exposant « fixe » ne sera
plus précise. Comme précédemment les angles d’Euler sont définis avec des axes
mobiles du réferentiel initial (Fig. I111.2). Enfin pour avoir les mémes notations que

celles utilisées dans la littérature, nous noterons avec les mémes symboles a, Bet y

les angles d’Euler pour la rotation active et pour la rotation passive.
Jusqu'a présent, I'opérateur de spin dans lI'argument d'un opérateur rotation ne sert
qu'a indiquer I'axe de rotation. Cet opérateur de spin va jouer son role dans les matrices

rotations active ou passive autour des axes fixes de Wigner dont la définition fait
intervenir les états propres |j, m).

L'utilisation des matrices rotations autour des axes fixes de Wigner implique
implicitement I'abandon des opérateurs rotations passives et actives autour des axes
mobiles. Cet abandon va nous permettre de réexaminer les liens établis au paragraphe
I11.3 entre les six opérateurs de rotation (Fig. I111.9 et 111.10) ou en fait quatre d'entre eux
(Fig. 111.17) sont nécessaires pour la rotation des fonctions d'espace. Pour la rotation des
tenseurs on a déja suggéré au paragraphe I11.4.1 que deux des trois opérateurs rotations
autour des axes fixes seront nécessaires. L'opérateur rotation passive positive autour des
axes fixes selon Fano peut étre abandonné. A priori, les angles d'Euler pour la
rotation active n'ont plus de lien avec ceux de la rotation passive.

Dans ce paragraphe 111.4.2, on introduit les trois matrices rotations de
Wigner ou « autour des axes fixe » n'est plus nécessaire de préciser, puisque les

rotation s'effectuent toujours autour des axes fixes.
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[11.4.2.a. Rotation active positive

La rotation active positive est le cas le plus étudié en physique. De Davydov
(p153-154 [14]) on détermine la matrice rotation active positive de Wigner. On a montré

que I’opérateur rotation active positive autour des axes fixes (111.82) est,

R.(a, B, y)dif exp(-iad,)exp(-iBJ, ) exp(-iyd,) . (111.198)

Cet opérateur commute avec J* (111.18). De la relation de fermeture (1.21), on a,

Ra(a, B V)|, m)= Z|j, m')j, m'|RA(a, B, Y)[J, m) . (111.199)

De plus cet opérateur est un opérateur linéaire (Cohen-Tannoudji et collaborateurs
p701 [6]). Lorsqu’il agit sur un état propre |j, m), qui est aussi état propre de J?, il le
transforme en une combinaison linéaire d'états propres |j, m>, avec la méme valeur de j

mais une valeur différente de m. Les coefficients de cette transformation,

(j, m'[RA(a, B, y)|j, m), sont les éléments de la matrice rotation dans la

représentation j. Ces éléments de matrice sont fonctions des angles d’Euler. Cette
matrice est appelée matrice rotation active positive de Wigner d'ordre j, (nous avons
précise active positive)
DY (0, B, V) = (i, m'[Ra(a, B, y)i m) - (111.200)
On a vu qu’une rotation passive (111.109) ou active (111.117) (et cela autour des

axes fixes ou mobiles) d’une fonction équivaut respectivement a I'application de la

matrice active A(a, [, y) ou passive P(y, B, a) aux arguments de la fonction. Apres
une rotation active, les coordonnées d’un point fixe particulier (r,, él, $,) (ou
r, él et ¢, sont les coordonnées sphériques de ce point) sont transformées en

coordonnées (r, 6, ). Les états propres |j, m> dépendent de ces angles exprimés dans

le systéme d’axes mobiles. On les notera <élc’|5l|j, m) avant rotation et <éc’|5|j, m) apres

rotation. Des équations (I11.41) et (111.117) valables pour une rotation active positive, on
obtient alors (Fig. 111.20),
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é I_//b(aiﬁiy)
a4

Fig. 111.20 : Rotation active positive aux angles
d’Euler autour des axes fixes des états propres

| B m) dépendant initialement des angles polaires
él et @, puis des angles polaires 0 et @ apreés

rotation.
. 2,
Ra(@, B V)(08i, m)=(6,6,[j, m) . (111.201)
De cette derniere relation et des equations (111.199) et (111.200), on obtient,
(8,0.[i, m)='Y (B8], m)DUE" (o, B V) - (111.202)

Pour reprendre les notations du paragraphe 111.1.1, on peut considérer ces fonctions

comme des harmoniques sphériques Y; , ou j est un entier. En effet |j, m) est un état

propre de J? et J,, la projection de |j, m) sur (8,, §,) est Y;,, (111.22) (Ngd
p211 [21),
<élqsl\ i, m)=Y,,(8,6,) = Y (coord.fixes) . (111.203)

jm

De fagon générale une rotation active positive se traduira par les égalités suivantes
(Thankappan p168 [2]),

RA(C L, Bar Va)Y2 (coord.mob.)

jm
2 actif H
=Y, (coord.fixes)
3 .
=YX (P(ya, Ba, 04 Jcoord.mob.)
4 i R
=Y Y (coord.mob)DUT (@, Bas Ya)

jm m'm

(111.204)
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ou,

Ra(0as Bas Ya)Yim' ()
2 actif /=
:ij (rl)
3 :
=Y (P(Va, Bas 00 )F)
4 ’
=Y Y (DER" (0, Bar ¥a) - (111.205)

ou « coord.mob. » correspond aux coordonnées mobiles et « coord.fixes » correspond

aux coordonnées fixes.

Le caractere irréductible se manifeste ici par le fait que I’ordre « j » du tenseur est
conserve lors de la transformation. De I’équation (111.200), on déduit I'expression d’un
élément de la matrice rotation active positive de Wigner (Elbaz p298 [5], Dong p258
[26], Hafner et Spiess p203 [27], Mehring p220 [22], Messiah p456 [, Zare p89 [17]) :

DU (a, B, y) =(j, m'[exp(=ial,)exp(=iBJ,)exp(=iy,)|j, m)
=exp(=iam’)(j, m’|exp(=iBJ, )| j, m)exp(-iym)

= exp(-iom")d U2 (B) exp(—iym) . (111.206)

D’apres Brink et Satchler (p22 [10]), Messiah (p922 [9]), Stancu (p216 [11]) ainsi que

Thompson (p219 [28]), la dépendance par rapport a 3 de la matrice rotation active
positive de Wigner est donnée par la matrice réelle d** (B) dont un élément est

exprimeé par :

W@ =y -y [+ M) =m)i(i+m)i (- m)e

(+m'=w)!I(j—-m-w)!w!(w+m-m')!

w-m'+m

xEcongJ " ZWEsmBg (111.207)

D’aprés Rose (p52 [131)999 et Zare (p86 [171), une autre expression est donnée par,

@99 Rose traite la rotation passive mais utilise I’opérateur rotation active. 1l utilise donc la matrice
rotation active positive de Wigner, ce qui a créé beaucoup de confusion dans la littérature (Fig. 111.3 et
111.4).
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m

j=m' =w)!I(j+m-w)!w!(w-m+m")!

R [+ m)ti=m) G+ m)iG - m)e

w+m'-m

§ E j+m-m'-2w ) E
Ecoszg E—sm 2@ , (111.208)

ou la somme se fait sur toutes les valeurs de w qui aboutissent a un factoriel supérieur
ou égal a zéro.
On montrera en annexe (A.5) une méthode permettant d’obtenir I’expression de

la matrice réelle d“2* (B). Mais & partir de ces deux derniéres expressions (111.206) et

(111.207), on peut obtenir la matrice D“*"" (a, B, y) ™. Comme par la suite nous

traiterons des tenseurs d'ordre 1, nous donnons ici la matrice rotation active de Wigner
dordre 1:

D(l’aCtif)(a, B, y) -

2 0) -1

i 1 . o 1 :
1 Sifaty) -ia +q -i(a-y)
ut EE(1+ cosB)e ﬁ5|n Be 5 (L-cosP)e E
o 1 . - 1 . O
0 — -y - iy .
< | B \/ESW\BE 0P \/ESII’I be B

_ l _ i(a-y) i H ia l i(a+y)
(-1 ﬁz(l cosp)e \/EsmBe 2(1+cosB)e ﬁ

(111.209)
(Brink et Satchler p24 [10], Chaichian et Hagedorn p177 [7], Dong p258 [26], Messiah
p922 [0, Spiess p203 [29], Thompson p223 [28], Tinkham p111 [21], Zare p89 [17]).

™" Dune part Wigner (p362 [8]) écrit les matrices rotations de Wigner sous la forme suivante :

=1 10 |1
1 g 5

o] o 0
a ]
et d'autre part il privilégie les angles d'Euler définis autour des axes fixes (p357). La combinaison de ces
deux particularités fait que la forme matricielle de la matrice rotation passive de Wigner d'ordre 1 selon
Wolf est identique a (111.209).
Rose (p67 [13]) traite de la rotation passive mais utilise l'opérateur rotation active (équation 2.2

p16), par conséquence, la matrice rotation passive de Wigner selon Wolf devient identique a (111.209).
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[11.4.2.b. Rotation passive positive

Pour la rotation passive positive, il faut considérer deux opérateurs rotations
différents, selon Fano et selon Wolf (8. 111.1.3.c et 111.2.3).

(1) Si on ne s’occupe que des rotations passives positives sans établir de lien direct avec
la rotation active positive, on choisira I’opérateur rotation passive positive autour des

axes fixes selon Fano (111.89),

RE(a, B, Y) z exp(iad,) exp(iBJ, ) exp(ivd,) - (111.210)

Formellement, I'égalité R} (o, Be, Ve) = RA(—0, —B¢, —V,) estvraie. Ces deux
opérateurs ne different que par le signe des angles d'Euler. Donc les égalités dans
(111.204) et (111.205) , en particulier I'égalité 3, sont valables pour R (0, Be, Ve)-

En reprenant exactement le méme raisonnement que pour la rotation active
positive, on obtient la matrice rotation passive positive de Wigner d*ordre j selon
Fano, (ou nous avons précisé passive positive et selon Fano),

DUR="P(a, B V) =(J. MRy (@, B, Y)[i m) (I.211)

on obtient alors I’expression générale suivante,

Ro(ae, Be, Vi)Y (coord. mob.)
2
— assif H
=Y (coord.fixes)
3
=Y (P(- e, =B, —0 Jcoord.mob.)
4 . .
:zYJﬁ’ﬁ?s'f (coord.mob.)DUPTR (B, y.)

(111.212)

ou,
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RE(GF, BF’ yF)YjF:sSSif (T:m)
2 passif (2
=Y (F)
3 .
:YJ_F;?SSIf (P(_pr _BF' _GF)I"")

4 ' R
= YR (DR (e, Bey Ve) (11.213)

De I’équation (111.211), on déduit I’expression d’un élément de la matrice
rotation passive positive de Wigner selon Fano (Edmonds (1957) p55 [1°], Fano et Rau
p76 [24], Rose p52 [13], Wigner p167 [8]),

D™ (a, B, ) =(j, m'[exp(iad,)exp(iBJ, ) exp(iyd, )|, m)
=exp(iam’)(j, m’|exp(iBJ, )| j, m)exp(iym)
= exp(iom")d UP=" (B) exp(iym) . (111.214)
La dépendance par rapport a 3 de la matrice rotation passive positive de Wigner selon
Fano est donnée par d**") (B) qui est une matrice réelle dont un élément est exprimé

par (Fano et Rau p76 [24], Wigner p167 [8]),

[+ M) = m) G+ m) G- m)le
j+m=-w)!l(j—m'-w)!wl(w + m'-m)!

A @) =y (D"

w-m+m'

5 E j-m'+m-2w . E
Ecos 2§ Esln 2§ | (111.215)

ou la somme se fait sur toutes les valeurs de w qui aboutissent a un factoriel supérieur
ou égal a zéro. La matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre 1 selon Fano
(111.214) peut donc s’écrire (Fano et Rau p77 [24], Freude et Haase p7 [30]),
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DU (q, B, ) =
[ 0) -1)
(0] B B %Sinﬁeiv cos3 %sinﬁe‘“’
(-1 %(1-008[3)6“(“‘” - %sin[}e‘“‘ %(1+C05[3)e-i<u+v)

I

(111.216)

(2) Si a présent on veut faire le lien entre rotation passive et rotation active, il faut
utiliser I’opérateur rotation selon Wolf, on utilise I'interprétation rotation passive
positive (111.101) (Blum p311 [18], Bouten 311, Edmonds (1974) p55 [20], Engelhardt
et Michel p29 [32]),

déf

exp(ivd,) exp(ipJ,) exp(iald,) = O (v, B, a) . (111.217)

En reprenant exactement le méme raisonnement que pour la rotation active positive, on
obtient pour la matrice rotation passive positive de Wigner d’odre j selon Wolf, (ou
nous avons précisé passive positive et selon Wolf),

D™ ™ (v, B, ) = (j,m'|0F (v, B, a)|jm) , (111.218)

ainsi que I’expression générale suivante (Blum p95-96 [18]),

08 (Yw Bws Oy)Y " (coord. mob.)
in‘r’ﬁss” (coord. fixes)
iyjﬂjss” (Ao, By Y Jcoord.mob.)
- z YRt (coord. mob DU (yy By, 0y)

(111.219)
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ou,

O \F/‘V (yW ’ BW , a W )YjF:sSSif (T"’)
2 .
= le;:lsmf (F)
3 . —
:le::Ssﬂ (A(G W ! BW y VW )I’ )

- Z err)?sn (F"')Dg'-ﬁfss”'W) (yW’ BW , o W) . (| | |220)

Il est & noter que dans les équations (111.204), (111.205), (111.212), (111.213), (111.219)
et (111.220) les composantes du tenseur restent les mémes dans chaque cas.
De I’équation (111.218), on deéduit I’expression d’un élément de la matrice

rotation passive positive de Wigner selon Wolf (Blum p311 [18]),
D (y, B, &) =(j, m'[exp(iy,) exp(iBd, ) exp(iad, )| j, m)
=exp(iym)(j, m’|exp(iBJ, )| j, m)exp(iom)
= exp(iym’)d VP (B)exp(iam) . (111.221)
La dépendance par rapport a B de la matrice rotation passive positive de Wigner selon
Wolf est donnée par d***™) (B). C’est la méme matrice réelle que précédemment

(111.215). La matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre 1 selon Wolf (111.221)
s’écrit (Berestetskii et collaborateurs p369 [33], Edmonds (1974) p57 [20]),

D(l,passif,W) (y’ B, G) =
[2) 0) =1
| Hra+cospee  Lsinper La-cospe
{ 5 @+ cos) 7SnBe" 5 -cosp)
(0] B - isinBeiu cosPp isinBe‘iu

077 72

(-1 ﬁ%(l—cosﬁ)e‘i(\/'ﬂ) - %Sinﬁe’“’ %(1+COSB)e‘i(U+v)

I e o

(11.222)
Weissbluth (p105 [11) a permuté le role des angles d'Euler a et y, tout comme

Wigner (p357-358 [8]) puis qu'ils privilégient les angles d'Euler définis autour des
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axes fixes (Fig. 111.5). Formellement, la matrice rotation de Wigner que présente
Weissbluth correspond a (111.216).
De (111.208) et (111.215) on a aussi les relations suivantes,

Hd(j,actif) (B)}t = (i) (—@) = ¢ i) (@)

I P - (111.223)
ad(J,passﬁ)(B)} - d(],pa53|f)(_B) - d(J,actlf)(B)

[11.4.2.c. Propriétés des matrices rotations de Wigner

Suivant les conventions choisies, on peut utiliser une rotation active positive ou
une rotation passive positive pour un tenseur. Dans ce cas les matrices rotations de
Wigner ne seront pas les mémes. Mais comme on I’a déja entrevu dans le paragraphe
111.4.1, il existe des relations entre les matrices qui représentent ces types de rotations
(111.206), (111.221) et (111.214). On a,

DU (g, B, y) = exp(-iam’)d 0 (B)exp(-iym) (111.224)
DUPSI (v B 1) = exp(iym’)d U7 (B) exp(iam) | (111.225)
DUPSA) (@, B, y) = exp(iam’)dUP0 (B) exp(iym) (11.226)

Si I’on prend le complexe conjugué de la matrice rotation active de Wigner et que I’on
utilise (111.223), on a,
DU, Ba, va} = explic,m)dUie (B,) expiy,m)
= exp(iy,m)dyn ™" (B,) exp(ia ,,m’)
= Dmf"“”’w)(yA, Ba, O4) - (111.227)

De méme si I’on inverse les angles de la matrice rotation active de Wigner, que I’on

change leurs signes et que I’on utilise (111.223),
Dim " (=Ya: ~Ba: —a4) =exp(iy,m)dui™ (—B4) exp(ia ,m)
= exp(iy,m’)dyn™" (Ba) exp(ia sm)
=D ™" (Yas Bas G8) (111.228)
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On a de plus, si I'on change les signes des angles d'Euler de la matrice rotation active de

Wigner, on obtient :
D (=0a, =Bas —Ya) =exp(ia,m)dis™ (-B,) exp(iy,m)
= exp(ia ,m)di=" (B,) exp(iy,m)
=DUPTH (o, , B,y Va) - (111.229)

La matrice rotation passive de Wigner selon Wolf est le complexe conjugué et
transposée de la matrice rotation active de Wigner. Par contre ce n'est pas le cas
pour la matrice rotation passive de Wigner selon Fano qui ne différencie avec la
matrice rotation active de Wigner que par les signes des angles d'Euler(™.

On obtient bien sar les relations réciproques,

DUt (y,,, By, @} = DI (y, B Vi) (111.230)
Dg"?naSSifYW)(_va_BWv_aw) D(Jacm)(vaBW’ Ay) (11.231)
DU (-, ~Br, —Ye) =DE (o, B, Ve) - (11.232)

De plus les matrices rotations de Wigner possédent la propriété suivante,
(3 mlj, m’) =(j, m[RRY[j, m’)
= mZ(j, m[R[j, m")(j, m"[R"[j, m") , (111.233)
ou R est un opérateur rotation. On a aussi les relations suivantes,
Hi mlj, m’) =3,
i R m) =i mRj )

ou &, estle symbole de Kronecker. D’apreés (111.234), en remplacant les termes dans

, (111.234)

(111.233) par des matrices rotations de Wigner on obtient,

> Do ADrmd = O - (111.235)

@ Notons qu’il existe une relation entre la matrice rotation passive de Wigner selon Fano et la matrice
rotation active de Wigner, par exemple,
01 0 lH
D(l,passif,F) (a, B, y) - lj) 1 Om(l,actif)(a’ B. y)m 1 0[| )

H o of H o of
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Pour conclure, si I’on n'effectue que des rotations passives, on peut utiliser
I’opérateur rotation passive selon Fano. Par contre, si I’on doit effectuer aussi bien des
rotations passives que des rotations actives, il faut utiliser pour la rotation passive
I’opérateur rotation passive selon Wolf. En effet, la matrice rotation passive de Wigner
selon Wolf est bien I’inverse de la matrice rotation active de Wigner (111.227). De plus,
I’opérateur rotation passive positive selon Fano est équivalent a I'opérateur rotation
active négative. Par la suite nous utiliserons I’opérateur rotation passive selon Wolf.

Une propriété évidente qui permet de faire le lien entre rotation active et rotation
passive autour des axes fixes pour un tenseur est la suivante : Une rotation active
positive autour des axes fixes suivie par une rotation passive positive autour des axes
fixes est équivaut a l'opérateur identité et inversement (Chaichian et Hagedorn
p53 [7]). On a,

Ra(0, Boy Yo)Tp' (Yo, Boy 05) =1

0 (Yor Bo» 0p)RA (0, By Vo) =1, (111.236)
tandis que®?,

Ra(@o, Bor Vo)Re (0, By, Vo) #1

R: (0o, By, Yo)RA (0, By Vo) 21 . (111.237)
Bien qu'il y aie trois matrices rotations de Wigner, deux d'entre elles sont compatibles.

Ce sont DU*) (g, B, y) et DUP"W)(y B, o). Nous abandonnerons donc pour la

suite DU P (q B, y).

[11.4.2.d. Application de la matrice rotation de Wigner en RMN

La difficulté d'emploi des matrices rotations de Wigner vient du fait que dans la

littérature, il n’est pas toujours aisé de faire la différence entre les matrices. En effet la

) pour la rotation d'une fonction d'espace, comme nous voulons conserver les liens entre opérateurs
rotations actives et passives autour des axes mobiles et fixes, nous avons d'apres les figures 111.9, 111.10 et
.17 :

Rgxe(ymBO’GO)REX&F(GWBO’ yO):]- et R,Zmb(yov [307 O(O)RITObYF(GOI Bov yo) :l .
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matrice rotation de Wigner DY (a, B, y) est trés souvent notée de la méme fagon pour

une rotation active ou passive :
(1) Brink et Satchler (p20-22 [10]) et Davydov (p154 [14]) écrivent un élément de la
matrice rotation active positive de Wigner sous la forme,

DY (a, B,y)=e™dY (Be™ . (111.238)
(2) Par contre Edmonds (p55 1974 [20]) écrit un élément de la matrice rotation passive
positive de Wigner sous la forme,

DY (a, B, y)=e™"dY_(Be™ . (111.239)

De plus on a vu que le choix du référentiel fixe et du référentiel mobile est

important pour définir les équations (111.204), (111.205), (111.212), (111.213), (111.219) et
(111.220). En général, pour un tenseur d’espace, on effectue une rotation passive

positive, car on veut exprimer Yj‘;fss” dans le référentiel (=°%°) en fonction du tenseur

exprimé dans (Z™*°). On a,

Y (coord.fixes) = Y [7*" (coord. mob )DL (y, B, )

jm m'm

(111.240)
Pour Haeberlen (p10-11 [34]) (Fig. 111.21), le référentiel mobile est (Z**°) et le
référentiel fixe est (Z9°%)*9,
Y P (coord. fixes := OBS) = Z Y 25 (coord. mob. := PAS)
x DU (y B a) (111.241)

Mais pour Man [35] et Mehring (p213 [22]) (Fig. 111.22), le référentiel fixe est (=) et

le référentiel mobile est (Z°%°),

Y P (coord. fixes := PAS) = Z Y 22 (coord.mob. := OBS)

x DU (y B, a) . (111.242)
A partir de I’équation (111.242) nous allons montrer comment exprimer

Y " (coord.mob. := OBS) en fonction de Y ™" (coord.fixes := PAS) dans la

(™ Nous utilisons le symbole « := » pour préciser la nature (OBS ou PAS) des coordonnées fixes ou

mobiles.
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convention choisie par Man. Multiplions (111.242) par [Dg:.r’;ssm (v, B, 0()]* puis nous

sommons sur l'indice m :

S Y5 (coord. fixes = PAS)[DUE= " (y, B, )]

jm

jm

= Z Y P (coord. mob. := OBS)

x DU (y, B, @)[DUE W (y, B, a)]
= z Y P (coord.mob. := OBS)S, ..., (111.243)

jm
ou nous avons appliqué (111.235). Si m' =m", alors

> Y (coord.fixes := PAS)[DE,{’--";SS”’W) v, B, 0()]*

—_ assif —
=Y (coord.mob.:= OBS) . (111.244)
Or d’apres (111.230), nous obtenons,
ZYJF;?SS” (coord.fixes := PAS)DU2) (g, B, )

m

—_ assif —
=Y (coord.mob.:=OBS) . (111.245)

Donc pour Haeberlen (p12 [34]),
Y P (coord fixes := OBS) = Z Y P25t (coord.mob. := PAS)

jm

xDUESTW (y, B, a) (111.246)
pour retrouver Man [3%] et Mehring (p221 [22]1), (Davis [36], Thankappan p170 [23]),
Y P (coord.mob. := OBS) = z Y (coord fixes := PAS)

xDUO (o, B, y) - (111.247)
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En fin de compte, Haeberlen utilise la matrice rotation passive positive de Wigner selon
Wolf (Tab. 111.4) et Man utilise la matrice rotation active positive de Wigner (Tab. I11.5)
bien qu’ils expriment, tous les deux, la rotation passive d'un tenseur.

On remarquera que I’on utilise les tenseurs sphériques irréductibles parce que les
tenseurs se trouvent sous forme de matrices-lignes, ((111.204), (111.205), (111.212),
(111.213), (111.219) et (111.220)). Dans le cas d’un tenseur cartésien, le changement de
réferentiel consiste a multiplier trois matrices carrées, procédure assez longue et qui le
devient bien plus lorsque I’on change deux fois de référentiel. Dans le cas des tenseurs
sphériques, le changement de référentiel est plus simple, il faut cette fois multiplier une

matrice-ligne par une matrice carrée (matrice rotation de Wigner).

Zogs > 2PAs Zoss
ZPAS
B} A v
B, Y
B B
/N éo
)yoss >
~—V ~—W Yoas
a a
X —~
088 XPAS
Fig. 111.21 : Chez Haeberlen (=**%) est mobile et Fig. 111.22 : Chez Man (=™*°) est fixe et (=°%)
(=°%5) est fixe. est mobile.

Les angles d'Euler sont définis par rapport aux axes mobiles.
OlHaeberlen = YMan ; BHaeberlen = BMan ;  YHaeberlen = OMan .

™" Nous verons au paragraphe 111.4.3 que grace a la relation (111.247) qui nous permet de manipuler un
tenseur d'un référentiel mobile en I'exprimant en fonction du méme tenseur dans un référentiel fixe, nous

ne soucions plus des problémes de commutateurs de spins évoqués dans le paragraphe 111.2 (Zare p179-

180 [17],
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Les deux matrices rotations passive (Tab. I11.4) et active (Tab. I11.5) de Wigner
d'ordre 2 sont souvent utilisées en RMN. Les angles d'Euler dans la matrice rotation
passive de Wigner d'ordre 2 présentée par Weissbluth (p106 [1]) sont définis par rapport
aux axes fixes. La matrice rotation active de Wigner d'ordre 4 (Man [37]) est utilisée en
RMN DAS, DOR et MQMAS.

[11.4.2.e. Application de la matrice rotation de Wigner a la

« diagonalisation » des tenseurs

Parfois, on connait I'expression d'un tenseur sphérique dans le référentiel (£°5°)
qui est considéré comme fixe (Fig. 111.21), YJ.paSSif (coord.fixes := OBS). On cherche
I'expression de ce tenseur dans son référentiel (™) qui est considéré comme mobile,
Y P (coord.mob. := PAS) (Dong p255-256 [29]).

L'expression (111.241) donne la solution inverse :

Y P (coord. fixes := OBS) = Z Y 2T (coord. mob. := PAS)

jm
x DUPSTIW (y B, a) (111.248)
I suffit d'inverser cette équation :

Y 25" (coord. mob. := PAS) = Z{Dfﬂ’-ﬁfs”'w) (v, B 0‘)}

assif H —
x Y= (coord.fixes .= OBS) .  (111.249)
La relation (111.242) permet de réécrire I'équation ci-dessus sous la forme :

Y (coord.mob.:= PAS) = 5 Y =" (coord. fixes := OBS)

jm

xDU=M (o B y) (111.250)
La relation (111.242) permet aussi de "diagonaliser” un tenseur sphérique dans le
cas ol le référentiel (Z°P°) est mobile et son référentiel (Z°) est fixe.
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CHAPITRE Ill : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs

Tab. 111.4 : Matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre 2 selon Wolf : D*P*" ") (y B3, a)
(Chandrakumar p378 [38] Haeberlen p12 [34]).

2) g

<2| E (1+csz) 2i(a+y) 1+cosf sin Bei(®+2
0
<1| D—1+COSBS Be|(2a+y) (COS B COSB) (a+y)

<0|B \/gsm Be® —\/gsinZBe‘“
D

She CZSBS' npeteen (AEESE_gog2 ppetty
<_ |D @- CXSB) 2ia-y) _1_COSBSinBei(a—2y)
o S
_ _ 2
\/gsinz Be? 1 CZOSBSinBe—i(a—zy) (1-cosB) o 2i(a-y) B

4
\/gsin 2pe" (—1+ CZOSB —cos’B)e@V 1-cosp CZOSB sinpe@ v U

20 _ _ |
% 3c0s B 1 \/Esin ZBe—la \/§Sin2 Be_zm
2 8 8
_\/gsin 2I3e—iv (COSZ B _ 1- CZOS B)e—i(cx+y) 1+ CZOSB sin Be_i(2u+v)

\ESinz Be_Ziv —%Sin Be'i(u"'zV) (1+CZS B)Z e—2i(cx+y)

I
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Tab. 111.5 : Matrice rotation active positive de Wigner d’ordre 2 : D“*"(qa, B, y) (Dong p258 [26],
Hafner et Spiess [27], Man [35], Mehring p221 [22], Spiess p204 [29]).

2) g

< | D(l"'COSB) o 2(@+) 1+COSB sin Be (2

{1 Lsmﬁe (@29 (cos? B 1- COSB) miary)
3 ., - 3 . o
<0| B \/gsm Be 2V \/%sm2[3e

<—1| 0l- CZOSBsin pelean  (L1COSB COSB _ ¢os? B)e'“™

<_ |D (1- COSB) p2i@y) 1_COSBSinBei(2a—y)

%) 1) -2)
- _ _ 2 _
\/EsinZ Bed - 1=cosp Bei(2a*n (1=COSP)" -2i(a-y
8 2 4
) + ) -
—\Esin 2Be™ (l CZOSB —cos’ B)e'"** _17cosP CZOSB sinBe”

2 - 1 -
3cos’p-1 _ ﬁ sin 2Be ﬁ cin? e
\Esin 2[38“’ (cos® B-%)ei(ww —1+CZOSBSin Bei(a+2y)

. + + 2
\/gsinz BeZIG 1 CZOSBSInBel(Zaw) (l CZSB) e2|(u+V)

O

1
’5
s
(R

MO OOoOOoOoOodod
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[11.4.3. Rotation de tenseurs d'opérateurs de spin

En RMN impulsionelle (une impulsion ou écho de spin), on utilise I'opérateur
rotation active autour des axes fixes du référentiel tournant ( =°®°) pour suivre
I'évolution d'un tenseur d'opérateurs de spin dans le temps (Tab. 1.2). Par contre, pour
exprimer les composantes d'un tenseur dans deux référentiels, on utilise I'opérateur
rotation passive autour des axes fixes selon Wolf.

Nous allons étudier I’effet d’une rotation active aux angles d’Euler (a, B, y) sur
un tenseur d'opérateurs de spin d’ordre 1. Pour cela prenons les composantes sphériques

du moment angulaire de spin (111.144), nous utilisons de nouveau le symbole I, avec
L=(, 1, 1) et =0, 1,,1,):

Tn(lx, Ly, lz)=-%(lx +il,) (111.251)

Tolle 1y, 1L)=1, (111.252)

T (1, ly, lz)=%(lx -ily) . (111.253)
Placons-nous dans le cas ou,

a=0,=T ; B=Bo=g ; v:y(,:% ; (111.254)

donc (111.82) ou (111.198) devient,
Rat T e exp(-ind,)expt-i Tt Bxpl-i T, H . qunzss)
O 2 40 O 2°0 0 4°0

Il existe trois fagons de considérer les effets d’une rotation active sur un tenseur

d'opérateurs de spin :

(1) comme l'application de I'opérateur rotation active aux composantes du tenseur
d'opérateurs de spin ;

(2) comme I’application de la matrice passive P aux arguments des composantes du
tenseur d'opérateurs de spin ;

(3) comme l'application de la matrice rotation active de Wigner aux composantes du
tenseur d'opérateurs de spin.

Dans les cas (1) et (3), les rotations s’effectuent autour des axes fixes pour conserver les

relations des commutateurs, (111.15)—(111.18).
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[11.4.3.a. Application de I'opérateur rotation active aux composantes du

tenseur d'opérateurs de spin

Nous n’avons plus besoin de dessiner les composantes du tenseur d'opérateurs de
spin aux différentes étapes de rotation, puisque nous pouvons les calculer. En général,
ce n'est pas le cas pour une fonction ou un tenseur d'espace (8. 111.4.1.a— 111.4.1.d).

Commencons par T, (I, ) en utilisant la partie supérieur du tableau 1.2 ou les
opérateurs de spin se trouvent sous forme de matrices-lignes. Comme nous traitons un

tenseur d'opérateurs de spin, cette composante T11( ) et les autres sont prises en
« sandwich » entre R, (a, B, y) a gauche et [RA(a, B, y)]_1 a droite. Ceci n'est pas le

cas pour une fonction ou pour un tenseur d'espace ou seul R, (a, B, y) intervient.
-1
m T m T
R — =
BI 2 45“ %AE'I 2 4%
. LTT . TU 1 N
=exp(-itd,)ex B—I—l Eex B—l—h%— I, +il
xepo T—TIZ Eepo Ely Eexp(inlz)
04 °'0 O02°0
. .TU 1 L1 NN
=exp(-imd,)ex 1—I1 L A-0)-=I1,QQ+1
Pl eI, Br 1, @-i) -1, @)

L1 .
xexpggly Eexp(mlz)

:exp(—imz)%lza—i)—%ly(1+i)§exp(imz)

=L a-i+ b, as) (111.256)
2 2
De méme pour T, (1, ),
-1
™ 11 T 1T
AE'I 2" 4™ @“E" 2 4%

=exp(—in|z)exp§—i’§|y Eﬁxp@—iglz %%(lx —iu)ﬁ
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LTI T :
xexp(lzlz)expgglyEexp(mlz)
exp(-i T b1 a-id
=exp( mlz)expE—l2Iy%lx(l+|)+2|y(l I)E
L1 .
xexpggly Eexp(mlz)

:exp(—imz)g— IZ(1+i)+%Iy(1—i)§exp(—inlz)

1
2
1

__1 N R
=21+ =210 (111.257)

Enfin pour T, (If),

-1
Radn 5 el )ma b 2 7
= exp(-int, )exp-i N1, Fexpt-i 1 H,
O 2°0 0O 4°0
T T .
xexp@ 2 I, Eexp@ > l, Eexp(mlz)

:exp(—imz)epo—iT—TI HzepoEl Eexp(inlz)
0O 2°0° '02°0

=exp(-ird,)I, exp(ird,)
=-1, . (111.258)

X

[11.4.3.b. Application de la matrice passive P aux arguments des

composantes du tenseur d'opérateurs de spin

Comme la rotation active d'une fonction revient a appliquer la matrice passive P
aux arguments de la fonction {(111.41) et (111.117)}, dans notre cas, I'effet de la matrice

passive P (11.20) sur les arguments 1, I, et I, des composantes du tenseur d'opérateurs

de spin est,
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1 1
H-H 9 Ho -+ -0
O O m O O B %? fg%i[
O_ n O- O
=P —, T 0o -— —=
aylm 1y yo U Y[
gg *° %3D O V2 *E[E O
0 O 1 0 0 O
%HD %ZD ﬁ %ZD
1
B——(I +1 )H
o~v2 ' O
BLla,-pnE (111.259)
gVv2 0
-
Les arguments des composantes T, (I, , 1, , I, ) du tenseur sont remplacés
1 .
respectlvementparB— (I, +1,) —@1,-1) —|XBSOIt,
Ov2 ' N 0
-1
T T T T
R EL b P (P A —, =
AE"24§“ ’ )%%24%
8 1 1
-TmB— I, +1 —(,-1,), —IXH : 111.260
i ﬁ( ) JE( y) - ( )

Les effets indirects de R , En

Hetde ﬁ? En % surles T, (1, I,, 1,) se

calculent en utilisant (111.259). Nous retrouvons alors les mémes résultats que ci-

dessus :
SR 0 N
i_%%%(ly " |Z)+%(|Z - |y)§
:%Iz(l—i)+%ly(l+i) ; (111.261)
g B0k
—%Iz(l+i)—%ly(l—i) ; (111.262)
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R, Ot & T 10(IF)E2ABI n ’—T%_l =1, . (111.263)

O 2 40 O 2 4

Dans le cas de tenseurs d’opérateur de spin d’ordre 1 ces calculs sont plus simples.

[11.4.3.c. Application de la matrice rotation active de Wigner aux

composantes du tenseur d'opérateurs de spin

Appliquons directement la matrice rotation active de Wigner d’ordre 1 (111.190)
ou (111.209) aux composantes du tenseur d'opérateurs de spin qui sont écrites en
matrice-ligne.

E%\/_ V2 %ﬁm
OL-1 +1
= (T11 Ty T1—1)DT 0 _T O

Hi-1 1 _i+1D

= BL( 1)T11+ (1 DTy, + DT,

274"
1
2

T11 - T1—1

—=({+D)T,, - (1"' Ty, = (i+)T,, @

1
V2
1 EY
22 2.2
% - |)+_| L+i) —1 —%Iz(l+i)—%ly(l—i)§.

(111.264)
Les trois méthodes donnent les mémes resultats. Comparons ces trois méthodes :

(1) I’application de I’opérateur rotation aux tenseurs d’opérateur de spin (8. 111.4.3.a) est

assez longue. En effet chaque composante du tenseur d’opérateur de spin doit étre
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traité separément. De plus le calcul d’une composante du tenseur nécessite un calcul
pour chaque angle d’Euler ;

(2) I'application de la matrice passive P aux arguments des composantes du tenseur
d'opérateurs de spin (8. 111.4.3.b) est plus rapide. Nous devons toujours traiter
séparément les composantes du tenseur. Mais le calcul de chaque composante du
tenseur ne nécessite qu’un calcul puisque les trois angles d’Euler sont intégrés dans
la matrice passive ;

(3) l'application de la matrice rotation active de Wigner au tenseur d'opérateur de spin
(8. 111.4.3.c) est la méthode la plus simple. Il suffit d’appliquer directement le
matrice de Wigner sur I’ensemble des composantes du tenseurs.

Ces trois remarques se justifient d’autant plus si nous considérons deux changements de

référentiels a la suite. La premiére méthode doit tenir compte des six angles d’Euler et

des différentes composantes du tenseur. La deuxiéme méthodes doit tenir compte des
deux changements de référentiel (calcul de deux matrices passives) et des différentes
composantes du tenseur. La troisieme méthode doit tenir compte des deux changements

de référentiel par I’intermédiaire de deux matrices rotations de Wigner.

111.4.3.d. Généralisation

En utilisant le méme raisonnement que pour la rotation de tenseurs d’espace (8.
I11.4.2.a et 111.4.2.b), on définit un tenseur sphérique irréductible d'opérateurs de spin
T d’ordre I dont les composantes T2 (écrites sous forme de matrice-ligne) sont
transformees par la matrice rotation active de Wigner aux angles d’Euler (a, 3, y)

selon les relations suivantes :

- 1 ) i
(T):* (comp. mob.) =R , (a1, B, V)T (comp. mob.)[R , (a1, B, )]
2 .
=T (comp.fixes)
3 .
=T (P(y, B, a)arg. mob.)

4 . .
= Z T (comp.mob ) D (a, B, y) (111.265)
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ou,

. 1 )
(TIII)EI:\I((:tlf (COmprnale) :RA (a, B’ y)TIT(CtIf (Compflnale)[RA (a, B, y)] -1
2 .
=T (comp.initale)
3 .
=T (P(y, B, a)arg.final)

4 . .
:ZT,Tf.“f (comp.finale)D{'**"(a, B, y) , (111.266)

ou,

(T (1) =R A (@, B, YTE ()[R A (a1, B, Y™
=T ()
=T (P(y, B, )l )

éZT'icltif (lf)Df(l.i(aCtif)(G, B' y) ' (|“267)

ot D) (a, B, y) est la matrice rotation active positive de Wigner d'ordre I, « arg » et

« comp » signifient respectivement argument et composante. On notera qu’en général ce
sont les composantes fixes que I’on connait et ce sont les composantes mobiles que

nous cherchons. D’ou,

Ti"" (comp.mob.) = ZTuakc-m (comp.fixes)[D"="" (@, B, ).,
= 2 T (comp-fixes) D™=y, B, @)

(111.268)

Dans le cas de I’opérateur rotation passive selon Wolf, on a pour les
composantes T;*" d'un tenseur sphérique irréductible d’opérateur de spin T

d’ordre | (sous forme de matrice-ligne) les relations suivantes :
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( n:)pasS|f (Comp mob) D (y’ B a)-rpassﬁ (Comp.mob.)[D‘F{V(y’ B' q)]—1
2 .
=T ™" (comp.fixes)
3 .
=Tp="(A(a, B, y)arg.mob.)

ZTpassn (comp mob. )D(l passif, W) (y’ B’ CX) , (|||.269)

ou,

( m)passuf (comp.finale) = D\Ffv(y B G)Tpassﬁ (Compflnale)[D (V |3 (X)]
2
=T (comp.initiale)
3 .
=T (A(a, B, y)arg.final)

ZTP“S” (comp.finale)D{P" Y (y, B, a) (111.270)

ou,

( m)Pa55|f(| ) D (y B a)TpaSSIf(IF”')[D\F{v(yl |3, a)]—l
iTlpkassif (lf)

iT.‘f‘ss” (Ao, B, )I;-)

ZTpasslf(l )D(Ipasslf W) (y' B’ G) , (|“271)
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ot DPTW) (v B o) est la matrice rotation passive de Wigner d'ordre I selon

Wolf™™™Enfin si on cherche les composantes mobiles dans le cas d’une rotation

passive selon Wolf, on a (Messiah p923 [9]),
T2 (comp.mob.) = ZT,‘SSS” (comp.fixes.)[D("pass”'W) v, B, a)];,lk

= ZT,‘;‘SS” (comp.fixes)DL (a, B, Y)

(11.272)

[11.4.3.e. Application des matrices rotations de Wigner au cas d’'une

impulsion +X

A l'aide des relations(111.265)-(111.267) et (111.269)-(111.271) entre les
composantes fixes et mobiles des tenseurs d'opérateurs de spin, nous allons traiter le cas
d’un spin 1/2, hors résonance, excité par une impulsion +X pendant une durée t, .

Comme nous I’avons vu au premier et au second chapitres, en RMN il faut se place

dans le référentiel tournant ( =°°°

). Dans cet exemple le systéme de spins n'étant pas a la
résonance, il existe donc un champ magnétique effectif constituant I'axe x" du

référentiel incliné d'axes (X", Yogs, 2") (Fig. 111.23).

(mmm) S on s’intéresse au cas de la rotation passive selon Fano. L’opérateur rotation passive positive de
Fano correspond a I’opérateur rotation active négative (il suffit de changer le signe de I’argument de
I’exponentiel). Donc la rotation passive selon fano d'une fonction revient & appliquer la matrice active A

aux arguments de la fonction. Mais dans ce cas il faut rajouter un signe « — » aux angles d’Euler. Nous
avons pour les composantes T d'un tenseur sphérique irréductible de spin TP d’ordre | (sous

forme de matrice-ligne) des relations du type :
. 1 . 1 2 .
(T")i=" (comp.mob.) =R} (at, B, y)TE" (comp.mob.)[RE(a, B, y)] =T (comp. fixes)

3 i 4 . .
=T (A(-y, -B, —a)arg.mob.) :ZTIT(?SS” (comp.mob ) D&P P (a, B, y) ...
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ZOBS A %
" T, @
)
é Fig. 111.23 : Champ magnétique effectif (a
eff ~
la résonance : @, =B,).
_%
Yoss
XoBs 4 |§1

La résolution de ce probleme passe par plusieurs étapes :

L'axe de rotation x" autour duquel s'effectue la nutation du vecteur aimantation
nucléaire n'étant pas un axe fixe, pour déterminer I’aimantation nucléaire aprées une
impulsion +X, nous devons exprimer le vecteur aimantation nucléaire initial sous forme
de tenseur dans ce référentiel incliné en utilisant la matrice rotation passive de Wigner
selon Wolf. Ainsi nous évitons les problemes des commutateurs d'opérateurs de spin
signalés dans le paragraphe 111.2.1 (Zare p179-180 [17]). Comme le vecteur aimantation
nucléaire peut étre représenté par un tenseur d'opérateurs de spin d'ordre 1, nous

exploiterons les propriétés des matrices rotations de Wigner d'ordre 1.

(1) Etat initial :

A I’instant initial, I’aimantation nucléaire se trouve le long de I’axe z 55 du
référentiel tournant, donc le tenseur sphérique d'opérateurs de spin T,, (comp. initiale /
réf. tournant)™™ est simplement 1,(0 1 0), le coefficient I, étant défini au

paragraphe 1.6.4.c.

" | a notation T, (a/b) permet d’indiquer précisément le tenseur sphérique d’opérateur de spin. « a »

précise si I’on considére les composantes du tenseur avant transformation (comp. initiale) ou les
composantes du tenseur aprés transformation (comp. finale). Les transformations correspondent au cas
(1), (2), (3) et (5). « b » précise ou I’on se situe (dans le référentiel tournant ou incliné ou avant ou apres

rotation).
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(2) Passage du reférentiel tournant au référentiel incliné :

D’apres la figure 111.23, le passage du référentiel tournant au référentiel incliné

est une rotation passive négative d’un angle 3 = —(1/2 - 0) autour de I’axe Y g :

_oH o% .
H

(111.273)

T (comp. initiale / réf. tournant)

= ZTf’ka.ss” (comp. finale/ réf. incling) D {;P="") E) -

e

Les composantes initiales ou fixes, T, (comp. initiale / réf. tournant), sont associées

au référentiel tournant (=°%°) alors que les composantes finales ou mobiles,
T2 (comp. finale / réf. incliné), sont associées au référentiel incliné. Nous cherchons

a obtenir les composantes finales en fonction des composantes initiales que nous

connaissons :

T2 (comp. finale / réf. incling)

_ 0.
= ZTlﬁ’j‘.ss'f (comp. initiale/ réf. tournant) fp &) % - %— 6% 0
0 ® O N

(111.274)

(3) Nutation du vecteur aimantation nucléaire autour du champ magnétique
effectif :
Dans le référentiel incliné, la nutation du vecteur aimantation nucléaire autour du

m

champ magnétique effectif (I'axe x™) est une rotation active négative. Les opérateurs
rotations actives ou passives aux angles d'Euler autour des fixes ou mobiles que nous
avons utilisés ne nous permettent pas d'effectuer une rotation autour d'un axe x. Il faut la

m m

créer. En utilisant les axes (X", Yqogs, 2" ) du référentiel incling, I'action du champ

m

magnétique effectif (ou la rotation autour de I'axe x™) peut étre décrite par une rotation

active d’un angle y =172 autour de z", puis d’un angle = —w,t, autour de Y et
enfin d’un angle a =—1¥2 autour de z". (Dans notre cas, Fig. 111.24, les spins sont

hors résonance, mais nous avons aussi représenté le cas des spins a la résonance

sur la Fig. 111.25). Les composantes initiales ou fixes avant I'application de I'impulsion,
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T (comp. initiale / avant impulsion), sont reliées aux composantes finales ou mobiles
aprés l'application de I'impulsion, T (comp. finale / aprés impulsion), par :

T (comp. initiale/ avant impulsion)
= zTﬁ;ﬁ” (comp. finale/aprésimpulsion)Dﬁﬁt‘”E—g, —w,t,, g@ ,

(111.275)
ol T (comp. initiale / avant impulsion) est égale a T, (comp. finale / réf. incliné)
de (111.274). Inversement

T (comp. finale/ aprés impulsion)

-1

i e . : i Tt T

= ZTfr;t.f(comp.|n|t|ale/avantmpulsmn)ﬁD“’E‘“”E—E, ~w,t,, E%‘,
m 'm

(111.276)

(4) Retour du référentiel incliné au référentiel tournant :

L'observation du signal se fait dans le référentiel tournant. Le passage du
réferentiel incliné au référentiel tournant est une rotation passive positive d’un angle
B =12 -0 autour de I’axe y g :

T,*" (comp. finale/ réf. tournant)

-1
= ZTITSS” (comp. initiale/ réf. incliné)ﬁ)“‘pm”'w)g), 1—2T—9, 0% ,
7 O .
(1.277)
ol T**" (comp. initiale / réf. incling) est égale & T"" (comp. finale / aprés impulsion)
de (111.276). Nous cherchons les composantes T, (comp. finale / réf. tournant)
dans (111.277) qui seront notées sous la forme (T,,, T,,, T,;).

En introduisant les relations (111.274) et (111.276) dans (111.277), nous obtenons

successivement les deux égalités suivantes :

T2*" (comp. finale / réf. tournant)

= Z ZTlﬁt.” (comp. initiale/avant impulsion)ﬁb(l'a“”)@—g, —w,t,, g%“
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-1
n

x ﬁy(l,passif,W)H) T_T_e 0
D ) 2 )

_ 0.
= Z Z Z T2 (comp. initiale / réf. tournant) fp &P E) - % - 6@ 0%‘
nmom ] -

y (1,actif)H_E' —wt., T (1, passif , W) H)’ E_e’ 0
ﬁy |:| 2 e p 2 . |:| 2 n

(111.278)

(5) Solution du probleme :
D’apres les matrices rotations de Wigner (111.209) et (111.222) nous avons,

0] i ot .0 i .0
(1,passif ,W) — ) (dactif)
, —--6g 0 =D Eﬁ -0--60 OE
prerip oo off %

Ha+se) Lco Lfa-sef
D2(1+ ) J2 2(1 )D
0 0
0 lce se LceoB. g2
7 s
%(1—59) ~ Lo l(1+se)D
7 249

ouC=cosetS=sin;

(1,actif)B_E —ot I :D(l,passif,W)B[[ — ot _T_TH
ED o2 "2 @ " 20

H 1 1 i1 .
—(1+Cw,t,) —-—=Sw,te? —(1-Cw.t.)e™
02 p \/E p 2( @, p) E
—B 1Smte_ig Cw,t —1SooteigD
T = T s ety e p A S et O

Eﬂﬁ 1 K lJ(1§+ Cot) B

§(1—Cwetp)e ﬁSwetpe > elp ﬁ

1 i 1

EE(].'FCQ)etp) _ﬁswetp —E(l—Cwetp)g

O i i O
= ——=Sw,t Cw,t -—=Sw,t ;

B 1\/5 p - P 1 ﬁ p B

i
ﬁi(l—Cooetp) —ﬁsmp E(1+Cooetp)ﬁ

(111.280)
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1

-—=—Co . (11.281)
V2 g

%(1+se)ﬁ
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(a)

Yoss

Fig. 111.24 : Dans le référentiel incliné, M est le
vecteur aimantation d’un systéme de spins hors
résonance (a). La nutation de M o autour du champ
magnétique effectif I_5>eff se trouvant le long de I’axe
x" peut étre décomposée en trois rotations autour
des axes fixes descriptibles avec les angles

d’Euler : nous pouvons effectuer une rotation m

d’angle y = /2 autour de z" (b), puis une A (d)
rotation d’angle 3 =-w,t, autour de yqg () et
enfin une rotation d’angle a =-m/2 autour de z"
(d). Les angles d'Euler sont toujours définis avec
des axes mobiles (comme la colonne de gauche
dans Fig. I11.4) mais représentés par rapport au
référentiel fixe (comme la colonne de droite dans

Fig. 111.4).

Yoss
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Z0oBs
. @)
M Yoss
N Wyl = _g
B, >
Yogs
XoBs
Yoss
Fig. 111.25 : Identique a la figure 111.24 pour des XoBs

spins a la résonance.

Yoss
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La représentation matricielle de la relation (111.278) est trois multiplications de quatre

matrices :

%(1act,f)ﬁﬂ e " g% ﬁDlPaSSIfW)Q) g_e, O%

1 1 Tt L
-1 0-Lco se —CGH@D“’“"”H -, I
"0 V2 N 0 P2
-1
X %(1 passif ,W) H) L[ _ e 0%
D’ 2 1
1 i 1 i
—1, L co--Lseswt SeCwt - CO-—sBSwt
‘O V2 V2 P P2 2 E

-1

X E)(l,passif,W) B) 1_T _ e O%
D H 2 H

= hﬂ%ces.e(Cmetp -1) —%SGSwetp C*0+S°8Cw,t,

- L cose(cw,t, -1) - sesaw.t,H . (111.282)
0

V2 V2

Nous obtenons I'expression des composantes sphériques du moment angulaire de spin

(T, T, T..).Pour obtenir les composantes cartésiennes du moment angulaire de

spin nous utilisons les relations (111.251), (111.252) et (111.253) qui donnent,

T, -T :
E'X =——=—= =l,cos0sinB(1-cosw,t,)

0 V2
+
Hy =Tty =1,sinOsin w,t, , (111.283)
g’ W2
Eiz =Ty =1,(cos® B +sin” Bcosw,t,)
O

Nous retrouvons les mémes expressions qu'en (1.204), (1.202), (1.206) et (11.54).
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A travers ces trois chapitres nous avons vu trois méthodes pour déterminer
I’aimantation nucléaire aprés une impulsion :
(1) en utilisant I’opérateur densité (8. 1.6.4.¢) ;
(2) en utilisant les matrices active A et passive P (8. 11.4) ;
(3) enfin en utilisant les matrices rotations de Wigner (8. 111.4.3.¢).
La méthode (2) est simple mais elle n’est valable que pour un vecteur ayant trois
composantes. Elle n’est utilisable que dans des cas ou le systéme de spins peut se
ramener a un vecteur. Les méthodes (1) et (3) sont valables pour tous les spins. La
méthode (1) nécessite la connaissance des matrices des tableaux 1.2 et Al.1 et la
manipulation, pas toujours facile, des opérateurs exponentiels. La méthode (3) semble
plus simple puisqu’elle consiste a multiplier plusieurs matrices entre elles. Comme nous
I’avons vu la difficulté vient du choix judicieux de ces matrices suivant le cas étudié. La
méthode (1) est plutét utilisée pour le calcul de I’évolution d’un systeme de spins aprés
excitation, alors que la méthode (3) est plutot utilisée dans les changements de

référentiel. Mais ces deux méthodes peuvent étre utilisees dans les deux cas.

211



212

CHAPITRE Ill : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs

Références du chapitre Il :

(1)

@)
(3)

(4)

(5)

(6)

()

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)
(13)

(14)
(15)

(16)

WEISSBLUTH M., Atoms and Molecules (Student Edition), Academic Press,
New York (1978).

NGO C. and NGO H., Physique Quantique, 2"d edn., Masson, Paris (1995).
GOLDMAN M., Quantum Description of High-Resolution NMR in Liquids,
Clarendon Press, Oxford (1988).

ERNST R. R., BODENHAUSEN G. and WOKAUN A, Principles of Nuclear
Magnetic Resonance in One and Two Dimensions, Clarendon Press, Oxford
(1992).

ELBAZ E., Quantique, Ellipses, Paris (1995).

COHEN-TANNOUDJI C., DIU B. and LALOE F., Mécanique Quantique | et 11,
in Enseignement des Sciences, Vol. 16, Hermann, Paris (1977).

CHAICHIAN M. and HAGEDORN R., Symmetries in Quantum Mechanics:
From Angular Momentum to Supersymmetry, Institute of Physics Publishing,
Bristol (1998).

WIGNER E. P., Group Theory and its Application to the Quantum Mechanics of
Atomic Spectra, in Pure and Applied Physics, H. S. W. Massey and K. A.
Brueckner, Vol. 5, Academic Press, New York (1959).

MESSIAH A., Mécanique Quantique | et 11, Dunod, Paris (1964).

BRINK D. M. and SATCHLER G. R., Angular Momentum, 2nd edn., Clarendon
Press, Oxford (1968).

STANCU F., Group Theory in Subnuclear Physics, in Oxford Studies in Nuclear
Physics, Vol. 19, Clarendon Press, Oxford (1996).

WOLF A. A., "Rotation Operators”, Am. J. Phys., 37, 531-536 (1969).

ROSE M. E., Elementary Theory of Angular Momentum, J. Wiley and Sons, New
York (1957).

DAVYDOV A. S., Quantum Mechanics, Pergamon Press, Oxford (1965).
FANO U. and RACAH G., Irreducible Tensorial Sets, in Pure and Applied
Physics, H. S. W. Massey, Vol. 4, Academic Press, New York (1959).

ROSE M. E., Multipole Fields, J. Wiley and Sons, NewYork (1955).



(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

213
Références du chapitre Ill

ZARE R. N., Angular Momentum. Understanding Spatial Aspects in Chemistry
and Physics, J. Wiley and Sons, New York (1988).

BLUM K., Density Matrix: Theory and Applications, 2nd edn., Plenum Press,
New York (1996).

EDMONDS A. R., Angular Momentum in Quantum Mechanics, Princeton
University Press, Princeton (1957).

EDMONDS A. R., Angular Momentum in Quantum Mechanics, 2nd edn.,
Princeton University Press, Princeton (1974).

TINKHAM M., Group Theory and Quantum Mechanics, McGraw-Hill, New
York (1964).

MEHRING M., High Resolution NMR Spectroscopy in Solids, in NMR Basic
Principles and Progress, P. Diehl, E. Fluck and R. Kosfeld, Vol. 11, Springer-
Verlag, Berlin (1976).

HEINE V., Group Theory in Quantum Mechanics "An Introduction to its Present
Usage", Dover, New York (1993).

FANO U. and RAU A. R. P., Symmetries in Quantum Physics, Academic Press,
San Diego (1996).

THANKAPPAN V. K., Quantum Mechanics, 2nd edn., J. Wiley and Sons, New
Delhi (1993).

DONG R. Y., Nuclear Magnetic Resonance of Liquid Crystals, in Partially
Ordered Systems, J. Charvolin and L. Lam, Springer-Verlag, New York (1994).
HAFNER S. and SPIESS H. W., "Advanced Solid-State NMR Spectroscopy of
Strongly Dipolar Coupled Spins under Fast Magic Angle Spinning™, Concepts
Magn. Reson., 10, 99-128 (1998).

THOMPSON W. J., Angular Momentum: an Illustrated Guide to Rotational
Symmetries for Physical Systems, J. Wiley and Sons, New York (1994).
SPIESS H. W., Rotation of Molecules and Nuclear Spin Relaxation, in NMR
Basic Principles and Progress, P. Diehl, E. Fluck and R. Kosfeld, Vol. 15,
Springer-Verlag, Berlin (1978).

FREUDE D. and HAASE J., Quadrupole Effects in Solid-State Nuclear
Magnetic Resonance, in NMR Basic Principles and Progress, P. Diehl, E. Fluck,
H. Glnther, R. Kosfeld and J. Seelig, Vol. 29, Springer-Verlag, Berlin (1993).



214

CHAPITRE Ill : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

BOUTEN M., "On the Rotation Operators in Quantum Mechanics", Physica, 42,
572-580 (1969).

ENGELHARDT G. and MICHEL D., High-Resolution Solid-State NMR of
Silicates and Zeolites, J. Wiley and Sons, Chichester (1987).

BERESTETSKII V. B., LIFSHITZ E. M. and PITAEVSKII L. P., Relativistic
Quantum Theory: Part 1, in Course of Theoretical Physics, L. D. Landau and E.
M. Lifshitz, Vol. 4, Pergamon Press, Oxford (1971).

HAEBERLEN U., High Resolution NMR in Solids "Selective Averaging"”, in
Adv. Magn. Reson., Suppl. 1, Academic Press, New York (1976).

MAN P. P., Quadrupolar Interactions, in Encyclopedia of Nuclear Magnetic
Resonance, D. M. Grant and R. K. Harris, VVol. 6, J. Wiley and Sons, Chichester
(1996) 3838-3848.

DAVIS J. H., Deuterium Nuclear Magnetic Resonance and Relaxation in
Partially Ordered Systems, in Adv. Magn. Reson., W. S. Warren, Vol. 13,
Academic Press, San Diego (1989) 195-223.

MAN P. P., "Second-Order Quadrupole Effects on Hahn Echoes in Fast-
Rotating Solids at the Magic Angle”, Phys. Rev. B, 55, 8406-8424 (1997).
CHANDRAKUMAR N. and SUBRAMANIAN S., Modern Techniques in High-
Resolution FT-NMR, Springer-Verlag, New York (1987).



Annexe




A.1l. Action de I'opérateur rotation sur les opérateurs de spin

ANNEXE

A.1l. Action de I'opérateur rotation sur les opérateurs de

spins

Nous avons, au paragraphe 1.4, déterminé I’opérateur exponentiel, ainsi que les
effets de ce dernier sur les opérateurs de spins. Pour cela nous avons utilisé les
équations différentielles du 2éme ordre sans second membre. Mais il existe plusieurs
méthodes mathématiques pour obtenir le méme résultat.

Utilisons le développement en série de I’exponentiel. Prenons le cas général,
f(1) = exp(-igl,)I, exp(iql ) (AL1)

ou Kk et j peuvent étre x, y ou z. Si nous développons I’exponentiel nous obtenons :

£l = EZ( igl;)" E _(I<P|) E (AL2)

f(1) =1, —igll, + (') ¢ 21, +igl, | "p L2+@LL, , (AL3)

soit,

cette équation peut étre réécrite sous forme de commutateurs :
i2(p2
(=1, -iql,, Ik]+7[lj,[lj, LI1-- . (Al.49)

Considerons a présent le casou I, =1, et I, =1,

exp(-iql,)1, exp(i@l, )

=1, —idl,, lx]+i2%[lz, I, lx]]—P%[lz, 0,00, LI+

3

=1, +ql, +i2%2![lz, ily]—i3%[lz, [, il ]+

2 3
_ 3@ 4@ i
=1, +ql, +i E( i) —i El [, =il ]+...

_ ¢, ¢
=Lorel, = =T (AL1.5)
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On retrouve alors les développements en série du cosinus et du sinus, donc,

exp(=igl,)1, exp(igpl,) =1, cos@+ 1 sing . (A1.6)
En procedent de la méme fagon pour 1,1, etl, nous obtenons alors le tableau 1.2 qui
correspond a une rotation active positive ou passive negative.

Si I’on veut exprimer une rotation passive positive ou active negative il suffit de

partir de,
exp(il, )1, exp(-igl,) avecg,k=x,y,z (AL7)

on obtient alors le tableau A.1.1,

Tab. A.1.1 : Action de I’opérateur rotation passive positive sur les opérateurs de spins. On notera que le
regroupement d'opérateurs de spin sous forme de matrice-ligne vient de I’utilisation des matrices
rotations de Wigner pour la rotation des tenseurs (8. I11. 4.2)

Hcoscp sin@ OH
exp(i(plz)(lx I, Iz)exp(—icplz):(lX I, Iz)g—sin(p cosg 0n

H o 0o 1H

os¢ O —sin(pH
exp(iol )1, 1, 1, )expig,)=(, 1, Lo 1 o O
Bsincp 0 coscpH

0 OH

exp(i(plx)(lX I, Iz)exp(—i(plx):(lX I, Iz)g) cos® sinQ[]
B) -sing coscpH

Nous retrouvons les matrices transposées du tableau 1.2, puisque nous passons de
la rotation active positive a la rotation passive positive (8. 11.1.4). Notons que les
opeérateurs de spin sont sous forme de matrice-ligne. Si nous utilisons des opérateurs de
spin sous forme de matrice-colonne (Tab. 1.2), il suffit de prendre les matrices
transposées du tableau A.1.1 pour la rotation passive positive (Chandrakumar
appendice 11 [1]),
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A.2. Définition d’une matrice de passage en

mathématique

Le probleme est le suivant : on connait les coordonnées d'un vecteur dans un
référentiel, et on veut connaitre les coordonnées du méme vecteur dans un autre
référentiel. Ces coordonnées sont écrites sous forme de matrices colonnes. On définit
mathématiquement une matrice de passage comme suit (Pécastaings p14-15 [2]),

Soit F un espace vectoriel de dimensionn, {¢ = (&,, ..., €,) et {e} = (€, ..., &) deux
bases de F définies par®,

I

F
€ e .. e, €)=@6 & .. &, &)O:
i

(A2.1)
On appelle matrice de passage de I’ancienne base {e} a la nouvelle base {e'} la

matrice carrée R,

D!
-
[el}

o i
S5 =
-

.o
[el}
s

(A2.2)

Pu)

Il
mejalan)
(o) )

. ..
i

_én n
Les colonnes de R sont les coordonnées des vecteurs de base de {e} en fonction des
vecteurs de base de {g .

Soit U un vecteur de F de coordonnées, écrites sous forme de matrices-colonnes,

AN agds

O: =X e :F=X , (A2.3)

0 1 *, 1

%) Cette définition est utilisée par Ernst (p117 [3]) lors du passage du référentiel laboratoire au
référentiel tournant. On retrouve I’équation (11.21) si I’on exprime les vecteurs de la nouvelle base en

fonction des vecteurs de I’ancienne base.
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respectivement dans les bases {g et {e} . Il en résulte la formule de changement de
base pour un vecteur,

X=RX' . (A2.4)
Lorsque I’on connait une loi mathématique qui dépend de X dans I’ancien référentiel,
pour obtenir cette méme loi mathématique qui dépend de X' dans le nouveau
référentiel il suffit de remplacer dans la loi mathématique X par RX".

On obtient une relation différente pour un endomorphisme™. Soit G la matrice
associée & I’endomorphisme U dans la base {g . La matrice G' associée a U dans la
base {e} est donnée par la formule de changement de base pour un endomorphisme,

G'=R7'GR (A2.5)
ou encore,
G=RGR™ . (A2.6)

On voit qu’en mathématique il n’existe qu’une seul matrice de passage R. Lors
d'un changement de base, les vecteurs de base sont écrits sous forme de matrice-ligne,
par contre, les cordonnées d'un vecteur sont écrites sous forme de matrice-colonne. De
plus, on remarque que les relations (A2.1) et (A2.4) ne sont pas similaires. Dans (A2.1),

les vecteurs de base de la nouvelle base {e} sont donnés par le produit des vecteurs de
base de I’ancienne base {g avec R. Par contre dans (A2.4) ce sont les anciennes

coordonnées X de U qui sont données par le produit de R avec les nouvelles
coordonnées X' de U . De ces définitions nous allons réexaminer certaines relations

obtenues dans les paragraphes 11.2 et 11.3.

Supposons que (Xpas, Yeas: Zpas) de notre référentiel fixe (7°

) soit
I’ancienne base et que (Xogs, Yoss: Zogs) de notre référentiel mobile (Z°F°) soit la

nouvelle base. Lors d'un changement de vecteur de base ((11.21) et (11.26)) comme lors

d'un changement de coordonnées d’un vecteur ((11.36) et (11.49)) la matrice A(a, B, Y)

PP yn endomorphisme est une application linéaire U d’un espace vectoriel F vers lui méme

(Pécastaings p196 [4]).
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est en fait la matrice de passage de la base (Xoas, Yoas: Zpns) du référentiel (Z*%) ala
base (Xops: Yoss: Zoss) du référentiel (29%°). A(a, B, y) est la matrice R.
Inversement, la matrice P(y, B, a) ((11.20) et (11.29)) est la matrice de passage

de labase (Xogs, Yoms: Zogs) du référentiel (Z°°°) alabase (Xpns, Yons: Zpas) du

ZPAS

référentiel (). P(y, B, o) est la matrice R ™.

En mathématique la matrice de passage R est associée au passage d’une base a
une autre, le formalisme utilisé convient bien a la description d'une rotation passive ; on
ne s'intéresse pas a la rotation active. Par contre, nous nous intéressons aussi bien a la
matrice de passage qu'a sa matrice inverse, elles sont impliquées dans les problémes lies

aux rotations active ou passive.
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A.3. Propriete des fonctions d’opérateur

Dans les paragraphes 111.2.2 et 111.2.3, afin de pouvoir expliciter I’opérateur
rotation dans le référentiel fixe, nous avons utilisé une proprieté mathématique des
fonctions. Nous allons démontrer ici cette formule mathématique. En utilisant un

développement en série sur I’exponentiel nous pouvons écrire :

= Z k'eABe‘AeABe‘AeABe‘A...
O -

k fois
s 1
k!

= (e"Be™)"

— e(e"“Be'A)

A et B étant des opérateurs.

(A3.1)

Prenons un cadre plus général (Goldman p77 [5]), considérons une fonction f(A)

de I’opérateur A, qui peut s’exprimer de la fagon suivante,

f(A)=yc,A" |
si U est un opérateur unitaire,
Uf(A)U" =S¢ UA"U" |
et puisque UU" =1, nous pouvons écrire,
UA"U' =UAU'UAU' .UAU' = (UAU')
nous obtenons,
Uf(AU' =3¢, (UAU') |
donc,

Uf(A)U" =f(UAU")

n

(A3.2)

(A3.3)

(A3.4)

(A3.5)

(A3.6)
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A.4. Tenseur irréductible

Nous avons vu dans le paragraphe 111.4 comment mettre un tenseur sous forme
irreductible (111.143). Nous allons montrer dans cette annexe la déduction de ces
formules. Soit un tenseur cartésien T,; d’ordre 2 représenté sous forme de matrice par,

HTll Ty, T13H
T=0r, T, Tx0, (A4.1)

BTSI T32 T33 H

que nous pouvons écrire :

1 1
E 0 Ele ETBE
1
T= 2%1§T21 0 ITx .
h 1 U
B’ETsl ETsz 0 H
%(Tn +T) 0 0 E
0 1 0
tg O E(T22 +T,,) 0 0 (A4.2)
0 1 0
H 0 0 E (T33 + T33) H

Nous pouvons aussi rajouter deux matrices dont la somme est nulle,

1. 1 1. 1
Ho T ETBEEO T 21,

0 : O
T=|:ET21 0 ET%%‘-DETH 0 §T23B
(1 1 0 [ 1 O
EETSI T, 0 E %Tal Ts 0 E
@ )

%(Tn +T,) 0 0 E

+0 0 Lir,+T o GO

0 E( 22 22) 0

O O

| 0 0 l (Tys + Tes) [

0 2 0

(3
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1 1 1 1
HO _T21 _T3IH H 0 __T21 __T3IH
0 2 % 0o, 2 % O
+E}21T12 0 ETsz%E_Ele 0 _ETszg .
(h 1 O o1 1 O
T. =T 0 —T. -=T 0
18 5l E ETZ 13 52 E

4)

(5)

(A4.3)

Si d’une part nous ajoutons la matrice (1) avec la matrice (5) et si d’autre part nous

ajoutons les matrices (2), (3) et (4), nous obtenons,

1 1
E 0 E(le _T21) E(T13 _Tal)E
1
T:%(TM_TH) 0 E(Tzs_Tsz)B
AT -Ty) f@-T 0§
EE a” ) Sls 2 E
1 1 1
EE(TM +T11) E(le + T21) E(T13 +T31)§
1 1
+ %(Tﬂ +T12) E(Tzz +T22) E(Tz3 +T32)B .

1

(1
EE (Ty +Tys) E (Ty, +Ty)

Si nous appelons t, la trace de T, alors

1(T +T )D
o\l 33%

]

(A4.4)

(A4.5)

t= ZTkk
. ) 01 1
Nous pouvons dans la seconde matrice de T (A4.4), introduire, §t - §t' Nous obtenons,
1 1
H 0 - (le - T21) - (T13 - T31) H
0 2 % 0
T:%(TZI_TIZ) 0 E(Tzs_Tsz)B
h 1 O
BE(Tsl _Tl3) E(Tsz _Tzs) 0 H
1 1 1
%(Tn + Tn) - gt E (T12 + T21) E (T13 + T31)
n1 1 1 1
+ E(T21 +T12) E(Tzz +T22) _gt E(Tz3 +T32)
1

OoOomO

5 (T +7Ti)

1
5 (T2 )

1
E (T33 + T33) -

Wk

t

OOOood



A.4. Tenseur irréductible

. 0 of
+2t0 1 0 . (A4.6)

1 o 1f

T peut donc se mettre sous forme d’une somme de trois matrices. La premiére est un

tenseur antisymétrique d’ordre 1,
1 . . . .
A, = E(Tkj —-T,) (avecj, ketg par permutation circulaire) , (A4.7)
la deuxiéme est un tenseur symétrique d’ordre 2 avec une trace nulle,

Sy = %(Tkj + Ty —%tékj) : (A4.8)

la troisiéme est un scalaire (donc un tenseur d’ordre 0) :%t&')kj :
Nous obtenons donc,
1
Ty = §t6kj +A,+S, . (A4.9)

Cette fois le tenseur se trouve sous sa forme irréductible.

223



224
ANNEXE

A.5. Matrice rotation active positive de Wigner d'ordre 1

Nous avons vu dans le paragraphe 111.4.2.a, que la matrice rotation active positive
de Wigner d'ordre j dans le référentiel fixe pouvait se mettre sous la forme,
D (@, B, y) =(im'|exp(-ial, ) exp(-iBl, ) exp(-ivl,)|im) ,
(A5.1)
ou encore,

Don (a, B, y) =exp(-iam’)d (" (B) exp(-iym) . (A5.2)
Nous allons déterminer la matrice d“*™ (B), dans le cas d’un spin | = % . C’est-a-dire

évaluer I’équation suivante,
(jm’|exp(=il,)|jm) . (A5.3)

L’exponentielle peut se développer de la maniere suivante,
—1+5+X—2+—3+ +£+ A5.4
exp(x) = n oty et (A5.4)

Appliquons le au cas d’un spin | = 5" Afin de simplifier I’écriture nous remplacerons

‘%m> par [m),
1\ : (-ip1,)*  (HiBl,)° . (-iply)* 1
exp(_lﬁly)z>_%+(_lﬁly)+ ol + 3l + 21 +%§>
(A5.5)
-ipl,)?*  (-ipl,)®  (-ipl)*
exp(—iBly)—%>=%+(—i8|y)+( 'BZ!V) ! 'Z!y) + 'i!y) +%—%>
(A5.6)

Si nous utilisons la représentation sous forme matricielle,

k= Coil
el B

<

<




A.5. Matrice rotation active positive de Wigner d’ordre 1

1
|§ =Zl , (A5.9)

ou 1 est la matrice identité.

Si nous introduisons ces relations dans (A5.5),

g, %> :% _%> | (A5.10)
Caty-egfy-epry-Ely

(A5.11)

y

3 42 3 2
(A5.12)

oty By

Gﬁiry‘%>:(_2?40yyoyy'i> - IB)16‘2>_E%_§_‘_1_>

41 4 |2
(A5.13)
Si nous regroupons ces formules, nous obtenons,
il
exp(—i > gy g% l>
P 2
E =
O ﬁ O
+ 53 2 1 (A5.14)
E?' 2
Nous retrouvons le developpement du sinus et du cosinus,
. 1 Bl1 . Bl 1
exp(- —)=Ccos—|=)+sin=|—=) . A5.15
PR, 2> 2‘2> 2‘ 2> (Ao19
Nous procedons de la méme fagon avec I’équation (A5.6),
: 1 Bl1
-ipl|-=)=-=|=) , A5.16
B3 )=-E ) (5.16)
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e,y -2)=C )y _1>:(—is)21‘_;>:_%‘_1>
2! 2 20 V2 20 4] 2 2! 2/
(A5.17)
i J | 1\ ipy 1
S )
- ey EB—E%%: %g H (A5.18)
3 40 2042 3 |2/ '
(_iBIy)4 1 _(_iB)4 2 ol 1
—a _E>_T(Iy) 0,) ‘§>
:(—iB)“i_g>:?%ﬁ‘_g> (A5.19)
4 16| 2 4 2/ '
Si nous regroupons ces formules, nous obtenons,
O O
exp(-ipl,) —£>: - g%ﬁ + g%ﬁ +...§—l>
2/ 0O 2! 4l 2
= B
U U
+E+E+%ﬁ +...§l> . (A5.20)
0 2! 3 2
= B
Nous retrouvons le développement du sinus et du cosinus,
—i _l = E—l —gj El
exp(-ipl,) 2> 0052 2> sm2 2> . (A5.21)




A.5. Matrice rotation active positive de Wigner d’ordre 1

. 1
Donc pour un spin | = =, nous obtenons,

2
B
2
ECOS%
‘%lnﬁ
2

< 1
o actif) ®) = 2

|\>||—\

La matrice rotation active positive de Wigner d'ordre 1 est (Goldman p80 [] et

Messiah p922 [€]),

D(l,actif) (a’ B’ y) = |:|

=

—sinEH

20 .

B

COS—
2

%—i(ouy)/Z COSE
2
ﬁe‘(““’)’z sin 2
2

|(cx y)/2 Sln B

(A5.22)

(A5.23)
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Cette thése a pour objet I'étude de nouvelles applications des noyaux quadrupolaires
en RMN. Nous avons quantifié le Gradient de Champ Electrique (GCE) dans la zéolithe Y
avec trois méthodes. Deux dentre elles utilisent le *'Xe, celui-ci étant affecté par le
"ringing” de la sonde, nous avons cherché une séquence d'impulsions capable de I'éliminer.
Ces méthodes ont été appliquées sur des zéolithes Y désaluminées avec vapeur d'eau, ainsi
qu'aux zéolithes échangées aux lanthanes.

La premiére méthode se fonde sur la différence des déplacements chimiques du
Blxe et du **Xe, cette différence est proportionnelle au carré du GCE. La deuxiéme
méthode est basée sur la nutation du ***Xe ; nous avons mis au point un programme
informatique, a l'aide duquel nous déterminons la valeur du GCE par ajustement de
I'intégrale de la raie avec son expression théorique. La troisieme méthode utilise le MQ-
MAS (Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning) qui nous a permis de déterminer le GCE
des différents environnements des atomes d'aluminium dans des zéolithes Y désaluminées
(avec et sans vapeur d'eau). A partir de I'étude approfondie de cette sequence, nous avons
mis en évidence les liens existant entre le spin étudié, le cycle de phase et le traitement des
donnees expérimentales. De plus, nous proposons une nouvelle convention pour la
graduation de I'axe F1 d'un spectre & deux dimensions et nous apportons une solution aux
problemes de repliements des raies d'un spectre MQ-MAS.

La RMN utilise constamment la rotation a travers la précession, la nutation, les
changements de reférentiel... Nous avons traite la rotation de fagon classique et quantique,
et plus particulierement la matrice rotation de Wigner qui peut étre utilisée lorsque
I'interaction quadrupolaire est exprimée sous forme de tenseurs sphériques irréductibles.
Nous donnons les différentes formes de cette matrice en fonction des conventions choisies.

The object of this thesis is the study of new applications of quadrupolar nuclei in
NMR. We have quantified the Electric Field Gradient (EFG) in Y zeolite by three methods.
Two of them use **Xe; since this is affected by the ringing of the probe we have sought a
pulse sequence to eliminate it. These methods have been applied to steam-dealuminated Y
zeolites, as well as to lanthanide-exchanged Y zeolites.

The first is based on the difference in the chemical shifts of ***Xe and *Xe, this
difference being proportional to the square of the EFG. The second is based on the nutation
of ¥'Xe; we have developed a computer program by means of which we determine the
value of the EFG by adjusting the integral of the NMR line to the theoretical expression.
The third method uses MQ-MAS (Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning) which has
allowed us to determine the EFG of the different environments of the aluminium atoms in
dealuminated (with or without steam) Y zeolites. From the detailed study of this sequence
we have demonstrated the relationships existing between the spin studied, the phase cycle
and the treatment of the experimental data. Moreover, we propose a new convention for the
graduation of the F1 axis of a two-dimensional spectrum, as well as a solution to the
problem of peak aliasing in a MQ-MAS spectrum.

NMR constantly uses rotation through precession, nutation, changes in the frame of
reference, etc. We have treated rotation in classical and quantum mechanical fashions and,
in particular, the rotation matrix of Wigner which can be used when the quadrupolar
interaction is expressed in the form of irreducible spherical tensors. We give the different
forms of this matrix depending on the conventions chosen.
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