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INTRODUCTION

Depuis sa découverte en 1945, la Résonance Magnétique Nucléaire (RMN) est

devenue une discipline en soi, couvrant un large domaine scientifique : chimie, physico-

chimie, biochimie, biologie, biomédical… La RMN haute-résolution pulsée à haut

champ permet de déterminer des différentes espèces chimiques présentes dans un

échantillon et dans la mesure du possible de caractériser de leurs interactions mutuelles.

En phase liquide, le mouvement brownien moyenne à leur seule partie isotrope

les différentes interactions auxquelles sont soumis les spins nucléaires. On obtient alors,

généralement, un spectre haute-résolution caractérisé par la position des raies de

résonance (déplacement chimique associé à l’environnement de chaque noyau) et par

des multiplets (couplages spin-spin associés à des interactions indirectes entre spins

nucléaires).

En phase solide, du fait de la rigidité du réseau cristallin, le milieu rend les

interactions dipolaires et quadrupolaires anisotropes et provoque un élargissement du

spectre de résonance. De plus, la difficulté d'obtenir des monocristaux de taille adéquate

impose l’étude d’échantillons à l'état de poudre, ajoutant ainsi un élargissement

supplémentaire.

Les noyaux de spin I = 1/2 (1H, 29Si, 129Xe…) sont soumis à l’interaction

dipolaire et au déplacement chimique. L’élargissement dû à ces interactions peut être

quasiment éliminé, soit par un mouvement de rotation de l’échantillon autour de l’angle

magique (Magic-Angle-Spinning ou MAS), soit en agissant sur les spins par des

séquences d’impulsions.

Les noyaux de spin I > 1/2 (27Al, 23Na, 131Xe …), qui représentent plus de 70%

des éléments du tableau périodique de Mendeleïev, subissent en plus l’interaction

quadrupolaire. Elle résulte de l’interaction entre le moment quadrupolaire nucléaire

(propriété des spins I > 1/2) et la fluctuation du gradient de charge électrique (propriété

de l’échantillon). Elle permet d’accéder au Gradient de Champ Electrique (GCE).

Actuellement, il n'existe pas de méthode permettant de mesurer le GCE au niveau local.
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Objectifs de la thèse :

Cette thèse porte sur l’étude théorique des spins quadrupolaires, plus

particulièrement sur la dynamique des spins à travers la nutation, la précession et

la rotation, et sur la quantification du Gradient de champ électrique (GCE) dans

les zéolithes Y.

Nous avons porté une attention particulière aux parties théoriques. Un grand

effort a été fait pour les rendre les plus claires possibles. Pour cela nous n’avons pas

hésité à rappeler les bases et à détailler les démonstrations.

Notre premier objectif était de quantifier le GCE dans les supercages des

zéolithes Y par la RMN du xénon-131. Cette application novatrice du xénon-131 est

assez délicate. En effet, la vibration de la sonde (appelée le ringing) nous empêche de

distinguer le signal du xénon-131. Nous avons donc dû développer une séquence

d’impulsion composite, la « séquence ringing », capable d’éliminer les effets du

ringing.

Après avoir observé et optimisé le signal du xénon-131, nous avons entrepris la

quantification du GCE. Pour cela nous avons utilisé deux méthodes. La première se

fonde sur la comparaison des déplacements chimiques du xénon-131 et du xénon-

129. Cette différence des déplacements chimiques est associée au GCE. La seconde

méthode est basée sur la nutation du xénon-131. En effet, la raie du xénon-131 étant

symétrique, elle ne permet pas de déterminer le GCE en analysant la forme de la raie

obtenue avec une impulsion. Pour cela nous avons mis au point un programme

informatique valable pour tous les spins demi-entiers dans une poudre. Ce programme

calcule l’intensité de la raie centrale en fonction de la durée d’impulsion. Il suffit

ensuite d’enregistrer une série de signaux temporels en fonction de la durée

d’impulsion. La constante de couplage quadrupolaire, donc le GCE, est alors obtenue en

ajustant l’intégrale de la raie centrale de chaque spectre avec son expression théorique.

En 1995, L. Frydman et collaborateurs ont proposé une nouvelle méthode pour

obtenir des spectres haute-résolution sur des noyaux quadrupolaires : la séquence

Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning (MQ-MAS). Notre second objectif était

d’étudier la théorie associée à cette séquence, puis de la valider sur les différents
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spins quadrupolaires (3/2, 5/2, 7/2 et 9/2) et enfin de l’appliquer à des zéolithes Y

désaluminées.

Nous nous sommes attachés à comprendre les relations existant entre le spin

étudié, les cycles de phase (nécessaire à l’obtention des cohérences multi-quanta)

utilisés dans le programme d’impulsion et le traitement des données expérimentales.

Nous avons répertorié et détaillé les différentes conventions utilisées pour la

graduation des axes. Nous proposons d’ailleurs une nouvelle convention

complémentaire à celle proposée par Amoureux et Fernandez. Notons que nous avons

apporté une solution aux problèmes de repliement des raies d’un spectre MQ-MAS à

deux dimensions. Enfin nous avons déterminé les valeurs du déplacement chimique

isotrope et du paramètres ηQC  correspondant aux différents environnements des

atomes d’aluminium dans des zéolithes Y désaluminées. Nous verrons l’influence du

traitement de désalumination (avec ou sans eau et durée du traitement) sur ces

valeurs.

L’interaction quadrupolaire peut être traitée en utilisant des tenseurs sphériques

irréductibles. La manipulation de cette interaction au cour d'un changement de

référentiel équivaut à une rotation. Afin de faciliter les calculs associés au changement

de référentiel des tenseurs sphériques, il est possible d’avoir recours à la matrice

rotation de Wigner. Notons de plus, que la RMN est étroitement liée aux spins

nucléaires qui relèvent de systèmes microscopiques. D'où la nécessiter pour les décrire,

d’utiliser le formalisme de la mécanique quantique.

Notre troisième et dernier objectif était d’étudier le traitement quantique

des rotations et plus particulièrement la matrice rotation de Wigner. Cette matrice

est obtenue à partir des opérateurs rotations. En rappelant les principes de base de la

RMN, nous verrons que cet opérateur, et plus généralement l’opérateur exponentiel, est

largement utilisé en RMN. Nous mettrons en évidence l’utilisation de cet opérateur lié

à la RMN impulsionnelle, aux changements de référentiel et à la matrice densité.

Les opérateurs, et donc les composantes de la matrice rotation de Wigner, sont

étroitement liés aux conventions choisies (rotation active et passive, rotation autour des

axes fixes et mobiles…), ce qui complique son utilisation. En effet, dans la littérature,

les notations adoptées pour cette matrice et pour les équations de changement de

référentiel associées ne font pas toujours apparaître explicitement les conventions
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utilisées. Nous nous sommes donc attachés à répertorier les différentes conventions

existantes et à déterminer les différentes formes de l’opérateur rotation puis de la

matrice rotation de Wigner correspondante.

Afin de bien comprendre le phénomène de rotation nous avons étudié la rotation

d’un point de vue classique. De cette étude nous déterminons des matrices rotations

cartésiennes utilisables lorsque l’on traite l’aimantation nucléaire comme un vecteur ;

mais aussi utilisables pour les rotations de tenseur d’espace d'ordre 1 et d’opérateur de

spin, et ceci en agissant sur les arguments des tenseurs. A partir du choix des

conventions, nous déterminons les différentes relations permettant d’exprimer la

rotation des tenseurs. Nous montrons que ces relations impliquent plusieurs grandeurs

mathématiques : matrices rotations cartésiennes, opérateurs rotations et matrices

rotations de Wigner. Afin d'appliquer ces dernières nous traitons des exemples de

rotation de tenseur d’espace et de tenseur d’opérateur de spin.

Enfin, nous appliquons au cas d’une impulsion +X, les différents outils de la

théorie RMN que nous avons abordés (RMN impulsionnelle, matrice densité, rotation

classique et rotation des tenseurs).

Plan de la thèse :

Nous avons séparé l’ensemble des résultats en deux tomes. Le premier tome est

constitué de trois chapitres, qui traitent des noyaux quadrupolaires et de leurs

applications en RMN. Le second tome est aussi constitué de trois chapitres, mais ces

derniers sont purement théoriques et abordent la rotation de façon classique puis

quantique et leurs utilisations en RMN.

Dans le premier chapitre du tome I, nous étudions l’interaction quadrupolaire.

Pour cela nous introduisons les hamiltoniens quadrupolaires du 1er et 2nd ordres, ainsi

que leurs liens avec le GCE. Puis nous passons aux déplacements quadrupolaires

suivant l'expérience effectuée (statique, en rotation à angle variable à haute vitesse

(VAS), en rotation à l’angle magique à haute vitesse (MAS)). Nos échantillons se

présentant sous forme de poudre, nous simulons les différents spectres à l’aide d’un

programme informatique que nous avons mis au point. En effet, comme nous l'avons
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déjà signalé, la forme non symétrique des raies permet d'accéder au GCE. Enfin nous

rappelons l'origine et la localisation des échos et anti-échos de Hahn, que nous utilisons

dans la séquence MQ-MAS.

Dans le deuxième chapitre du tome I, nous nous intéressons à la quantification du

GCE dans les supercages d’une zéolithe Y par la RMN du xénon-131. Ce dernier étant

sensible aux effets du ringing à cause de sa faible fréquence de Larmor, nous élaborons

une séquence d’impulsions (séquence ringing) capable de les éliminer et permettant,

ainsi, d’observer le signal du xénon-131. Nous développons, ensuite, la théorie

décrivant la dynamique d’un système de spins I = 3/2 excité par la séquence ringing. A

partir de cette étude nous avons mis au point un second programme informatique

capable de simuler l’intensité de la raie centrale et d’évaluer le GCE à partir de spectres

expérimentaux. La seconde partie de ce chapitre exploite les résultats ci-dessus. Après

une description des échantillons et des différents traitements que nous leur avons fait

subir, nous passons à la quantification du GCE. Pour cela nous avons choisi deux

méthodes basées sur la RMN du xénon-131. La première utilise la comparaison des

déplacements chimiques du xénon-131 et du xénon-129. La seconde utilise la nutation

du xénon-131. En conclusions de ce chapitre nous comparons ces deux méthodes et

proposons quelques perspectives.

Dans le troisième et dernier chapitre du tome I, nous traitons la séquence MQ-

MAS et ses applications. Après avoir rappelé les principes de la spectroscopie RMN à

deux dimensions, nous indiquons comment il est possible de sélectionner des

cohérences ± 3Q à partir d’un cycle de phase approprié. Nous passons ensuite à la

théorie associée à la séquence MQ-MAS. Nous établissons les relations entre le spin

étudié, les cycles de phase, les programmes d’impulsions et le traitement des données

expérimentales. Cette séquence produit un spectre à deux dimensions incliné. Nous

verrons que l’application d’un traitement mathématique (transformation par

cisaillement) sur les données expérimentales permet de corriger cette inclinaison. Puis

nous donnons les différentes façons de graduer l’axe de la dimension F1 et les équations

associées permettant de déterminer le déplacement chimique isotrope et le déplacement

quadrupolaire du second ordre du centre de gravité ainsi que le paramètre ηQC . Afin de

valider nos prédictions nous appliquons la séquence MQ-MAS aux quatre spins demi-

entiers : 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2. Nous étudions alors l’aluminium-27 dans des zéolithes

désaluminées (en présence ou en absence de vapeur d’eau et pour différentes durées du
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traitement). Enfin, nous concluons ce premier tome et nous donnons quelques

perspectives sur ces travaux.

En annexe du tome I nous avons détaillé le traitement d’un spectre MQ-MAS

d’un spin I = 5/2 à l’aide du programme RMN (FAT) de P. J. Grandinetti.

Dans le premier chapitre du tome II, nous étudions la dynamique quantique d’un

système de spins. Nous commençons par rappeler quelques notions de mécanique

quantique ainsi que les différentes équations du mouvement. Ensuite nous introduisons

les principes de la RMN. Cette technique utilisant fréquemment la rotation (à travers les

changements de référentiel…), nous exhibons l’opérateur rotation. Puis nous décrirons

la RMN impulsionnelle et la matrice densité (nécessaire à la description d’un ensemble

de spins) que nous appliquons au cas d’une impulsion +X. Enfin la séquence MQ-MAS

étant une séquence d’écho de spins, nous indiquons comment prédire cet écho avec le

modèle vectoriel et avec l’opérateur densité.

Dans le deuxième chapitre du tome II, nous nous intéressons d'abord au

traitement classique de la rotation des vecteurs, avant d’exposer le traitement quantique

de la rotation des tenseurs, afin de permettre une meilleure compréhension du

phénomène de rotation et de déterminer les différentes matrices rotations cartésiennes.

Dans une première partie nous détaillons les conventions possibles et leurs actions sur la

forme des matrices rotations. Puis nous décrirons la rotation positive des vecteurs de

base ainsi que le changement de coordonnées d’un objet. De cette étude nous établirons

les matrices rotations passive et active que nous utilisons dans le troisième chapitre.

Nous appliquons le changement de référentiel, à l’aide des matrices rotations, au cas

d’une impulsion +X et au cas d’un tenseur cartésien d’ordre 2. En RMN, il est souvent

nécessaire de diagonaliser les matrices et donc d’utiliser la matrice des vecteurs propres

et des valeurs propres. Dans une dernière partie, nous insistons sur l'analogie entre la

matrice de passage (associée aux matrices rotations) et la matrice des vecteurs propres.

Nous illustrons cette correspondance par l’exemple de la matrice densité dans le cas

d’impulsion +X.

Dans le troisième et dernier chapitre du tome II, nous exposons le traitement

quantique de la rotation des tenseurs. Dans les chapitres I et III du tome I, nous avons

effectué des changements de référentiel à partir d’hamiltonien sous forme de tenseurs

sphériques. Ce chapitre a donc pour objectif de définir la rotation des tenseurs et la
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matrice rotation de Wigner utilisée dans ces changements de référentiel. Dans une

première partie nous traitons l’opérateur rotation impliqué dans la rotation des fonctions

d’espace et des fonctions de spin. Nous donnons les différentes formes de cet opérateur

en fonction du type de rotation (passive ou active), des angles de rotation (un seul angle

ou aux angles d’Euler) et des conventions choisies (Fano ou Wolf). Ensuite nous

montrons qu’il est nécessaire d’utiliser des axes fixes comme axes de rotation. Nous

définirons alors les opérateurs correspondants. Dans la suite du chapitre nous faisons le

lien entre les opérateurs rotations passives et actives.

Nous traitons deux exemples de rotation d’une fonction afin de justifier les

relations entre les différents opérateurs. Enfin nous définissons les tenseurs

irréductibles, nous étudions des exemples de rotations de tenseurs d’espace et nous

montrons les différentes possibilités d’étudier le cas des tenseurs sphériques

irréductibles. Nous en déduisons, suivant les conventions prises, les matrices rotations

de Wigner passive positive et active positive. Par des exemples choisis dans la

littérature, nous insistons sur l’importance de choisir et de déclarer les conventions. La

RMN agissant sur les spins, nous terminons ce chapitre par l’étude d’exemples de

rotations de tenseur d’opérateurs de spin. Puis nous généralisons les lois de

transformations par rotation des tenseurs d’opérateurs de spin. Comme dans les deux

premiers chapitres, nous traitons le cas d’une impulsion +X.
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 CHAPITRE I :
Interaction quadrupolaire

Les noyaux nucléaires possédant un spin I supérieur à 1/2 représentent plus de

70% des éléments du tableau périodique mais ils sont très peu utilisés en RMN. En

effet, ces noyaux, dits noyaux quadrupolaires, possèdent un moment quadrupolaire

électrique eQ(a) dû au fait que la distribution des charges électriques nucléaires n’est

plus sphérique. Ce moment quadrupolaire électrique est susceptible d’interagir avec le

gradient de champ électrique produit par les charges qui entourent le noyau.

Cette interaction, appelée interaction quadrupolaire et désignée par HQ,

complique l’interprétation des spectres RMN. Elle est supposée petite devant

l’interaction Zeeman, on a l’habitude de ne prendre en compte que les deux premiers

termes de cette interaction (termes du premier et du second ordre au sens de la théorie

des perturbations).

Le premier terme )1(
QH  éclate le spectre en plusieurs raies (2I – 1 raies satellites,

la raie centrale n’étant pas déplacée). Le second terme )2(
QH  déplace la position de toutes

les raies même la raie centrale (Fig. I.1). Dans le cas d’un échantillon en poudre, en

général seule la raie centrale est observée, )2(
QH  la rend en plus asymétrique. Le spectre

de poudre des raies satellites n'est mis en évidence que si l’échantillon tourne à l’angle

magique. Une raie centrale est entièrement caractérisée par trois paramètres : la

constante de couplage quadrupolaire hqQ²e , le paramètre d’asymétrie η et la position

de son centre de gravité CGδ  (exprimée en ppm). Le déplacement chimique isotrope

iso
CSδ  de la raie centrale est défini par ces trois paramètres,

2

0

2
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CS )1I2(I2

qQe3
4
3)1I(I

3
11

30
1
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 −+





 η++δ=δ

!
   . (I.1)

Une détermination très précise de CGδ  est nécessaire si l’on veut remonter aux angles et

aux longueurs de liaison d’un atome avec ses voisins.

                                                
(a) A ne pas confondre avec le symbole Q (en italique) qui représente les quanta d’énergie.
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En partant de l’expression classique de l’énergie d’interaction électrostatique E

d’une distribution de charge de densité, nous déterminerons l’hamiltonien quadrupolaire

dans un espace uniforme QH  (§. I.1). Afin d’utiliser la matrice rotation de Wigner

(définie au chapitre III, tome II) lors d’un changement de référentiel nous écrirons

l’hamiltonien quadrupolaire sous forme de tenseur sphérique irréductible d’ordre 2 (§.

I.2). Nous considérerons ensuite l’hamiltonien quadrupolaire comme une perturbation

de l’interaction Zeeman et nous l’exprimerons dans le référentiel tournant de

l’interaction Zeeman (ΣOBS) (§. I.3). De cette transformation nous obtiendrons deux

corrections quadrupolaires (1er et 2nd ordres).

Puis, nous nous intéresserons aux niveaux d’énergie et aux fréquences de

transition (§. I.4) dans trois cas :

– monocristal statique (§. I.4.1) ;

– monocristal en rotation à angle variable à haute vitesse (Variable Angle

Spinning, VAS) (§. I.4.3.a) ;

– monocristal en rotation à l’angle magique à haute vitesse (Magic Angle

Spinning, MAS) (§. I.4.3.b).

Pour chacun des trois cas nous déterminerons l’expression de l’écart en fréquence

imposé par l’interaction quadrupolaire au 1er et au 2nd ordres. Nous introduirons dans

ces expressions le déplacement quadrupolaire du 2nd ordre du centre de gravité du

spectre iso)2(
c,rω  (§. I.4.2).

Dans les chapitres II et III nous étudierons des échantillons sous forme de

poudre. Dans ce cas les axes principaux du gradient de champ électrique de chaque petit

cristal sont orientés d’une façon aléatoire par rapport au champ magnétique B0. A partir

des fréquences de transition déterminées au paragraphe I.4 pour chacun des trois cas

(Statique, VAS et MAS), nous donnerons les valeurs et la nature des points critiques et

nous simulerons les spectres de poudre correspondants (§. I.5).

Enfin nous nous intéresserons à la localisation et à l’amplitude des échos et anti-

échos de Hahn d’un système de spins 3/2 dans un cristal en rotation à l’angle magique à

haute vitesse (§. I.6). La généralisation aux spins 5/2, 7/2 et 9/2 des échos de Hahn

(Tab. I.7) sera reprise dans le chapitre III consacré à la séquence MQ-MAS.
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Fig. I.1 : Niveaux d’énergie et spectres théoriques d’un spin I = 3/2 dans un monocristal. Le couplage
quadrupolaire ωQ est différent de celui défini par Abragam (p238 [1]).
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I.1. Hamiltonien quadrupolaire dans un espace
uniforme

Le noyau atomique est un assemblage particulier de protons chargés

électriquement et de neutrons de charge électrique nulle. Protons et neutrons sont ce

qu’on appelle des nucléons. La stabilité du noyau résulte pour l’essentiel de la

compétition entre l’interaction nucléaire forte et de courte portée, qui tend à attirer les

nucléons les uns contre les autres, et l’interaction électromagnétique, qui ignore les

neutrons mais fait se repousser les protons entre eux. Dans un atome, les charges

électriques positives des protons attirent les électrons de charge négative, formant un

ensemble électriquement neutre.

La forme des noyaux dépend de la distribution des charges électriques nucléaires

(Roberts p5-7 [2], Haken et Wolf p359 [3]). Certains noyaux se comportent comme

s’ils avaient un corps sphérique, qui n’est pas en rotation, avec une distribution de

charge régulière sur leur surface. Ce type de noyau n’a pas de moment magnétique

parce qu’il n’y a pas de circulation de charge nucléaire. Son moment quadrupolaire est

nul ainsi que son spin. Lorsqu’une charge électrique rencontre un noyau, son influence

est indépendante de la direction de son approche (Fig. I.2.1). D’autres noyaux ont un

corps sphérique en rotation qui possède une distribution de charge uniforme. Cette

distribution sphérique implique qu’une rotation du noyau (moment magnétique non nul)

ne change pas l’énergie d’interaction électrostatique avec les charges extérieures

(moment quadrupolaire nul et spin égal à 1/2) (Fig. I.2.2). Enfin les noyaux peuvent

avoir un corps en rotation avec une distribution de charge ellipsoïdale (prolate ou oblate,

Fig. I.2.3 et I.2.4). Dans ce cas il est évident que l’énergie d’interaction électrostatique

dépend de l’approche des charges extérieures, il n’y a plus de symétrie sphérique

(moment magnétique et moment quadrupolaire non nuls).

Slichter (p485-497 [4]), ainsi que Cohen et Reif (p321-333 [5]) ont introduit

l’hamiltonien quadrupolaire à partir du concept classique de densité de charge d’un

noyau. On s’intéresse généralement à la détermination de l’énergie d’interaction

électrostatique E du noyau avec les charges constituant son environnement.
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Fig. I.2 : Distribution de charges électriques nucléaires sans spin (1), avec un spin 21I =  (2) et avec un
spin 21I >  (3 et 4). Le moment quadrupolaire n’est pas nul pour les cas où 21I >  (3 et 4). Il est
positif lorsque la distribution de charges électriques est ellipsoïdale prolate (3) et négatif lorsqu’elle est
ellipsoïdale oblate (4). Le cas (b) est de plus basse énergie que le cas (a) puisque c’est le cas où les
charges négatives externes sont les plus proches des charges positives du noyau (Haken et Wolf
p359 [3] ; Slichter p485 [4]).

On commence par décrire la densité de charge ρ du noyau (nombre de particules

chargées par unité de volume rdd 3=τ ) en terme classique. Puis on remplace ρ par son

opérateur de mécanique quantique.

Classiquement l’énergie d’interaction électrostatique E d’une distribution de

charge de densité ρ s’exprime simplement comme une intégrale sur le volume nucléaire,

∫ τρ= d)r(V)r(E    , (I.2)

où V(r) est le potentiel électrostatique à l’origine, généré par les charges externes. On

exprime V(r) en série de Taylor à l’origine (Abragam p169-170 [1]) :
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où les xj (j = 1, 2, 3) représentent respectivement x, y et z. On définit (Das et Hahn

p3 [6], Munowitz p78 [7]) :

0rj
j x

VV
=
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∂≡    et   

0rkj
jk xx

²VV
=
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∂≡    . (I.4)

On obtient,

∫ ∑ ∫ ∑ ∫ +τρ+τρ+τρ=
j j,k

kjjkjj ...(r)dxxV
!2

1(r)dxV(r)d)0V(E    , (I.5)

où,

∫ ==τρ Zed)r( charge nucléaire   , (I.6)

∫ =≡τρ jj Pd(r)x moment dipolaire électrique   , (I.7)

=′≡τρ∫ jkkj Qdxx)r( tenseur du moment quadrupolaire électrique   .

(I.8)

Le premier terme de E est une constante (on choisit l’origine au centre de masse

du noyau). Le deuxième terme disparaît, puisque le centre de masse et le centre de

charge coïncident. Le troisième terme est dû à l’interaction quadrupolaire.

Comme le champ électrique, au niveau du noyau, est produit par les charges se

trouvant à l’extérieur du noyau, V(r) doit satisfaire à l’équation de Laplace,

0V2 =∇      ou encore     0
r
²V

2 =
∂
∂    . (I.9)

Cette équation, évaluée à l’origine, donne,

∑ =
j

jj 0V    . (I.10)

On note que pour un atome se trouvant dans un site cristallographique de symétrie

cubique,

zzyyxx VVV ==    , (I.11)

et donc le terme d'énergie quadrupolaire disparaît dans l’équation (I.5).

A partir du terme d’énergie quadrupolaire de l’équation (I.5),

∑ ∫ τρ=
k,j

kjjk
)2( d)r(xxV

2
1E    . (I.12)
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et en introduisant l’opérateur de mécanique quantique de la densité d’une distribution de

charge, Slichter (p485-497 [4]), Cohen et Reif (p321-333 [5]) ainsi que Graybeal

(p280-281 [8]) ont déterminé l’hamiltonien quadrupolaire(b) QH ,

∑=
k,j

)op(
jkjkQ QV

6
1H!    , (I.13)

∑ 
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jkjkkjjkQ )1I(I)IIII(

2
3V

)1I2(I6
eQH!    , (I.14)

où eQ est le moment quadrupolaire électrique du noyau (Q exprimé en unité de charge

du proton e) et jkV , qui est donné par (I.4), représente les composantes cartésiennes du

gradient de champ électrique V (Abragam p168-169 [1], Graybeal p282 [8], Munowitz

p79 [7]). Ce dernier est décrit par un tenseur symétrique d’ordre 2. Dans le référentiel

(ΣPAS) des axes principaux du gradient de champ électrique, V est diagonal :
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V    , (I.15)

en prenant les conventions suivantes : XXYYZZ VVV ≥≥ . De plus l’équation de

Laplace (I.9) implique que la trace de V soit nulle d’où,

V V VXX YY ZZ+ + = 0    . (I.16)

Ainsi seulement deux paramètres indépendants sont requis (Abragam p171 [1], Das et

Hahn p4 [6]),
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=
   , (I.17)

où η  est le paramètre d’asymétrie. Puisque l'espace est uniforme, l’hamiltonien

quadrupolaire (I.14) exprimé dans le référentiel (ΣPAS) s’écrit (Abragam p172 [1],

Munowitz p79 [7]),
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=!    . (I.18)

                                                
(b) Les Hamiltoniens sont exprimés en unité de fréquence angulaire.
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Soit en terme d’opérateurs YX iIII +=+  et YX iIII −=− , qui sont différents de (I.75 et

III.11, tome II),
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I.2. Hamiltonien quadrupolaire en notation de tenseur
sphérique

Le passage d’un référentiel à un autre sera plus aisé si nous écrivons

l’hamiltonien quadrupolaire sous forme de tenseur sphérique irréductible d’ordre 2 (§.

III.4, tome II) qui permet l’utilisation de la matrice rotation de Wigner (§. III.4.2, tome

II). D’après Pound [9], Mehring (p215-218 [10]) et Man [11],

∑
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!
   . (I.20)

Dans un référentiel cartésien quelconque (Σxyz), les composantes du tenseur sphérique et

du tenseur cartésien du gradient de champ électrique V sont reliées par (Das et Hahn

p4 [6], Freude et Haase p9-10 [12]),
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de même pour T,
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Les secondes parties des équations du système (I.22) sont obtenues en utilisant les

propriétés de commutations (§. III.1.1, tome II) ou en faisant agir les opérateurs +I , −I
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et zI  sur un état m . A partir des équations (I.20) et (I.22) l’hamiltonien quadrupolaire

HQ dans (Σxyz) devient,

)1,2(z)0,2(
2
zQ V)1I2(I

2
1V)]1I(II3[

6
6

)1I2(I2
eQH −+ +++−





−
=

!



++−− −−+− )2,2(

2
)2,2(

2
)1,2(z VI

2
1VI

2
1V)1I2(I

2
1    . (I.23)

Dans l'espace uniforme, (Σxyz) est équivalent à (ΣPAS). En comparant les équations (I.19)

et (I.23), on obtient les composantes de V dans (ΣPAS) en notation de tenseur

sphérique(c),

η=== ±± eq
2
1V,0V,eq

2
3V PAS

)2,2(
PAS

)1,2(
PAS

)0,2(    . (I.24)

                                                
(c) Notons qu’il existe une autre convention pour η  (Haeberlen p10 [13]),

YYXXZZ
ZZ

XXYY VVVavec
V

VV
≥≥

−
=η    ,

ce qui revient à ajouter un signe moins devant η  dans l’équation (I.19) (Spiess p75 [14]). Alors les

composantes de V dans (ΣPAS) en notation de tenseur sphérique deviennent,

η−=== ±± eq
2
1V;0V;eq

2
3V PAS

)2,2(
PAS

)1,2(
PAS

)0,2(    .
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I.3. Hamiltonien quadrupolaire comme perturbation de
Zeeman

En présence d’un champ magnétique statique fort, HQ peut apparaître comme une

faible perturbation. Dans ce cas on a l’habitude de transformer les interactions (§.

I.6.4.b, tome II) dans le référentiel tournant de l’interaction Zeeman (ΣOBS)(d) qui

tourne à la vitesse angulaire de Larmor 0ω  du noyau étudié par rapport à (ΣLAB).

L’hamiltonien quadrupolaire (I.20) devient explicitement dépendant du temps (I.172,

tome II),

)t(HQ )tiHexp(H)tiHexp( 0Q0 −=

)tIiexp(H)tIiexp( z0Qz0 ωω−=    . (I.25)

En faisant agir ces deux exponentiels sur les opérateurs +I  et −I  ; c’est-à-dire en

regardant ce que deviennent xI et yI  (Tab. I.2, tome II) après une rotation d’un angle

− ω0 t  par rapport à zI , on a,

)t(HQ ∑
−=

− ω−−
−

=
2

2q
0

)q,2(
)q,2(

q )tiqexp(TV)1(
)1I2(I2

eQ
!





+−
−

= )0,2(
2
z V)]1I(II3[

6
6

)1I2(I2
eQ

!

)tiexp(V)1I2(I
2
1)tiexp(V)1I2(I

2
1

0)1,2(z0)1,2(z ω−−ω−++ −−+



ω+ω−+ −−+ )t2iexp(VI

2
1)t2iexp(VI

2
1

0)2,2(
2

0)2,2(
2    . (I.26)

Le premier terme est indépendant du temps t, c’est le terme séculaire.

L’oscillation générée par le terme )tiqexp( 0ω−  est très rapide, on utilise la

théorie de l’hamiltonien moyen qui permet d’obtenir un hamiltonien moyen

indépendant du temps (§. I.6.2, tome II). Par exemple prenons le développement de

Magnus qui, pour obtenir l’hamiltonien quadrupolaire indépendant du temps, développe

                                                
(d) Le symbole (ΣOBS) a été utilisé dans le tome II pour représenter le référentiel tournant dans lequel le

champ 1B
"

 est fixe. A la résonance, le référentiel tournant et le référentiel tournant de l'interaction Zeeman

sont confondus.
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)t(HQ  sur une période de Larmor 0L /2t ωπ=  jusqu’au premier ordre au sens de la

théorie d’hamiltonien moyen,

)t(HQ td)]t(H),t(H[dt
t2
1idt)t(H

t
1

Q

t

0
Q

t

0L

t

0
Q

L

LL

′′−= ∫∫∫
]1[

Q
]0[

Q HH +=    . (I.27)

On obtient deux termes indépendants du temps,

)0,2(
2
z

]0[
Q V)]1I(I3[

6
6

)1I2(I2
eQH +−

−
=

!
   , (I.28)

]1[
QH 2

z)1,2()0,2(

2

0

)1I2(IVV
4
6

)1I2(I2
eQ1





+







−ω

−= +−
!

)1(IIVV
2
6)1I2(IVV

4
6

z
2

)2,2()0,2(
2

z)1,2()0,2( ++−− +−−

]1I8)1I(I4[IVV
2
1)1(IIVV

2
6 2

zz)1,2()1,2(z
2

)2,2()0,2( −−++−+ −−



−−++ − ]1I2)1I(I2[IVV

2
1 2

zz)2,2()2,2(    . (I.29)

En général on ne conserve que les termes dans ]1[
QH  qui commutent avec zI  (i.e. les

deux derniers termes). Avec cette condition on a l’équivalence entre ]0[
QH  et la

correction au premier ordre de la théorie des perturbations )1(
QH , de même ]1[

QH  avec la

correction au second ordre )2(
QH .

Correction au premier ordre :

== ]0[
Q

)1(
Q HH )0,2(

2
z V)]1I(II3[

6
6

)1I2(I2
eQ +−

− !
   . (I.30)

Correction au second ordre :

== ]1[
Q

)2(
Q HH

2

0 )1I2(I2
eQ1









−ω

−
!

]1I8)1I(I4[VV
2
1 2

z)1,2()1,2( −−+




−

z
2
z)2,2()2,2( I]1I2)1I(I2[VV

2
1



−−++ −    . (I.31)

On remarque que la correction au premier ordre )1(
QH  est indépendante de 0ω , alors que

la correction au second ordre )2(
QH  est inversement proportionnelle à ω0 , d’où la
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nécessité de travailler avec un champ magnétique statique le plus élevé possible pour

minimiser )2(
QH . Il est à noter que les relations (I.30) et (I.31) obtenues dans le

référentiel tournant (ΣOBS) restent valables dans le référentiel (ΣLAB), ceci est dû au fait

qu’elles commutent avec zI  soit avec l’hamiltonien Zeeman.

Les deux produits directs des tenseurs irréductibles d’ordre 2 du gradient de

champ électrique (V) de l’équation (I.31) peuvent être exprimés par des tenseurs

sphériques d’ordre 4 en utilisant les coefficients de Clebsch-Gordan (Tab. I.1). On

obtient le tenseur de gradient de champ électrique (W). Comme le produit de deux

tenseurs d’espace est commutatif, on a simplement les deux égalités suivantes :

)0,0()0,2()0,4()1,2()1,2()1,2()1,2( W
5

1W
14
1W

35
8VVVV −+== −−    , (I.32)

)0,0()0,2()0,4()2,2()2,2()2,2()2,2( W
5

1W
7
2W

70
1VVVV ++== −−    . (I.33)

L’équation (I.31) se transforme en,

)2(
QH [ ]



 −−+








−ω

−= 5I34)1I(I18W
702

1
)1I2(I2

eQ1 2
z)0,4(

2

0 !

[ ]3I12)1I(I8W
142

1 2
z)0,2( −−++

( )[ ] z
2
z)0,0( II31IIW

5
1



−+−    . (I.34)
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Tab. I.1 : Coefficients de Clebsch-Gordan JMmmjj 2121  pour 2jj 21 ==  (Heine p445 [15] et

Elbaz p221 [16]). Les coefficients du développement ∑=
21 2211mm )m,j()m,j(2121)M,J( VVJMmmjjW

sont obtenus à partir d’une colonne. Les coefficients du développement

∑=
212211 mm )M,J(2121)m,j()m,j( WJMmmjjVV  sont obtenus à partir d’une ligne. Nous n’avons

indiqué que le cas que nous utilisons (c’est-à-dire où 2,1,0,1,2m,m 21 −−= ).

4 3 2 1 0J

M 0 0 0 0 0

m1 m2

2 –2 701 101 72 52 51

1 –1 358 52 141 101− 51−

0 0 3518 0 72− 0 51

–1 1 358 52− 141 101 51−

–2 2 701 101− 72 52− 51
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I.4. Niveaux d’énergie et fréquence de transition

Un spin I indépendant possède 2I+1 niveaux d’énergie dégénérés. En présence

d’un champ magnétique statique B0, la dégénérescence des niveaux de ce spin est levée

par l’interaction Zeeman 0H . Il possède donc 2I transitions (m–1, m) à un quantum

d’énergie observable directement(e). L’énergie d’un niveau m  est définie par,

00 mmHm ω−=    , (I.35)

l’écart en fréquence entre deux niveaux consécutifs (m–1, m) est (Fig. I.4),

000
)z(

m,1m mHm1mH1m ω=−−−=ω −    . (I.36)

Les niveaux d’énergie sont donc espacés d’une même quantité 0ω .

D’après la loi fondamentale de Boltzmann (I.6.4.c, tome II) donnant la répartition

des populations entre niveaux énergétiques, les états de faibles énergies sont les plus

peuplés (Fig. I.3.a, cas d’un spin 1/2). Lorsqu’on irradie un échantillon à la résonance

avec un champ magnétique radiofréquence, la répartition des populations entre niveaux

énergétiques est modifiée. Il y a un échange de spins entre les différents niveaux

représenté par une double flèche sur la figure I.4.

Lorsqu’on excite les spins avec une impulsion d’angle 2π , les spins changent de

niveaux pour obtenir une répartition égale entre les deux niveaux (Fig. I.3.b). Pour une

impulsion d’angle π, la répartition des populations se trouve inversée (Fig. I.3.c) par

rapport à l’équilibre (Fig. I.3.a).

L’absorption d’un quantum Q d’énergie 0ω  fait monter les spins vers le niveau

supérieur. Sur le spectre, la raie se trouve à la position ω0 (Fig. I.1).

                                                
(e) En effet la règle de sélection pour les transitions en RMN est 1m ±=∆ car elles sont associées à

l’opérateur xI  (Graybeal p206-207 [8]).
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21−

21

E E E

(a) (b) (c)

Fig. I.3 : Niveaux d’énergie pour des spins I = 1/2. (a) A l’équilibre thermodynamique, la répartition des
spins sur les niveaux d'énergie suit la distribution de Boltzmann. (b) Excitation des spins avec une
impulsion d’angle 2π , certains spins changent de niveaux pour obtenir une répartition égale entre les
deux niveaux. (c) Excitation des spins avec une impulsion d’angle π , la répartition des populations se
trouve inversée par rapport à l’équilibre (a).

Pour des spins 2/1I > , il est possible d’observer des transitions à plusieurs

quanta Q d’énergie, les spins passent alors d’un niveau « r » à un niveau « c » non

consécutif, c’est-à-dire les spins pour aller du niveau « r » au niveau « c » passerons par

tous les niveaux intermédiaires séparés par un quantum Q. Nous parlerons de transition

( )Qcr −  (Fig. I.4). La fréquence de transition ( )Qcr −  entre deux niveaux d’énergie r

et c  dans (ΣLAB) devient une raie ( )Qcr −  déplacée par rapport à ω0 sur le spectre.

Prenons le cas d’un spin I = 3/2, il existe alors 4 niveaux d’énergie

2/3et2/1,2/1,2/3 −−  (Fig. I.5.a). Une transition à un quantum 0ω!  du niveau

3/2 au niveau 1/2 est représentée sur la figure I.5.b. Une transition à trois quanta du

niveau 3/2 au niveau –3/2 est représentée sur les figures I.5.c et I.5.d. Cette transition

correspond à trois absorptions successives d’un quantum 0ω! . Mais on remarque que

mathématiquement cette transition correspond à l’absorption d’un quantum d’énergie

égal à )3( 0ω!  (Fig. I.5.d). On obtient de la même façon une transition de –3Q en

passant du niveau –3/2 au niveau 3/2.

Après excitation le système de spins revient à l’équilibre (caractérisé par le temps

de relaxation longitudinal ou spin-réseau 1T ) il retrouve la distribution de Boltzmann.
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Nous avons vu que le premier terme )1(
QH  éclate le spectre en plusieurs raies (2I –

1 raies satellites, la raie centrale n’étant pas déplacée). Le second terme )2(
QH  déplace la

position de toutes les raies même la raie centrale (Fig. I.1).

En unité de fréquence angulaire, ce déplacement de la raie ( )Qcr −  est défini par,

( ) ( ) )2(
c,r

)1(
c,r

)2(
Q

)1(
Q

)2(
Q

)1(
Qc,r cHHcrHHr ω+ω=+−+=ω    . (I.37)

L’interaction quadrupolaire au premier ordre )1(
QH  (I.30) déplace les niveaux

d’énergie r  (ou c ) d’une quantité,

=rHr )1(
Q )0,2(

2 V)]1I(Ir3[
6
6

)1I2(I2
eQ +−

− !
   , (I.38)

fonction paire de r, donc les niveaux d’énergie symétriques sont déplacés dans le même

sens (Fig. I.1). L’écart supplémentaire )1(
c,rω  en fréquence entre deux niveaux r  et c

est(f),

)0,2(
22)1(

c,r V)cr(
2
6

)1I2(I2
eQ −

−
=ω

!
   . (I.39)

Le spectre est composé de 2I raies, la raie centrale se trouvant à la fréquence de Larmor

(Fig. I.1).

Lorsque l’interaction quadrupolaire du second ordre )2(
QH  (I.31) est présente, elle

déplace les niveaux d’énergie r  d’une quantité supplémentaire,

=rHr )2(
Q

2

0 )1I2(I2
eQ1









−ω

−
!

]1r8)1I(I4[rVV
2
1 2

)1,2()1,2( −−+




−



−−++ − ]1r2)1I(I2[rVV

2
1 2

)2,2()2,2(    , (I.40)

fonction impaire de r (en r, r3) donc les niveaux symétriques sont déplacés en sens

inverse (Fig. I.1).

                                                
(f) Dans le cas de deux niveaux consécutifs (m–1, m), l’équation (I.39) devient,

)0,2(
)1(

m,1m V)m21(
2
6

)1I2(I2
eQ −

−
=ω −

!
   .

De plus pour une transition symétrique (c = –r) ce terme devient nul.



CHAPITRE I : Interaction quadrupolaire
18

0H )2(
Q

)1(
Q0 HHH ++

0ω

0ω

0ω

02ω 03ω

)Q1(
23,21

)Q1(
21,23 , −ωω

)Q1(
21,21

)Q1(
21,21 ,

−
−

−

ω

ω

)Q1(
23,21

)Q1(
21,23 ,

−−

−
−−

ω

ω

)Q2(
23,21

)Q2(
21,23 ,

−
−

−

ω

ω

)Q2(
21,23

)Q2(
23,21 ,

−
−

−

ω

ω

)Q3(
23,23

)Q3(
23,23 ,

−
−

−

ω

ω

23−

21−

21

23

0

Fig. I.4 : Niveaux d’énergie d’un spin I = 3/2 dans un cristal. Transitions à un quantum et transitions
multi-quanta.

L’écart en fréquence supplémentaire )2(
c,rω  entre deux niveaux r  et c , dû à

l’interaction quadrupolaire au second ordre (I.34), est(g),

)2(
c,rω )c,r,I(AW

2
35

70
1)cr(

)1I2(I2
eQ1 )4(

)0,4(

2

0 



−







−ω

−=
!



−+ )c,r,I(AW

5
1)c,r,I(AW14

28
1 )0(

)0,0(
)2(

)0,2(    , (I.41)

où,

                                                
(g) Dans le cas de deux niveaux consécutifs (m–1, m), et en utilisant l’équation (I.31), on obtient,

)2(
m,1m−ω

2

0 )1I2(I2
eQ1









−ω

−=
!

]9)1I(I4)1m(m24[VV
2
1

)1,2()1,2( ++−−




−



++−−+ − ]6)1I(I4)1m(m12[VV

4
1

)2,2()2,2(    .
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)crcr(3)1I(I)c,r,I(A
3)crcr(12)1I(I8)c,r,I(A

5)crcr(34)1I(I18)c,r,I(A

22)0(

22)2(

22)4(

++−+=

−++−+=

−++−+=

   . (I.42)

L’énergie d’un niveau m  est donc définie par,

( )mHHHm )2(
Q

)1(
Q0 ++    , (I.43)

l’écart en fréquence entre deux niveaux consécutifs (m–1, m) est (Fig. I.4),
)2(

m,1m
)1(

m,1m
)z(

m,1mm,1m −−−− ω+ω+ω=ω    , (I.44)

ou plus généralement pour une transition entre les niveaux r  et c ,

)2(
c,r

)1(
c,r

)z(
c,rc,r ω+ω+ω=ω    . (I.45)

E

2
3−

2
1−

2
1

2
3

0

(a)

0ω!

(b)

(c)

0ω!

0ω!

(d)

0ω!

)3( 0ω!

Fig. I.5 : (a) Niveaux d’énergie pour un spin I = 3/2 ; (b) transition à un quantum du niveau 3/2 au
niveau 1/2. (c et d) Transition de trois fois un quantum du niveau 3/2 au niveau –3/2. Equivalent
mathématiquement à une transition de )3( 0ω! .



CHAPITRE I : Interaction quadrupolaire
20

Il est possible d’induire trois transitions à un quantum 1Q (Fig. I.4),

)2(
23,21

)1(
23,21

)z(
23,21

)Q1(
23,21

)2(
21,21

)1(
21,21

)z(
21,21

)Q1(
21,21

)2(
21,23

)1(
21,23

)z(
21,23

)Q1(
21,23

−−−−−−−−

−−−−

ω+ω+ω=ω

ω+ω+ω=ω

ω+ω+ω=ω

   , (I.46)

deux transitions à deux quanta 2Q,

)2(
23,21

)1(
23,21

)z(
23,21

)Q2(
23,21

)2(
21,23

)1(
21,23

)z(
21,23

)Q2(
21,23

−−−−

−−−−

ω+ω+ω=ω

ω+ω+ω=ω
   , (I.47)

une transition à trois quanta 3Q,
)2(

23,23
)1(

23,23
)z(

23,23
)Q3(

23,23 −−−− ω+ω+ω=ω    . (I.48)

On obtient également le même nombre de possibilité pour les transitions à –1Q, –2Q et

–3Q.

I.4.1. Cas d’un monocristal statique

Pour un monocristal statique, on peut exprimer )0,2(V  des équations (I.30) et

(I.39) en fonction des composantes exprimées dans (ΣPAS) en utilisant la matrice

rotation active positive de Wigner d’ordre 2 (Tab. III.5, tome II) et les composantes de

V dans (ΣPAS) (I.24),

∑
−=

γβα=
2

2k

)actif,2(
0,k

PAS
)k,2()0,2( ),,(DVV







 αβη+−β= 2cossin

2
1)1cos3(

2
1eq

2
6 22    , (I.49)

où les angles β et α sont les angles polaires qui décrivent l’orientation du champ

magnétique statique B0 dans le référentiel (ΣPAS) (Fig. I.6). L’angle γ  n’intervient pas

dans l’équation (I.49) car 0B  est l’axe de symétrie pour un système de spins. La

substitution de l’équation (I.49) dans l’expression de )1(
QH  (I.30) donne,

)]1I(II3[
3
1H 2

zQ
statique)1(

Q +−ω=    , (I.50)

où le couplage quadrupolaire est défini par,

{ }αβη+−βΩ=ω 2cossin1cos3
4
3 22

QQ    , (I.51)
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!)1I2(I2
qQe2

Q −
=Ω    . (I.52)

Au premier ordre, la transition centrale n’étant pas modifiée, la correction (I.39) des

autres transitions (r, c) est donnée par,

Q
22statique)1(

c,r )cr( ω−=ω    , (I.53)

ou pour une transition entre deux niveaux consécutifs,

Q
statique)1(

m,1m )m21( ω−=ω −    . (I.54)

Notons que pour la transition centrale,

0statique)1(
2/1,2/1 =ω−    . (I.55)

Les composantes du tenseur )0,0()0,2()0,4( WetW,W  sont reliées à celles

exprimées dans le référentiel (ΣPAS) par la matrice rotation de Wigner (Tab I.2, tome II),

∑
−=

γβα=
x

xk

)actif,x2(
0,k2

PAS
)k2,x2()0,x2( ),,(DWW    . (I.56)

PASY

PASZ

PASX

γ

β

α

0B

Fig. I.6 : Angles d’Euler α, β et γ du champ
magnétique B0 dans ΣPAS.

L’équation (I.41) devient,

statique)2(
c,rω ∑∑

−==

γβαηΩ
ω
−−=

u

uk

)actif,u2(
0,k2)k2,u2(

2

0u

)u2(2
Q

0

),,(D)(B)c,r,I(A
2

cr

{ )(d)(B)c,r,I(A
2

cr )actif,0(
0,0)0,0(

)0(2
Q

0

βηΩ
ω
−−=
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( )(B2c)(B)c,r,I(A )2,2()0,2(
)2( η+η+

) ( )(d)(B)c,r,I(A2cos)(d )actif,4(
0,0)0,4(

)4()actif,2(
0,2 βη+αβ×

)}αβη+αβη+ 4cos)(d)(B22cos)(d)(B2 )actif,4(
0,4)4,4(

)actif,4(
0,2)2,4(    ,

(I.57)

avec,

.
704

1)(B,10
140

3)(B

,)18(
140

1)(B,6
14
1)(B

,)3(
14
1)(B,)3(

5
1)(B

2
)4,4()2,4(

2
)0,4()2,2(

2
)0,2(

2
)0,0(

η=ηη=η

+η=ηη=η

−η=η+η−=η

±±

± (I.58)

Tab. I.2 : Eléments du tenseur sphérique d'ordre 4, W, du gradient de champ électrique dans ΣPAS, à

partir d’une combinaison linéaire du tenseur sphérique d’ordre 2, V, du gradient de champ électrique

dans Σ PAS, en utilisant des coefficients de Clebsh-Gordan (Tab. I.1). Par exemple

PAS
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n,k PAS
)n,k(W

0,0
( ) ( )[ ]2PAS

)0,2(
2PAS

)2,2( VV2
5

1 + ( ) )3(eq
10

5 22 +η

0,2 ( ) ( )[ ]2PAS
)0,2(

2PAS
)2,2( VV2

7
14 − ( ) )3(eq

14
1 22 −η

2,2 ±
PAS

)0,2(
PAS

)2,2( VV
14
4 ( ) η2eq

7
3

0,4
( ) ( )[ ]2PAS

)0,2(
2PAS

)2,2( V3V
70
2 + ( ) 





 +η 9

2
1eq

70
1 22

2,4 ±
PAS

)0,2(
PAS

)2,2( VV
42
6 ( ) η2eq

72
3

4,4 ± ( )2PAS
)2,2(V ( ) 22eq

4
1 η



I.4. Niveaux d’énergie et fréquence de transition
23

Si l’on développe l’équation (I.57), il est possible de la mettre sous la forme réduite

suivante,

statique)2(
c,rω



 βα+ηΩ

ω
−−= )c,r,I(A),(f

28
3)(B)c,r,I(A

2
cr )2(

2)0,0(
)0(2

Q
0



βα+ )c,r,I(A),(f

140
1 )4(

1    , (I.59)

où(h),

( ) βαη−+η−+η=βα 222
1 sin2cos918518),(f

( ) βαη−+ 42 sin2cos3
4

35    , (I.60)

( ) βαη+η−+−η=βα 222
2 sin2cos232

3
2),(f    . (I.61)

I.4.2. Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de
gravité d’un spectre

Pour un spectre de poudre, la raie d’absorption de la transition centrale (–1/2,

1/2) en présence de l’interaction quadrupolaire du second ordre a une forme normalisée

caractéristique )(f ω  dépendant de l’expérience (statique, VAS, MAS…) et un centre de

gravité iso)2(
21,21−ω  qui est indépendant de l’expérience. Dans le référentiel tournant (ΣOBS),

la définition du premier moment (Abragam p114 [1]) 1M  par rapport à la fréquence aω

est,

∫
+∞

∞−

ωωω−ω= d)(f)(M a1    , (I.62)

avec,

∫
+∞

∞−

=ωω 1d)(f    . (I.63)

                                                
(h) On retrouve ici la même expression de 1f  que Massiot et collaborateurs [17] ainsi que Lefebvre et

collaborateurs [18].
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1M  devient nul quand aω  correspond au centre de gravité iso)2(
21,21−ω . Ce dernier ne se

trouve pas à la fréquence de Larmor. Ainsi ce déplacement est appelé « déplacement

quadrupolaire du second ordre du centre de gravité iso)2(
21,21−ω  du spectre »,

∫
+∞

∞−
−− ωωω=ω d)(f)2(

21,21
iso)2(

21,21    . (I.64)

Cette équation indique que iso)2(
21,21−ω  est la valeur moyenne de la position de la raie

)2(
21,21−ω .

Théoriquement iso)2(
c,rω  est défini par la même relation indépendante du type

d’expérience. Par intégration du déplacement quadrupolaire du second ordre )2(
c,rω  sur

toutes les orientations possibles des cristallites avec une probabilité égale )4(1 π , on a

par définition,

iso)2(
c,rω ∫∫

π

−

αωβ
π

=
2

0

)2(
c,r

1

1

d)(cosd
4
1    . (I.65)

En prenant statique)2(
c,rω  (I.59) la double intégration de ),(f1 βα  et ),(f2 βα  est nulle, on

obtient,

iso)2(
c,rω )(B)c,r,I(A

2
cr

)0,0(
)0(2

Q
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3)crcr(3)1I(I

2
cr    , (I.66)

qui est valable quelle que soit l’expérience (statique, VAS, MAS…). Pour une transition

symétrique, on obtient,

iso)2(
r,r −ω [ ] 
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ω
= 222

Q
0 3

11
5
3r3)1I(Ir    . (I.67)

Pour la transition centrale,

iso)2(
21,21−ω 
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 −+

ω
Ω

−= 2
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2
Q
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11

4
3)1I(I

10
3

   . (I.68)

On obtient donc une nouvelle expression de statique)2(
c,rω  (I.59)

statique)2(
c,rω



 βαΩ

ω
−−ω= ),(f)c,r,I(A
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βα+ ),(f)c,r,I(A

140
1

1
)4(    . (I.69)

De même pour une transition symétrique (r = –c),

statique)2(
r,r −ω [ ]
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Et enfin pour la transition centrale on obtient,

statique)2(
21,21−ω 
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2    . (I.71)

Il est possible de réécrire cette expression sous la forme proposée par Narita et

collaborateurs [19]. Après développement de l’équation (I.71) et après avoir remplacé

« β2sin  » par « β− 2cos1  » dans ),(f1 βα  (I.60) et ),(f 2 βα  (I.61), on obtient,





 −+








−ω

−=ω− 4
3)1I(I

)1I2(I2
qQe3

6
1

22

0

statique)2(
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(I.72)

avec,

22

22

2

)2cos(
8
32cos

4
1

3
1

8
3),(C

)2cos(
4
32cos2

2
1

8
30),(B

)2cos(
8
32cos

4
9

8
27),(A

αη−αη−η+−=ηα

αη+αη−η−=ηα

αη−αη+−=ηα

   . (I.73)
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I.4.3. Cas d’un monocristal tournant

I.4.3.a. Rotation VAS

Pour un monocristal tournant à la vitesse angulaire rotω  autour d'un axe formant

l’angle VASθ  avec 0B  (Fig. I.7), on se trouve dans les conditions correspondant à

l’expérience VAS, la composante )0,2(V  dans le déplacement quadrupolaire au premier

ordre (I.39) est reliée à ses expressions PAS
)j,2(V  dans (ΣPAS) par deux matrices rotations de

Wigner ),,(D 111
)actif,2( γβα  et ),,t(D VASVASrot

)actif,2( γθω  (Tab. III.5, tome II),

∑
−=

γβα=
2

2j
111

)actif,2(
k,j

PAS
)j,2(

VAS
)k,2( ),,(DVV    , (I.74)

∑
−=

γθω=
2

2k
VASVASrot

)actif,2(
0,k

VAS
)k,2()0,2( ),,t(DVV    , (I.75)

où les angles d’Euler 111 et, γβα  décrivent l’orientation de la turbine dans le

référentiel (ΣPAS) (Fig. I.8). Les angles d'Euler tet rotVAS ωθ  étant les angles polaires

de 0B qui décrivent l’orientation de 0B  dans le référentiel (ΣVAS) (Fig. I.7). L’angle

VASγ  n’intervient pas explicitement car 0B  est toujours l’axe de symétrie pour le

système de spins. L’équation (I.39) devient,

VAS)1(
c,rω ∑

−=

γθω−
−

=
2

2k
VASVASrot

)actif,2(
0,k

22 ),,t(D)cr(
2
6

)1I2(I2
eQ

!

∑
−=

γβα×
2

2j
111

)actif,2(
k,j

PAS
)j,2( ),,(DV    . (I.76)

De même les composantes )0,0()0,2()0,4( WetW,W  du déplacement

quadrupolaire au second ordre (I.41) sont reliées à leurs expressions PAS
)n,k(W  par deux

matrices rotations de Wigner ),,(D 111
)actif,x2( γβα  et ),,t(D VASVASrot

)actif,x2( γθω  (Tab.

III.5, tome II),

∑
−=

γβα=
x

xj
111

)actif,x2(
k,j2

PAS
)j2,x2(

VAS
)k,x2( ),,(DWW    , (I.77)

∑
−=

γθω=
x2

x2k
VASVASrot

)actif,x2(
0,k

VAS
)k,x2()0,x2( ),,t(DWW    . (I.78)
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L’équation (I.41) devient,

VAS)2(
c,rω ∑∑

−==
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ω
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x2

x2k
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)actif,x2(
k,j2)j2,x2( ),,(D)(B    . (I.79)

D’après la condition de rotation (i) à Haute Vitesse (HV), on peut ignorer dans la

matrice ),,t(D VASVASrot
)actif,x2( γθω  les termes d’oscillations du type )tikexp( rotω−  qui

sont dus à la rotation de la turbine. Seuls les éléments ),,t(D VASVASrot
)actif,x2(

0,0 γθω  ne

sont pas nuls, c’est-à-dire dans les équations (I.76) et (I.79) les éléments pour lesquels k

= 0. Il en résulte que les deux angles 1rot ett γω  n’apparaissent pas dans l’expression du

déplacement de la raie. Le déplacement quadrupolaire au premier et au second ordre

deviennent,

HVVAS)1(
c,rω )(d)cr(

2
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)1I2(I2
eQ
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0,0
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(i) Si la vitesse de rotation est plus grande que la largeur de raie, les interactions anisotropes de second

rang sont moyennées par ce mouvement périodique. Dans le cas contraire, les effets anisotropes résiduels

se manifestent sous forme de bandes de rotation, espacées les unes des autres par la fréquence de rotation.
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( 11
)actif,4(

0,2)2,4(1
)actif,4(

0,0)0,4( 2cos)(d)(B2)(d)(B αβη+βη×

)}11
)actif,4(

0,4)4,4( 4cos)(d)(B2 αβη+    . (I.81)

Les éléments des matrices rotations de Wigner réduites )(d VAS
)actif,0(

0,0 θ ,

)(d VAS
)actif,2(

0,0 θ  et )(d VAS
)actif,4(

0,0 θ  correspondent aux trois polynômes de Legendre

)(cosP),(cosP VAS2VAS0 θθ  et )(cosP VAS4 θ  respectivement,

( ) )(d3cos30cos35
8
1)(cosP

)(d)1cos3(
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   .

(I.82)

De même que pour statique)2(
c,rω  (I.57), il est possible de mettre l’équation (I.81) sous la

forme réduite suivante,

HVVAS)2(
c,rω
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28
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cr
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140
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VAS4
)4(

111    . (I.83)

En utilisant iso)2(
c,rω  (I.66) on obtient une nouvelle expression de HVVAS)2(

c,rω  (I.83),
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c,rω
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140
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111VAS4
)4(    . (I.84)

Dans le cas d’une transition symétrique (r = – c) l’équation (I.80) devient nulle,

0HVVAS)1(
r,r =ω −    , (I.85)

de même l’équation (I.84) devient,
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r,r −ω [ ]



 βαθ−−+

ω
Ω
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trotω

VASθ
VASγ

0B

VASx
VASy

VASz

1γ

1α PASY

PASZ

PASX

1β

Fig. I.7 : Angles d’Euler ωrott,θVAS et γVAS du champ
magnétique B0 dans ΣVAS.

Fig. I.8 : Angles d’Euler α1, β1 et γ1 de la turbine
dans ΣPAS.

Pour la transition centrale on obtient,

HVVAS)2(
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βαθ− ),(f)(cosP

70
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111VAS4    . (I.87)

L’expression de HVVAS)2(
21,21−ω  (I.87) ne diffère de celle de statique)2(

21,21−ω  (I.71) que par la

présence de polynômes de Legendre. En particulier, lorsque l’axe de rotation de la

turbine est confondu avec le champ magnétique statique 0B , c’est-à-dire ,0VAS =θ  ces

deux expressions deviennent identiques. En d’autres termes, la rotation à grande vitesse

de l’échantillon autour de 0B  est identique à une expérience statique.

I.4.3.b. Rotation MAS

Dans le cas d’une rotation d’un cristal à l’angle magique (MAS),
°=θ=θ 73,54MASVAS , alors 0)(cosP MAS2 =θ  et 187)(cosP MAS4 −=θ  .
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Après simplification des équations obtenues pour la rotation VAS, on déduit de (I.80) et

(I.84),

0HVMAS)1(
c,r =ω    , (I.88)

et,

HVMAS)2(
c,rω 2
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De même pour une transition symétrique (I.86) devient,
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Enfin pour la transition centrale on obtient de (I.87),
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Il est possible de réécrire cette expression sous la forme proposée par Müller [20]

Après développement de l’équation (I.91) et après avoir remplacé les « 1
2sin β  » par des

« 1
2cos1 β−  » dans ),(f 111 βα  (I.60), on obtient,

{ 1
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où,
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I.5. Spectres de poudre

Dans les chapitres II et III nous allons étudier des échantillons sous forme de

poudre. Dans une poudre, les axes principaux du gradient de champ électrique de

chaque petit cristal sont orientés de façon aléatoire par rapport au champ magnétique B0.

Les fréquences de transition ne sont plus uniques mais dépendent de la distribution des

angles d’Euler 11 et βα  de l’axe de la turbine par rapport à chaque référentiel (ΣPAS)

pour une mesure à l’angle magique. Ou bien, elles dépendent de la distribution des

angles d’Euler α et β du champ B0 par rapport à chaque référentiel (ΣPAS) pour un

échantillon statique.

D’après Man (p3843 [11]), Narita et collaborateurs [19] la condition de

résonance ω(α, cosβ) définit une surface dans l’espace à trois dimensions de variables α

et cosβ. Les points critiques de cette surface sont obtenus en résolvant le système

d’équations suivant,
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où r et s sont les coordonnées d’un point critique. Ces points critiques définissent des

points singuliers et des discontinuités dans les spectres. La nature de ces points est

donnée par le signe du Wronskien,
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ω∂=    . (I.95)

Si D est positif, le point (r, s) correspondra à un point singulier ; dans le cas contraire

c’est une discontinuité. Cette méthode ne nous indiquant pas la forme de la raie, nous

devons effectuer une simulation numérique.

Nous avons mis au point un programme informatique « Project1 » (voir CD

fourni avec le rapport de thèse) permettant de simuler des spectres de poudre dans

différents cas de figures : échantillon statique (1er et 2nd ordres de l'interaction

quadrupolaire), échantillon en rotation MAS ou en rotation VAS à haute vitesse (2nd

ordre de l'interaction quadrupolaire).
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I.5.1. Pour une paire de raies satellites

Nous avons vu précédemment que pour un échantillon en rotation à l’angle

magique à haute vitesse, la correction au premier ordre est nulle (I.88). Par conséquent,

nous nous intéresserons uniquement à un échantillon statique.

Les calculs numériques de la forme des raies sont basés sur la sommation des

signaux de résonance pour chaque orientation. Pour obtenir un nombre suffisant

d’orientation, les deux angles d’Euler sont redéfinis par(j),

300...,,0poù
300

pcoset
300

p2 ==βπ=α    , (I.96)

et η prend une valeur constante. Pour chaque valeur de α  on détermine les valeurs de

βcos . On tire de l’équation (I.54) pour une transition entre deux niveaux consécutifs,

l’expression sur laquelle sont effectués les calculs numériques,

αβη+−β=
ω

=
−Ω

ω −− 2cossin1cos3
b

4
)m21(3

22
statique)1(

m,1m

Q

statique)1(
m,1m    . (I.97)

De cette dernière équation (I.97) et en résolvant le système d’équations (I.94), on

obtient les valeurs des points critiques ijy  (Tab. I.3) ainsi que la forme d’une raie

satellite (Fig. I.9). Les valeurs limites pour α et cosβ sont : 2π ≥ α ≥ 0 et 1 ≥ cosβ ≥ 0

car on remarque que cosβ est au carré.

Les spectres de poudre d’une paire de raies satellites en fonction de η sont

donnés à la figure I.10. Ils sont obtenus à l’aide du programme informatique

« Project1 » fourni avec le rapport de thèse. Nous avons choisi le cas d’un échantillon

statique avec un couplage quadrupolaire au premier ordre puis nous avons fait varier le

paramètre d’asymétrie η  de 0 à 1 par pas de 0,1.

                                                
(j) Comme l'angle solide élémentaire est dΩ = sinβdβdα = −d(cosβ)dα [voir aussi équation (I.65)], la

sommation s'effectue sur α et cosβ. Cette procédure numérique est aussi utilisée pour simuler le spectre

de poudre d'une raie centrale d'un échantillon statique ou en rotation (MAS ou VAS) à haute vitesse.
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Tab. I.3 : Solutions et natures des points critiques pour une raie satellite d’un échantillon statique.
Solution Nature du point

)1(y11 η−−= point singulier

)1(y12 η+−= discontinuité

2y13 = discontinuité

12y 11y 0 13y

b
0ω−ω

Fig. I.9 : Spectre de poudre d'une raie
satellite. Le paramètre b est défini par

4)m21(3 Q −Ω .
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0 0,2

0,4

0,7

1

Fig. I.10 : Spectres de poudre simulés d’une paire de raies satellites d’un échantillon statique, pour des
valeurs de η allant de 0 à 1 par pas de 0,1.



I.5. Spectres de poudre
35

I.5.2. Pour la raie centrale

I.5.2.a. Cas d’un échantillon statique

De l’expression de statique)2(
21,21−ω  (I.72) on déduit que,

( ) a
4
3)1I(I

2
3

statique)2(
2/1,2/1

0

2
Q

statique)2(
2/1,2/1 −− ω

=





 −+

ω
Ω

−

ω

),(Ccos),(Bcos),(A 24 ηα+βηα+βηα=    .

(I.98)

Les valeurs des points critiques ijy  et les spectres de poudre sont obtenus comme

précédemment en utilisant la relation ci-dessus et le système (I.94) dans le cas d’un

échantillon statique. La première équation du système (I.94) donne.

),(A2
),(Bcos

0cos
0

cos 2

statique)2(
2/1,2/1

ηα
ηα−=β

=β
⇒=

β∂
∂ω−    , (I.99)

par factorisation de la seconde équation 0
statique)2(

2/1,2/1 =
∂α

∂ω− , nous obtenons les conditions

suivantes,

0)cos1(2cos3cos91
1cos0cos1

12cos02sin

22

22

=β−αη+β+
=β→=β−

±=α→=α
   . (I.100)

En combinant les conditions précédentes on détermine les valeurs des points critiques

(Tab. I.4). Notons que nous retrouvons les valeurs obtenues par Narita et

collaborateurs [19]. La forme de la raie centrale dans le cas d’un échantillon statique est

représentée sur la figure I.11.

Les spectres de poudre simulés de la raie centrale d’un échantillon statique en

fonction de η sont donnés à la figure I.13. Ils sont obtenus à l’aide du programme

informatique « Project1 » fourni avec le rapport de thèse. Le programme utilise

l'équation (I.98).
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12y11y
13y sy 0 21y 22y

η >
1
3

η <
1
3

a
0ω−ω

a
0ω−ω

Fig. I.11 : Spectre de poudre de la raie

centrale dans le cas d’un échantillon

statique. Le paramètre a est défini par

( ) 0
2

Q 2
4
3)1I(I3 ωΩ 



 −+− .

Tab. I.4 : Solutions, validité et natures des points critiques pour la raie centrale d'une poudre statique.
Solution Validité Nature du point

y11
21

24
3= − +( )η discontinuité

y12
21

24
3= − −( )η

η >
1
3

3
1<η

discontinuité

point singulier

y13
21

3
1= − −( )η η >

1
3

point singulier

ys = −
1
6

2η discontinuité

y21

2
3

1= −( )η point singulier

y22

2
3

1= +( )η discontinuité
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I.5.2.b. Cas d’un échantillon en rotation MAS

On procède de même dans le cas d’un échantillon en rotation à l’angle magique à

grande vitesse, on utilise l’équation (I.92)

( )




 −+

ω
Ω

−

ω−

4
3)1I(I

2
3

0

2
Q

HVMAS)2(
2/1,2/1

a

MAS)2(
2/1,2/1−ω

=

),(Fcos),(Ecos),(D 11
2

11
4

1 ηα+βηα+βηα=    . (I.101)

De cette dernière relation et du système (I.94), nous pouvons calculer les points

critiques ijy . La première équation donne,

),(D2
),(Ecos

0cos
0

cos
1

1
1

2

1

1

HVMAS)2(
2/1,2/1

ηα
ηα−=β

=β
⇒=

β∂
∂ω−    . (I.102)

De même, par factorisation de la seconde équation 0
1

HVMAS)2(
2/1,2/1 =

∂α
∂ω− , nous obtenons les

conditions suivantes :

0)cos1(2cos7cos213

1cos0cos1
12cos02sin

1
2

11
2

1
2

1
2

11

=β−αη−β−

=β→=β−

±=α→=α

   . (I.103)

En combinant les conditions précédentes, on détermine les valeurs des points critiques

(Tab. I.5). La forme de la raie centrale dans le cas d’un échantillon en rotation MAS à

haute vitesse est représentée sur la figure I.12. Les spectres de poudre simulés de la raie

centrale d’un échantillon en rotation MAS à haute vitesse en fonction de η sont

donnés à la figure I.13. Ils sont obtenus à l’aide du programme informatique

« Project1 » fourni avec le rapport de thèse. La largeur des spectres MAS de la raie

centrale est réduite d'un facteur 3 à 4 par rapport à la largeur des spectres statiques de la

raie centrale.
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Tab. I.5 : Solutions, validité et natures des points critiques pour la raie centrale d'une poudre en rotation
à l'angle magique à haute vitesse.

Solution Validité Nature du point

η >
3
7

discontinuité
y11

21
48

15 6 7= − +( )η η

7
3<η point singulier

y12
21

48
15 6 7= + +( )η η discontinuité

y13

2
7

= η >
3
7

point singulier

ys = +
1
2

1
1
6

2( )η discontinuité

y21
21

14
1= +( )η point singulier

y22
21

14
1= −( )η discontinuité

12y11y
13y sy21y22y0

a
0ω−ω

a
0ω−ω

7
3>η

7
3<η

Fig. I.12 : Spectre de poudre

de la raie centrale dans le cas

d’un échantillon en rotation à

l'angle magique à haute

vitesse. Le paramètre a est

défini par

( ) 0
2

Q 2
4
3)1I(I3 ωΩ 



 −+− .
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0
0,2

0,4

0,7

1

Fig. I.13 : Superposition des spectres de poudre simulés de la raie centrale pour un échantillon statique
et en rotation à l'angle magique à haute vitesse (spectres grisés) pour des valeurs de η allant de 0 à 1.



CHAPITRE I : Interaction quadrupolaire
40

Nous donnons, à la figure I.14, deux spectres du Vanadium-51 dans une poudre

de NH4VO3, l’une statique et l’autre en rotation MAS. La largeur du spectre MAS est

réduite d'un facteur 16 par rapport à la largeur de raie du spectre statique. Donc

l'interaction dominante n'est pas l'interaction quadrupolaire au second ordre.

Fig. I.14 : Spectres du vanadium-51 obtenus avec une impulsion dans une poudre de NH4VO3 obtenus à 26,32
MHz (ASX100) (a) échantillon statique, (b) échantillon en rotation à 6 kHz. Fenêtre spectrale de 100 kHz (a) et
de 24 kHz (b). Durée de l’impulsion 2 µs et D0 = 10 s. NS = 5800 (a) et 6500 (b). Largeur à mi-hauteur 18 kHz
(a) et 1,5 kHz (b).
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η

VASθ 0 0,3 0,6 1

0°

30°

50°

70°

90°

Fig. I.15 : Spectres de poudre simulés de la raie centrale pour un échantillon en rotation (VAS) à haute vitesse,
pour des valeurs de η allant de 0 à 1 et pour plusieurs angles θVAS.
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I.5.2.c. Cas d’un échantillon en rotation VAS

Notons simplement que dans le cas d’un échantillon en rotation VAS, nous

avons utilisé la relation (I.87) pour simuler les spectres de poudre (Fig. I.15) à partir du

programme informatique « Project1 ». On trouve d’autres expressions dans la

littérature : Lefebvre et collaborateurs [18] ainsi que Ganapathy et collaborateurs [21]

pour η = 0. A la différence de la rotation MAS, ici l’angle VASθ  est quelconque.

Nous avons vu que la rotation à l’angle magique ne permet pas d’éliminer la

totalité des effets anisotropes induits par l’interaction quadrupolaire au second ordre

(I.89)-(I.93). Ce problème a suscité l’étude de la rotation VAS qui a permis le

développement des méthodes DAS (Dynamic Angle Spinning) et DOR (Double

Rotation) (Chmelka p97-120 [22]). La première consiste à combiner deux rotations

successives d’un seul rotor de telle sorte que les effets en P4 et en P2 (I.82) se

compensent. La seconde consiste à faire une double rotation autour de deux axes

21 et θθ  d'un rotor contenant un autre rotor pour réaliser la condition

0)(cosP)(cosP 2412 =θ=θ .
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I.6. Echos et anti-échos de Hahn d'un système de spins
3/2 dans un cristal en rotation à l’angle magique à
haute vitesse

I.6.1. Description de l’évolution d’un système de spins par
l’opérateur densité

Pour décrire l’évolution d’un système de spins pendant la séquence d’échos de

Hahn représentée à la figure I.16, on utilise l’opérateur densité (chapitre I, tome II) et

l’ordre des cohérences (p = r – c). L’hamiltonien )b(H  du système de spins

correspondant au temps 2τ  entre les impulsions et au temps 4τ  lors de la détection est

exprimé dans le référentiel tournant (ΣOBS) par,
HVMAS)2(

QCS
)b( HHH +=    , z0

iso
CSCS IH ωδ−=    , (I.104)

où iso
CSδ  est le déplacement chimique isotrope(k). Rappelons que l’interaction

quadrupolaire du premier ordre est nulle du fait de la rotation à haute vitesse du cristal.

L’expression analytique de HVMAS)2(
QH est inconnue mais elle est définie à partir

l’équation (I.89),

cHcrHr HVMAS)2(
Q

HVMAS)2(
Q

HVMAS)2(
c,r −=ω    . (I.105)

L’hamiltonien )a(H  pendant les impulsions ( 31 tett ) est,

statique)1(
Q

)1(
R

)a( HHH +=    . (I.106)

                                                
(k) Nous rappelons que la polarisation des couches électroniques par le champ magnétique 0B

"
 ainsi que le

mouvement de précession propre des électrons induisent, à l’emplacement du noyau, un petit champ

supplémentaire inhomogène. La fréquence de résonance est alors déplacée d’une petite quantité que l’on

appelle le déplacement chimique car lié à l’environnement du noyau, il permet de distinguer les

différentes espèces chimiques d’un même noyau. Ce terme d’écrantage électronique est décrit par

l’Hamiltonien CSH  décomposé en deux contributions une partie isotrope : le déplacement chimique

isotrope iso
CSδ  (tenseur d’ordre zéro); et une partie anisotrope : l’anisotropie de déplacement chimique

(tenseur symétrique de trace nulle). Ce dernier terme est moyenné lorsque l’échantillon est en rotation à

l’angle magique à haute vitesse.
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FIDT 23τ29
7 τ

bE

2τ
1t 3t2τ

)a(H )b(H )a(H )b(H

aE
cE

4τ

Fig. I.16 : Séquence d’impulsions, hamiltoniens et échos de Hahn pour la transition centrale d’un spin
3/2. Les échos cba EetE,E  représentent la refocalisation en cohérence –1Q des cohérences à la
résonance 1Q, –3Q et Q3±  générées par la première impulsion.

En effet les deux durées d’impulsions 31 tett  sont courtes par rapport à l’inverse de la

vitesse de rotation du cristal, on peut considérer que durant les temps 31 tett  le cristal

semble statique. C’est-à-dire pendant les durées 31 tett  l’interaction est indépendante

du temps.

Pour un système de spins I = 3/2 soumis aux interactions définies par (I.104), les

déplacements des raies HVMAS
2p,2p −ω  associés à l’ordre de cohérence )2323(3p −↔= ,

)2121(1p −↔= , )2121(1p ↔−−=  et )2323(3p ↔−−=  sont,

0
iso
CS21,21

iso)2(
21,21

HVMAS
23,23

0
iso
CS21,21

iso)2(
21,21

HVMAS
21,21

0
iso
CS21,21

iso)2(
21,21

HVMAS
21,21

0
iso
CS21,21

iso)2(
21,21

HVMAS
23,23

3
9
73

3
9
73

ωδ+ζ−ω−=ω

ωδ+ζ+ω=ω

ωδ−ζ−ω−=ω

ωδ−ζ+ω=ω

−−−

−−−

−−−

−−−

   , (I.107)

où,

[ ] ),(f5r34)1I(I18
360
1r 111

2

0

2
Q

r,r βα−−+






ω
Ω

=ζ −    . (I.108)

Ce dernier paramètre, contrairement à iso)2(
21,21−ω  et à 0

iso
CSωδ , dépend des deux premiers

angles d'Euler via la fonction f1. Pour un échantillon en poudre, ce paramètre présente
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une distribution de valeurs. En revanche, iso)2(
21,21−ω  et 0

iso
CSωδ  gardent la même valeur

quelle que soit la forme de l'échantillon. On peut écrire plus simplement l’équation

(I.107),

0
iso
CS

HVMAS)2(
2p,2p

HVMAS
2p,2p p ωδ−ω=ω −−    . (I.109)

On va étudier la dynamique du système de spins de l’équilibre thermodynamique

à la période de détection. A l’état initial l’opérateur densité est zI)0( =ρ  (I.183, tome II)

et l’ordre de la cohérence est p = 0. A la fin de la première impulsion l’opérateur densité

est(l),
†

1
†

11 T)tiexp(T)0(T)tiexp(T)t( ΩρΩ−=ρ    . (I.110)

Pour un spin I = 3/2, l’opérateur densité a la représentation matricielle suivante,

23212123 −−

=ρ )t( 1
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−
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−

−
−

−−−
+

−
+

−
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−
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+

−
−
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)t(I)t(I)t(I)t(Ii
)t(I)t(I)t(Ii)t(I
)t(I)t(Ii)t(I)t(I

)t(Ii)t(I)t(I)t(I

23
21

21
23

1
23,23

z1
23,21

1
23,21

1
23,23

y

1
23,21

1
21,21

z1
21,21

y1
21,23

1
23,21

1
21,21

y1
21,21

z1
21,23

1
23,23

y1
21,23

1
21,23

1
23,23

z

   ,

(I.111)

où [ ]c,r
q11

c,r
q I)t(Tr)t(I ρ=  indique un état hors équilibre de cohérence de phase entre

deux états r  et c . Les représentations matricielles des opérateurs c,r
xI  et c,r

yI

exprimés dans la base des états propres de zI  sont,

                                                
(l) Pour simplifier l'écriture nous utilisons ρ  au lieu de Rρ  pour désigner un opérateur densité. Comme

nous l’avons vu à l’équation I.160 (tome II), la dynamique d’un système de spins I = 3/2 soumis aux

interactions définies en (I.106), est décrite par,

)tiHexp()0()tiHexp()t( 1
)a(

1
)a(

1 ρ−=ρ    .

Mais la matrice associée à )a(H  n’est pas diagonale, il n’est pas possible analytiquement de déterminer

directement l’exponentiel de cette matrice. Pour résoudre ce problème nous utilisons la matrice diagonale

des valeurs propres Ω  et la matrice des vecteurs propres T de )a(H  qui sont reliées par,

THT )a(†=Ω    .
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Les éléments )t(I 1
c,r

±  sont des cohérences à )cr( −%  quanta ou Q)cr( −% ,

[ ] [ ]c,r
y1

c,r
x11

c,r I)t(iTrI)t(Tr)t(I ρ±ρ=±    . (I.113)

Comme nous l’avons vu au paragraphe I.6.1 (tome II), les éléments diagonaux )t(iiρ  de

la matrice (I.111) sont des nombres réels qui représentent la population des spins dans

l’état i . Les autres éléments sont des cohérences. Les éléments de la deuxième

diagonale )t(ii−ρ  sont les cohérences à la résonance, ce sont des nombres complexes

imaginaires purs. En effet pour une impulsion +X, à la résonance, il n’y a que la

composante en yM  du vecteur aimantation, sa composante xM  est nulle (Fig. I.10,

tome II). Les autres éléments sont des cohérences hors résonance, ce sont des nombres

complexes correspondant aux deux composantes du vecteur aimantation (Fig. I.10, tome

II).

Pour être en accord avec le formalisme des transitions MQ, on décompose la

matrice (I.111) en sept matrices simples )t( 1pρ  définies dans le tableau I.6,

∑
−=

ρ=ρ
3

3p
1p1 )t()t(    . (I.114)
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De plus on se limite aux cohérences à la résonance développées à la fin de la première

impulsion. L’équation (I.114) se réduit à la somme de quatre termes )t( 1
S
pρ ,

∑
−−

ρ=ρ
3,1,1,3

p
1

S
p1

S )t()t(    , (I.115)

où )t( 1
S
pρ  ne contient que l’élément 

2
p

2
p

p −ρ  de la matrice correspondante )t( 1pρ .

En particulier )t()t( 131
S

3 ±± ρ=ρ  et,
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Tab. I.6 : Représentation matricielle des composantes de l’opérateur densité )t( 1ρ  à la fin de la
première impulsion pour un spin I = 3/2, 1t  est la durée de la première impulsion et p est l’ordre de
cohérence. Pour déterminer les matrices correspondant à p < 0, nous avons la relation

)t()t( 1
†

p1p −= ρρ .
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A la fin du temps 2τ  entre les impulsions, l’opérateur densité devient,

)iHexp()t()iHexp(),t( 2
)b(

3,1,1,3

p
1

S
p2

)b(
21

S τ







ρτ−=τρ ∑

−−

   . (I.118)

La représentation matricielle de )b(H  étant une matrice diagonale,

),t( 21
S τρ = A 
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p )t( A*   , (I.119)

avec,

A































=














 +δτ−














 +δτ−














 +δ−τ−














 +δ−τ−

−

−

2/3
Q2

2/1
Q2

2/1
Q2

2/3
Q2

H
2
3i

H
2
1i

H
2
1i

H
2
3i

e000

0e00

00e0

000e

   ,

(I.120)

où 0
iso
CSωδ=δ  et kHkH HVMAS)2(

Q
k
Q =  et A* est la matrice complexe conjuguée de A.

Comme les éléments des exponentiels sont des nombres, on obtient,

( )2/3
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Q2 HH3ie

−−+δ−τ− 0 0 0

0 ( )2/1
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Q2 HHie
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p )t(    . (I.121)

A partir des équations (I.105) et (I.109), on obtient,
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Les effets de la seconde impulsion sur l’opérateur densité ),t( 21
S τρ  sont décrits

par,
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Pendant la période de détection 4τ , l’opérateur densité devient,
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I.6.2. Localisation des échos et des anti-échos de spins de
Hahn

On observe la cohérence p = –1 de la transition centrale lors de la détection du

signal :

2
1),t,,t(

2
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4321
S ττρ−
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21,214321

S iexp
2
1)t,,t(

2
1

−ωτ−τρ−=    . (I.128)

L'élément de matrice 
2
1)t,,t(

2
1

321
S τρ−  est celui de l’opérateur densité )t,,t( 321

S τρ

à la fin de la seconde impulsion. A partir de l’équation (I.125), on peut réécrire

l’équation (I.128) de la façon suivante,
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Les quatre ordres de cohérence (–3, –1, 1 et 3), présents à la fin de la première

impulsion, contribuent à la cohérence p = –1 de la transition centrale lors de la période

de détection.

Pour p = 1, comme HVMAS
21,21

HVMAS
21,21 −− ω−=ω  on obtient un écho localisé à 24 τ=τ

dont l’expression est,
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Cet écho est représenté sur la figure I.16 par le symbole aE . L'amplitude de cet écho à

24 τ=τ  est 
2
1)t,t(

2
1

31
S
1ρ− . Elle devient indépendante de HVMAS

21,21−ω . En injectant

l’équation (I.126) dans l’équation (I.130) on obtient :
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Cette équation indique que la seconde impulsion refocalise en écho la cohérence

associée au seul élément non nul de la matrice )t( 1
S
1ρ , c’est-à-dire la cohérence avec p

= 1 de la transition centrale générée par la première impulsion :
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2
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1
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S
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−−=−ρ . Nous le nommerons  l’écho 1Q ( 24 τ=τ ).

Pour p = –1, l'équation (I.129) devient :
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On n'observe pas d’écho mais un anti-écho localisé à 24 τ−=τ . L'amplitude de cet anti-

écho est 
2
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2
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1−ρ−  alors que celle de l'écho 1Q ( 24 τ=τ ) est
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1ρ− . La seconde impulsion refocalise en anti-écho la cohérence associée

au seul élément non nul de la matrice )t( 1
S

1−ρ , c’est-à-dire la cohérence avec p = −1 de

la transition centrale générée par la première impulsion :
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Pour p = 3, l'équation (I.129) devient :
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Un écho situé à 24 3τ=τ  et deux anti-échos situés à 24 3τ−=τ  et à 9/7 24 τ−=τ  sont

prédits. Ils représentent la refocalisation de la cohérence avec p = 3 générée par la

première impulsion : )t(Ii
2
3)t(

2
3

1
23,23

y1
S
3

−−=−ρ . De plus, ils ont la même

amplitude 
2
1)t,t(

2
1

31
S
3ρ− . Nous les nommerons respectivement l’écho 3Q

( 24 3τ=τ ), l'anti-écho 3Q ( 24 3τ−=τ ) et l'anti-écho 3Q ( 9/7 24 τ−=τ ).

 L’écho 3Q ( 24 3τ=τ )   est représenté sur la figure I.16 par cE . Son expression

est :
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Son amplitude est modulée en phase par un facteur de la forme { }2iexp φτ−  où la phase

φ dépend de iso)2(
21,21−ω  et 21,21−ζ .

 L'anti-écho 3Q ( 24 3τ−=τ )   a pour expression :
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Sa phase dépend de iso
CSδ  et 21,21−ζ .

 L'anti-écho 3Q ( 9/7 24 τ−=τ )   a pour expression :
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Sa phase dépend de iso
CSδ  et iso)2(

21,21−ω .

Pour p = –3, l'équation (I.129) devient :
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Deux échos situés à 9/7 24 τ=τ  et à 24 3τ=τ  et un anti-écho situé à 24 3τ−=τ  sont

prédits. Ils représentent la refocalisation de la cohérence avec p = –3 générée par la

première impulsion : )t(Ii
2
3)t(

2
3

1
23,23

y1
S

3
−

− =ρ− . De plus, leur amplitude est

2
1)t,t(
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31
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3−ρ− . Nous les nommerons respectivement l’écho −3Q ( 9/7 24 τ=τ ),

l'écho −3Q ( 24 3τ=τ ) et l'anti-écho −3Q ( 24 3τ−=τ ).

 L’écho –3Q ( 24 3τ=τ )   est représenté sur la figure I.16 par cE . Son expression

est :
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Sa phase dépend de iso
CSδ  et 21,21−ζ .

 L’écho –3Q ( 97 24 τ=τ )   est aussi représenté sur la figure I.16 par bE . Son

expression est :
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Sa phase dépend de iso
CSδ  et iso)2(

21,21−ω .
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 L'anti-écho −3Q ( 24 3τ−=τ )   a pour expression :
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Sa phase dépend de iso
CSδ  et 21,21−ζ .

Parmi les phases φ ci-dessus, seulement celle de l’écho –3Q ( 97 24 τ=τ ) et celle

de l'anti-écho 3Q ( 9/7 24 τ−=τ ) dépendent de deux termes isotropes indépendants de

l'état de l'échantillon (cristal ou poudre). Les facteurs de phase














 ωδ+ω−τ± − 0

iso
CS

iso)2(
21,212 9

34
9
20iexp      sont à la base du développement de la

méthodologie MQ-MAS.

En procédant de la même façon que pour un spin 3/2, on peut déterminer la

localisation et l’amplitude des échos et des anti-échos de spins de Hahn pour des spins

5/2, 7/2 et 9/2. Il suffit pour chaque spin de déterminer le système (I.107) équivalent

puis de reprendre la démonstration du paragraphe I.6.2. Nous indiquons au tableau I.7 la

localisation des échos impliqués dans la méthodologie MQ-MAS pour différents spins

ainsi que la phase φ.
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Tab. I.7 : Localisations )( 24 ττ  et modulation de phase )(φ  des échos observés en MQMAS (chapitre

III) pour les spins 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2 en fonction des transitions multiple-quanta (pQ). Les anti-échos

associés aux échos ne sont pas indiqués ; ils se trouvent en 24 ττ−  et sont modulés en phase φ− .

iso)2(
2/1,2/1−= ωω  est le déplacement quadrupolaire du 2nd ordre du centre de gravité du spectre et
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CHAPITRE II :
Quantification du gradient de champ électrique dans les
supercages d'une zéolithe Y par la RMN du xénon-131

Certaines propriétés des zéolithes peuvent être interprétées en considérant

l’existence d’une distribution de champ électrique créée par la charpente chargée

négativement et les cations compensateurs de charges. Comme nous l’avons vu au

premier chapitre, il est possible d’accéder au gradient de champ électrique par le biais de

l’interaction quadrupolaire qui résulte de l’interaction entre le moment quadrupolaire

électrique nucléaire eQ et la fluctuation du gradient de charge électrique (§ I.1).

Rappelons que le moment quadrupolaire électrique est une propriété des noyaux

possédant un spin supérieur à 1/2. Nous basant sur les nombreux résultats obtenus par

RMN du xénon-129 (I = 1/2) du xénon adsorbé dans les zéolithes, nous avons choisi

d’utiliser le xénon-131 (I = 3/2).

Le xénon-131 a un noyau quadrupolaire ; son abondance naturelle est de 21,2%, sa

fréquence de résonance est faible (32,8 MHz pour un champ magnétique de 9,4 Tesla) et

son moment quadrupolaire est Q = – 0,12.10–28 m². Sa sensibilité de détection est plus

faible que celle du xénon-129 d’un facteur 10 (129Xe / 13C = 31,8 ; 131Xe / 13C = 3,31).

La RMN du xénon-131 a été principalement appliquée à l’étude des phases

liquides isotropes et à celle des cristaux liquides anisotropes afin d’obtenir des

informations sur la relaxation due à la fluctuation du gradient de champ électrique et sur

le couplage quadrupolaire moyen [1-5]. En 1999, le xénon-131 a été utilisé pour des

aérogels [6]. De plus il a fait l’objet d’étude en phase gazeuse pour examiner les espaces

vides macroscopiques [7-11] (interaction avec les surfaces de verre…). La RMN du xénon-

131 dans le cas d’échantillons à l’état solide a été très peu étudiée : Cho et

collaborateurs [12] ont utilisé le xénon sous forme solidifié et récemment Moudrakovski

et collaborateurs [13] ont utilisé le xénon comme sonde pour les espaces vides dans l’état

solide (β–quinol, Clathrate). Notons que la technique de polarisation des gaz a été

appliquée sur le xénon-131 [7,8,11,14].

Les premiers spectres du xénon-131 que nous avons enregistrés sont inutilisables.

En effet la déformation de la ligne de base du spectre nous empêche de distinguer le

signal. Cette déformation provient de signaux parasites qui sont dus à la vibration de la
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sonde, appelée « ringing » (§. II.1.1). Nous avons dû développer une séquence

d’impulsions composite [15], la « séquence ringing » (§. II.1.2), capable d’éliminer les

effets du ringing (§. II.1.3).

Afin de déterminer le gradient de champ électrique dans les zéolithes nous avons

choisi deux méthodes basées sur la RMN du xénon-131.

La première méthode utilise la nutation du xénon-131. En effet, la raie du xenon-

131 étant symétrique, elle ne permet pas de déterminer le GCE en analysant la forme de

la raie obtenue avec une impulsion. Nous développerons la dynamique d’un système de

spins soumis à la séquence ringing et détaillerons le cas d'un spin I = 3/2 (§. II.2.1). Nous

calculerons numériquement la réponse des spins 3/2 excités par une impulsion et par la

séquence ringing en tenant compte de l’interaction quadrupolaire au premier ordre

pendant les impulsions. Pour cela nous avons mis au point un programme informatique

valable pour tous les spins demi-entiers et pour des échantillons sous forme de poudre (§.

II.2.2). Ce programme calcule l’intensité de la raie centrale en fonction de la durée

d’impulsion ; les autres paramètres sont le spin, l’amplitude du champ radiofréquence

rfω , le paramètre d'asymétrie η  et la constante de couplage quadrupolaire e²qQ/h (m). En

effet, l’intensité de la raie centrale dépend du rapport entre e²qQ/h et rfω . Il suffit ensuite

d’enregistrer une série de spectres en fonction de la durée d’impulsion. La constante de

couplage quadrupolaire est alors obtenue en ajustant l’intégrale de la raie centrale de

chaque spectre avec l’expression théorique de l’intégrale de la raie centrale. A l’aide de

ce programme informatique nous déterminerons l’intensité simulée de la raie centrale

après une impulsion +X et après la séquence ringing pour quelques rapports

rfh/qQ²e2 ωπ  (§. II.2.3). Pour vérifier la validité du programme, nous le testerons avec

des échantillons modèles pour lesquels l’interaction quadrupolaire est connue (§. II.2.4).

La seconde méthode est basée sur la comparaison des déplacements chimiques du

xénon-129 et du xénon-131. En effet on associe la différence des déplacements chimiques

au gradient de champ électrique. Dans la première partie du paragraphe II.3, nous

rappellerons les propriétés du xénon-129, ainsi que les nombreuses applications du

xénon-129 en RMN (§. II.3.1).

                                                
(m) Nous avons noté la constante de couplage quadrupolaire χ dans le programme informatique (§. II.2.2 et

II.2.3). Mais dans la partie expérimentale (§. II.4 et II.5) nous noterons la constante de couplage

quadrupolaire QC  pour être en accord avec le paramètre ηQC  utilisé dans le chapitre III.
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La suite du paragraphe II.3 sera consacrée à la description des échantillons et à la

technique d’adsorption des gaz (§. II.3.5). Après une introduction sur les zéolithes NH4Y

(§. II.3.2), nous décrirons les traitements que nous leur ferons subir afin de changer le

gradient de champ électrique : désalumination (§. II.3.3) et échange des cations

compensateurs ammonium par des lanthanes (§. II.3.4).

Nous enregistrerons alors les spectres du xénon-129 et du xénon-131 de ces

différents échantillons pour plusieurs pressions de xénon adsorbé. Par comparaison des

déplacements chimiques des deux isotopes pour un échantillon et pour une pression

données, nous évaluerons les valeurs de la constante de couplage quadrupolaire QC  (§.

II.4.1 et II.4.2).

Nous utiliserons, ensuite, la méthode de nutation. Pour chacun des échantillons

nous étudierons la nutation du xénon-131, puis à l’aide du programme informatique nous

simulerons la valeur de QC  (§. II.5).

Enfin, nous conclurons en comparant les valeurs de QC  obtenues par les deux

méthodes RMN du xénon-131. A partir de ces valeurs nous déterminerons pour la

zéolithe d’origine le gradient de champ électrique (§. II.6).
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II.1. Elimination des signaux parasites créés par le
« ringing » de la sonde

Nous avons entrepris l’étude du gradient de champ électrique dans la zéolithe Y

en utilisant l’isotope xénon-131 du gaz xénon adsorbé. Les premières mesures ont

montré l’apparition de signaux parasites de forte intensité qui viennent masquer celui du

xénon-131 (Fig. II.1.a). Ces signaux parasites sont dus aux effets du ringing. Il est donc

nécessaire de chercher une séquence d’impulsions capable d’annuler complètement les

signaux parasites qui déforment la ligne de base du spectre.

II.1.1. Effet du ringing sur un spectre

Le ringing n’apparaît que pour les basses fréquences de résonance. Il est produit

par la vibration de la sonde créée par une impulsion. Il dépend de l’amplitude du champ

magnétique statique et du champ radiofréquence. La fréquence de résonance du xénon-

131 étant faible (32,8 MHz pour un champ magnétique de 9,4 Tesla) le ringing est donc

présent sur les spectres.

Cette vibration génère une oscillation amortie provoquant l’apparition de signaux

parasites et la distorsion de la ligne de base du spectre. Le ringing dépend de la phase de

l’impulsion. Pour résoudre ce problème on a pris comme hypothèse que le ringing d’une

impulsion est indépendant du ringing des impulsions antérieures. Dans le cas d’une

séquence à deux impulsions, chaque impulsion génère son propre ringing. Mais les

effets du ringing de la deuxième impulsion restent inchangés, quelle que soit la

première impulsion, alors que le FID (Free Induction Decay) est déterminé par la

succession des deux impulsions. De cette différence entre le FID et les effets du ringing,

il est possible d’éliminer les effets du ringing par un cycle de phases.
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Fig. II.1 : Spectres du xénon-131 (I = 3/2) du xénon adsorbé dans une zéolithe Y. Les spectres ont été
enregistrés sur un spectromètre Bruker MSL400 à 32,8 MHz : (a) après une impulsion, (b) après la
séquence ringing, la durée t des impulsions variant de 2 à 30 µs par pas de 2 µs, NS = 2800 et
D0 = 0,3 s.
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II.1.2. Elaboration de la séquence d’impulsions « ringing »

Zhang et collaborateurs [15] ont cherché une séquence permettant l’élimination

des effets du ringing. Dans le cas d’une impulsion, l’alternance de la phase du récepteur

ou celle de l’impulsion éliminent aussi bien le ringing que le FID (Tab. II.1 et II.2). En

effet dans une première expérience, ils ont utilisé une impulsion +X de 90° et ont placé

le récepteur de la même façon. La polarité du ringing et celle du FID sont positives.

Puis dans une seconde expérience, ils n’ont pas touché au récepteur mais ils ont généré

une impulsion −X de 90°, provoquant le changement de signe de la polarité du ringing

et du FID. Après ces deux expériences la somme des effets du ringing et celle des FID

sont nulles (Tab. II.1).

Ils ont obtenu le même résultat en recommençant les deux expériences, mais

cette fois c’est la phase du récepteur qui passe de +X à −X tandis que la phase de

l’impulsion reste à +X (Tab. II.2).

Tab. II.1 : Phases et représentation d’une séquence à une impulsion ± X de 90° ; phases du récepteur ;
polarités du ringing et du FID.

Phases Polarités
Expériences

Impulsion P1 Récepteur Ringing de P1 FID

1 +X +X + +

2 −X +X − −

Somme des polarités : expérience 1 + expérience 2 0 0

P1(+X) FID P1(−X)

FID
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Tab. II.2 : Phases et représentation d’une séquence à une impulsion ± X de 90° ; phases du récepteur ;
polarités du ringing et du FID.

Phases Polarités
Expériences

Impulsion P1 Récepteur Ringing de P1 FID

1 +X +X + +

2 +X –X − −

Somme des polarités : expérience 1 + expérience 2 0 0

P1(+X) FID P1(+X)

FID

Tab. II.3 : Phases et représentation d’une séquence à deux impulsions ± X de 180° puis de 90° ; phases
du récepteur ; polarités du ringing et du FID.

Phases Polarités
Expériences

Impulsion P1 Impulsion P2 Récepteur Ringing de P1 Ringing de P2 FID

1 +X +X +X + + −

2 +X −X −X − + −

Somme des polarités : expérience 1 + expérience 2 0 + −

P1(+X) P2(+X) P1(+X) P2(−X)

FID FID
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Ils ont essayé d’appliquer une impulsion de 180° puis une impulsion de 90° en

utilisant les phases indiquées dans le tableau II.3. Le FID est détecté, mais le ringing dû

à la seconde impulsion ne s’annule pas.

Ils sont donc passé à trois impulsions de 90° suivant les phases mentionnées dans

le tableau II.4. Dans ce cas la succession de quatre expériences permet d’annuler

totalement le ringing et d’observer un FID. Afin d’éliminer les effets du ringing, nous

allons nous servir de cette séquence d'impulsions, que nous appellerons « séquence

ringing ». Les séquences de Zhang et collaborateurs contenaient aussi des impulsions ±

Y qui nécessitent des matrices complexes pour décrire H(±Y) (II.7 et II.8). Nous avons

remplacé les impulsions ±Y par ±X afin de simplifier l’écriture du programme

informatique (§. II.2.2). Le programme d’impulsions de cette séquence, utilisé sur un

spectromètre Bruker MSL400, est donné à la figure II.2.

Tab. II.4 : Phases et représentation d’une séquence à 3 impulsions ± X de 90° ; phases du récepteur ;
polarités du ringing et du FID.

Phases Polarités
Expériences Impulsion

P1

Impulsion

P2

Impulsion

P3

Récepteur Ringing

de P1

Ringing

de P2

Ringing

de P3

FID

1 −X +X +X +X − + + +

2 −X +X −X −X + − + +

3 +X +X −X +X + + − +

4 +X +X +X −X − − − +

Somme des polarités pour les quatre expériences : 0 0 0 +

P1 P2 P3

t t t
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;PPMRING5.PC

PROT F1 F2 XT « Protection des voies de l’émetteur »
START, 50U

10U
VD ]RGATE1PLS@1F[ « Impulsion de durée VD donnée sur la voie F1 avec
VD ]RGATE2PLS@1F[ la phase en cours et pointée par PLS1, PLS2 et PLS3 ;
VD ]RGATE3PLS@1F[ RGATE : laisse le récepteur fermé »
D3 ]STA[ « Temps mort puis début de l’acquisition »
D0 « Durée entre deux acquisitions »
++PLS1
++PLS2 « Incrémente les phases des impulsions »
++PLS3

GOTO START

BEGIN LISTS « Phases des impulsions et du récepteur »
PLS1, –X –X X X –Y –Y Y Y X X –X –X Y Y –Y –Y
PLS2, X X X X Y Y Y Y –X –X –X –X –Y –Y –Y –Y
PLS3, X –X –X X Y –Y –Y Y –X X X –X –Y Y Y –Y
RLS, X –X X –X Y –Y Y –Y –X X –X X –Y Y –Y Y
END LISTS
; RECEIVER MODE : RPN « Autorise l’utilisation des phases de la liste pour le récepteur »
; TRIGGER MODE : NT « Mode d’acquisition négatif pour le flanc de déclenchement (trigger)

l’acquisition commence après la durée D3 »

Fig. II.2 : Programme d’impulsions de la séquence ringing sur un spectromètre Bruker MSL400.

II.1.3. Apport de la séquence d’impulsions « ringing »

L’enregistrement des spectres du 131Xe, après une impulsion (Fig II.1.a) et après

la séquence ringing (Fig II.1.b), permet d’observer les effets que produit cette séquence

sur les spectres.

L’échantillon est une zéolithe NaY placée dans une ampoule scellée de diamètre

extérieur 1 cm et de longueur 1,5 cm. Cette ampoule est placée au centre d’une bobine

"selle de cheval" dont le diamètre est de 1 cm et d’une longueur de 2 cm. La pression de

xénon adsorbé est de 700 Torr. Dans les deux cas, les spectres ont été enregistrés en

faisant varier la durée d’impulsion t de 2 à 30 µs par pas de 2 µs. Notons que dans tout

le chapitre II, le nombre d’accumulation sera noté NS et la durée entre deux acquisitions

D0.

Comparons les figures II.1.a et II.1.b pour la même durée d’impulsion t. Nous

remarquons que pour une impulsion +X la ligne de base est déformée par les effets du

ringing. Dans ce cas il est difficile d’interpréter les spectres. Au contraire, la ligne de
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base reste pratiquement linéaire pour la séquence ringing ; il est possible de distinguer

le signal. La séquence ringing a bien éliminé les effets du ringing.

Notons qu’il est possible d’utiliser une séquence d’écho de spin pour éliminer les

effets du ringing [16-20]. Mais la séquence ringing nécessite d’optimiser seulement la

durée d’impulsion t (cette durée étant identique pour les trois impulsions), alors que la

séquence d’écho de spin nécessite l’optimisation des deux durées d’impulsion (qui ne

sont pas nécessairement identiques) et de la durée entre les impulsions. Signalons enfin

que Speight et collaborateurs [21] ont éliminé les effets du ringing en protégeant

l’échantillon dans la sonde par un écran en cuivre.
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II.2. Dynamique d’un système de spins I = 3/2 excité par
la séquence d'impulsions ringing

II.2.1. Etude théorique par la matrice densité

Dans ce paragraphe nous allons étudier la dynamique d’un système de spins I =

3/2 excité par la séquence d’impulsions ringing [22]. Nous avons vu au chapitre

précédent qu’un spin nucléaire I ≥ 1 (c’est le cas du 131Xe, I = 3/2) possède un moment

quadrupolaire électrique eQ qui interagit avec le gradient de champ électrique (GCE)

environnant. Ce couplage, appelé interaction quadrupolaire HQ, est défini au premier

ordre pour un échantillon statique par (§. I.4.1),

)]1I(II3[
3
1H 2

zQ
statique)1(

Q +−ω=    , (II.1)

où le couplage quadrupolaire ωQ est défini par,

{ }αβη+−βΩ=ω 2cossin1cos3
4
3 22

QQ    , (II.2)

!)1I2(I2
qQe2

Q −
=Ω    . (II.3)

Les angles d’Euler α  et β  décrivent l’orientation du champ magnétique statique B0

dans le système d’axes propres du tenseur du GCE ; η est le paramètre d'asymétrie de ce

tenseur.

Comme nous l’avons remarqué au paragraphe I.6.4.d du tome II, le signal ou la

tension induite dans une bobine par la composante tournante de l’aimantation après une

impulsion +X d’angle − 2π  est proportionnel à,

)t(M y { }yR I)t(tr !γρ=    , (II.4)

où la matrice densité )t(Rρ  caractérise complètement le système de spins dans le

référentiel tournant (ΣOBS). L’hypothèse des hautes températures nous permet d’écrire à

l’équilibre thermodynamique (avant l’impulsion) (§. I.6.4.c, tome II),

=ρ )0(R zI)0( ≈ρ    . (II.5)
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Pour simplifier la notation, nous omettons par la suite l'indice R et écrivons

simplement ρ(t) au lieu de ρR(t). La dynamique d’un système de spins I excités par une

impulsion +X est décrite par la matrice densité ρ(t) (§. I.6.4.a, tome II),

)tiHexp()0()tiHexp()t( )x()x( ρ−=ρ    , (II.6)

où,
statique)1(

Qxrf
)x( HIH +ω−=    , (II.7)

ωrf/2π est l’amplitude du champ radiofréquence. Comme statique)1(
QH  peut être beaucoup

plus grande que ωrf, on tient compte alors de statique)1(
QH  pendant l’impulsion. Dans le cas

d’une impulsion −X, on a :
statique)1(

Qxrf
)x( HIH +ω=−    . (II.8)

La matrice densité associée ρ'(t) est

)tiHexp()0()tiHexp()t(' )x()x( −− ρ−=ρ    . (II.9)

La matrice densité totale )t3(sρ  correspondant à la séquence d’impulsions

ringing est (voir la phase du récepteur dans le tableau II.4) :

)t3()t3()t3()t3()t3( 4321s ρ−ρ+ρ−ρ=ρ    , (II.10)

où pour l’expérience 1 :

)t2iHexp()tiHexp()0()tiHexp()t2iHexp()t3( )x()x()x()x(
1

−− ρ−−=ρ

)t2iHexp()t(')t2iHexp( )x()x( ρ−=    ; (II.11)

pour l’expérience 2 :

)0()tiHexp()tiHexp()tiHexp()t3( )x()x()x(
2 ρ−−−=ρ −−

)tiHexp()tiHexp()tiHexp( )x()x()x( −−×

)t(')tiHexp()tiHexp( )x()x( ρ−−= −

)tiHexp()tiHexp( )x()x( −×    ; (II.12)

pour l’expérience 3 :

)tiHexp()t2iHexp()0()t2iHexp()tiHexp()t3( )x()x()x()x(
3

−− ρ−−=ρ

)tiHexp()t2()tiHexp( )x()x( −− ρ−=    ; (II.13)

pour l’expérience 4 :

)t3iHexp()0()t3iHexp()t3( )x()x(
4 ρ−=ρ

= ρ(3t)   . (II.14)
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Mais la représentation matricielle G de H(x) dans la base des états propres de Iz

n’est pas diagonale. Analytiquement il est impossible de déterminer l’exponentielle de

cette matrice. Pour résoudre ce problème, nous déterminons la matrice des valeurs

propres Ω et celle des vecteurs propres U de H(x)
, reliées par :

Ω = U†GU   , (II.15)

où «†» indique la matrice transposée. Du paragraphe I.6.1, on peut réécrire ρ(t) dans

(II.6) sous la forme :

ρ(t) = Uexp(−iΩt)U† ρ(0)U exp(iΩt)U†   . (II.16)

Pour une impulsion −X, la matrice des valeurs propres de H(−x) est identique à celle de

H(x), mais ce n’est pas le cas de la matrice des vecteurs propres qui sera notée U3.

Il est possible de passer d’une matrice densité ρ(t), correspondant à une

impulsion +X, à la matrice densité ρ'(t, ϕ), correspondant à une impulsion j déphasée

d’un angle trigonométrique ϕ par rapport à l’impulsion +X. Pour cela nous calculons

d’abord la matrice densité ρ(t). Puis, pour obtenir la matrice densité ρ'(t, ϕ), nous

multiplions chaque élément matriciel de ρ(t) par exp(−ipϕ) où p est l’ordre de la

cohérence [23].

En fait, les équations (II.6), (II.9), (II.11)-(II.14) sont formelles. Pour les deux

impulsions ±X suivantes, la matrice représentant H(±x) doit être remplacée par la matrice

des valeurs propres et par la matrice des vecteurs propres comme nous l’avons fait

précédemment pour la première impulsion +X (II.16). Alors ρ1(3t), ρ2(3t), ρ3(3t) et

ρ4(3t) deviennent respectivement :

ρ1(3t) = Uexp(−iΩ2t)U† ρ'(t, π)Uexp(iΩ2t)U†   , (II.17)

ρ2(3t) = U3exp(−iΩt)U3† Uexp(−iΩt)U† ρ'(t, π)

x Uexp(iΩt)U† U3exp(iΩt)U3†   , (II.18)

ρ3(3t) = U3exp(−iΩt)U3† ρ(2t)U3 exp(iΩt)U3†   , (II.19)

ρ4(3t) = ρ(3t)   . (II.20)

L'intensité du FID est

)t3(M y { }ys I)t3(tr !γρ=    . (II.21)

Nous allons traiter le cas spécifique d'un système de spins I = 3/2. Du paragraphe

III.1.1 du tome II et de l’équation (II.1), nous déterminons les matrices associées à xI ,

zI  et statique)1(
QH  :
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Iz    , (II.22)



















ω
ω−

ω−
ω

=

Q

Q

Q

Q

statique)1(
Q

000
000
000
000

H    . (II.23)

La forme matricielle G de H(x) devient :





















ωω−
ω−ω−ω−

ω−ω−ω−
ω−ω

=

Qrf

rfQrf

rfQrf

rfQ

2/300
2/30

02/3
002/3

G    . (II.24)

Pour obtenir Ω et U, nous transformons d’abord la matrice G en une matrice à deux

blocs N. Pour cela, il faut la multiplier par deux matrices b† et b :



















−
−

=

1001
0110
0110
1001

2
2b    , (II.25)

N = b†Gb 





















ωω−
ω−ω−ω−

ω+ω−ω−
ω−ω

=

Qrf

rfrfQ

rfQrf

rfQ

2/300
2/300

002/3
002/3

   .

(II.26)

La diagonalisation des deux blocs de N permet d’obtenir la matrice totale des

valeurs propres Ω, ainsi que la matrice totale des vecteurs propres U et son inverse U†

(§. II.6.1, tome II). La matrice U est le produit de deux matrices, U = bS, où S est une

matrice à deux blocs contenant les vecteurs propres provenant de la diagonalisation, par

bloc, de N. La matrice densité d'un système de spins I = 3/2 à la fin de la première

impulsion X est de la forme indiquée sur la figure II.3. Les éléments de cette matrice
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représentent les valeurs des différentes transitions possibles (voir cohérence (n) : §. I.6.1,

tome II). Pour un spin 3/2, les ordres de cohérence p sont les suivants :

0 1 2 3
1 0 1 2
2 1 0 1
3 2 1 0

−
− −
− − −

Pour les éléments de ρ(t) situés au-dessus de la diagonale principale (de la forme ±x −

iy) p est positif, alors que pour les éléments situés en dessous de la diagonale principale

(de la forme ±x + iy) p est négatif. Par exemple pour la transition −1 2 3 2/ /"

l’ordre de la cohérence est p = −1/2 − 3/2 = −2.

ρ(t) =


















′′

′
′

−
−

−−

E
B
D
T

B
F
A
D

D
A
F
B

T
D
B
E

23
21

21
23

23212123

Fig. II.3 : Forme générale (§. I.6.1, tome II) d’une matrice densité d’un spin I = 3/2. Les éléments de la
diagonale principale (E, F, E , F ) sont des nombres réels représentant la polarisation le long de l’axe
z. Les éléments de l’autre diagonale principale (T, A, T , A) sont des nombres imaginaires purs. Les
éléments restant sont des nombres complexes du type x ± iy ou – x ± iy (« X »  indique le  nombre
complexe conjugué et « X' » indique que la partie réelle est négative). Les diagonales secondaires ( B' ,
A, B et B' , A, B ) donnent l’intensité du signal des transitions à un quantum (A et A celles de la
transition centrale (α) et B, B’ et leurs complexes conjugués, les transitions satellites (β’ et β)). Les
éléments restant sont caractéristiques des transitions à deux quanta (D, D' ...) et à trois quanta (T, T ).

                                                
(n) Les cohérences décrivent toutes les possibilités d’échanges de population de spin. L’ordre p d’une

cohérence correspond à la différence ∆m des nombres quantiques magnétiques des états concernés. La

valeur absolue de l’ordre de la cohérence indique le nombre de quanta liés à la transition entre les

différents états.
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On peut en effet passer d’une impulsion +X à une impulsion −X par un

déphasage ϕ = π ; de même on passe à une impulsion ±Y par un déphasage ϕ = ±π/2.

Pour ces transformations, on utilise la matrice densité ρ'(t, ϕ) suivante :




















ϕ−
ϕ−
ϕ−

ϕ

ϕ−
ϕ−′

ϕ
ϕ

ϕ−′

ϕ
ϕ′

ϕ′

−
−

=ϕρ

−−

E
)iexp(B
)i2exp(D
)i3exp(T

)iexp(B
F

)iexp(A
)i2exp(D

)i2exp(D
)iexp(A

F
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E

23
21

21
23

),t('

23212123

Fig. II.4 : Passage de la matrice densité ρ(t) de la figure II.3 à la matrice densité ρ’(t, ϕ) par un
déphasage ϕ.

II.2.2. Programme informatique de simulation de l’intensité de la
raie centrale

Nous avons mis au point un programme informatique permettant d’évaluer la

constante de couplage quadrupolaire χ (= e²qQ/h) d'une poudre statique dans le cas où

la forme de la raie centrale est symétrique sans structure [22]. Les axes principaux

du GCE de chaque petit cristal sont orientés de façon aléatoire par rapport au champ

magnétique B0 (§. I.5). Ce programme calcule numériquement l’intensité de la raie

centrale d'un spin demi-entier (I > 1/2) excité par une impulsion +X et par la séquence

ringing, en tenant compte de l’interaction quadrupolaire au premier ordre pendant les

impulsions. Il détermine cette intensité en fonction de la durée d'impulsion t, les autres

paramètres sont le spin, le champ radiofréquence, le paramètre d’asymétrie η  et la

constante de couplage quadrupolaire. A partir d'une série d'intensités pour différentes

durées d’impulsion t, on évalue alors la valeur de χ en ajustant l’intégrale de la raie

centrale de chaque spectre avec l’expression théorique.

Le programme informatique a été mis au point avec le logiciel de programmation

Delphi 4. Il est en deux parties. La première partie du programme nous permet de traiter

l’équation (II.10) en suivant la théorie détaillée dans le paragraphe II.2.1
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Fig. II.5 : Programme
informatique permettant de
calculer numériquement
l’intensité du spectre de
poudre de la raie centrale (b)
d'un spin excité par la
séquence ringing en fonction
de la durée d'impulsion t. Elle
dépend du spin, du champ
radiofréquence omegarf, du
paramètre d’asymétrie η , de
la constante de couplage
quadrupolaire χ (a) ; Tau
étant la valeur maximale de la
durée d’impulsion, Pas le
nombre d’incrément et
Tau/Pas la valeur de
l’incrément.

A partir du choix du spin, du champ radiofréquence, du paramètre d’asymétrie

η , de χ et de la durée d'impulsion t (Fig. II.5.a) nous obtenons la valeur de l’élément de

matrice A (associé à la transition centrale, Fig. II.3) en fonction de la durée d'impulsion

t (Fig. II.5.b). Notons qu’il est possible de déterminer l’intensité des raies satellites

(partie réelle et imaginaire, Fig. II.5).

La deuxième partie du programme permet d'extraire la valeur de χ par ajustement

des intensités de la raie centrale (Fig. II.6.d). Cet ajustement est basé sur la méthode

simplex (Press et collaborateurs p408-412 [24]) qui utilise trois paramètres : le champ

radiofréquence, un facteur de normalisation N (intensité expérimentale/intensité

simulée) et χ (valeurs de départ : Fig. II.6.a ; valeurs simulées : II.6.c). La valeur du

champ radiofréquence est évaluée expérimentalement (§. II.2.2.d) et permet de vérifier

la qualité de l’ajustement.
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Fig. II.6 : Programme informatique permettant d'extraire la valeur de χ = k(3) (c) en ajustant (d)
l’intégrale de la raie centrale en fonction de la durée d’impulsion t (b) avec l'expression théorique
calculée à partir des paramètres estimés de départ (a). k(1) = N = facteur de normalisation, k(2) =
champ radiofréquence et SSE = indicateur de convergence.

II.2.3. Intensité simulée de la raie centrale après une impulsion
+X et après la séquence ringing

Nous avons représenté l’intensité de la raie centrale obtenue avec le programme

informatique pour une impulsion +X (Fig. II.7.1) et pour la séquence ringing (Fig.

II.7.2) en fonction de la durée de l’impulsion t (0 à 40 µs) dans le cas d’un spin I = 3/2

et pour plusieurs rapports rf/2 ωπχ  (0, 1, 3, 5, 15 et 25). Nous avons choisi un champ

radiofréquence d’amplitude kHz20)2/(rf =πω , car nous avons utilisé

expérimentalement un champ radiofréquence compris entre 15 et 20 kHz (§. II.6). Dans

le cas d’une impulsion +X, la figure II.7.1 montre que l’intensité du signal est

proportionnelle à t et indépendante de χ pour les faibles valeurs de t (≤ 4 µs), puisque

les six courbes sont confondues. Pour la séquence ringing, l’intensité du signal est

toujours positive et croissante pour les faibles valeurs de t (≤ 4 µs) et cela quel que soit

χ (Fig. II.7.2.a). Mais, elle n'est plus proportionnelle à t. Notons que pour des valeurs
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élevées de χ (≥ 500 kHz) la forme de la courbe f des figures II.7.1 et II.7.2 reste

pratiquement identique.

Dans le cas d’une impulsion, quand 0=χ , l’intensité du signal est maximale

pour une durée d’impulsion s5,12t max µ=  (Fig. II.7.1.a) alors que pour kHz500=χ  le

signal est maximal pour une durée d’impulsion s7t max µ=  (Fig. II.7.1.f). Il est donc

important de bien choisir la durée d’impulsion maxt  lorsque l'on change d'échantillon,

par exemple d’un système sans interaction quadrupolaire telle qu'une solution aqueuse à

un échantillon solide où l’interaction quadrupolaire est forte. L’un des signaux sera

maximal et l’autre nul. Bien que les courbes de la figure II.7.2 soient assez différentes

de celles de la figure II.7.1, nous observons le même phénomène pour la séquence

ringing. Pour 0=χ  nous avons s5,12t max µ=  (Fig. II.7.2.a) alors que pour

kHz500=χ  nous avons s6t max µ=  (Fig. II.7.2.f). Pour une impulsion, les courbes

correspondant aux extrêmes 0=χ  et kHz500=χ  ont la forme sinusoïdale (Fig.

II.7.1.a et II.7.1.f). Dans le cas de la séquence ringing ces mêmes courbes (Fig. II.7.2.a

et II.7.2.f) ressemblent plutôt à des courbes en cloches.

Pour des faibles rapports 2πχ/ωrf (Fig. II.7, courbes a, b, c), la variation de

l'intensité du signal en fonction de la durée d'impulsion t est beaucoup plus importante

pour la séquence ringing que pour la séquence à une impulsion. En d'autres termes, la

séquence ringing permet une détermination plus précise de χ de faible valeur.
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Fig. II.7 : Intensité de la raie centrale du spectre de poudre d'un spin I = 3/2 en fonction de la durée
d'impulsion t (0 à 40 µs) pour une impulsion +X (1) et pour la séquence ringing (2) avec un champ
radiofréquence ωrf/(2π) = 20 kHz, un rapport rf/2 ωπχ  = 0 (a), 1 (b), 3 (c), 5 (d), 15 (e) et 25 (f), et
η = 0.
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II.2.4. Test du programme informatique de simulation
d’intensité

Nous allons tester le programme de simulation d’intensité sur quatre noyaux [22]

(37Cl, 23Na, 87Rb et 129Xe) et cinq échantillons (solution de NaCl, poudres de NaNO3,

NaNO2 et RbNb2O5F et du xénon-129 adsorbé dans une zéolithe Y). Le xénon-129 a un

spin I = 1/2.

Dans les exemples suivants, afin d’évaluer l’amplitude du champ radiofréquence

(paramètre indicatif de la validité de nos simulations) on enregistre une série de spectres

du noyau étudié d'une solution aqueuse pour des valeurs croissantes de la durée

d’impulsion. D'après la durée 2t π  correspondant à l’intensité maximale du signal, on en

déduit la valeur du champ radiofréquence avec la relation suivante (chapitre I du tome

II),

2
t 2rf

π=ω π    . (II.27)

A titre indicatif, un champ radiofréquence de 50 kHz d'amplitude génère une durée

d’impulsion s5t 2 µ=π . Les bobines solénoïdes utilisées pour exciter les spins des cinq

échantillons ont 1 cm de diamètre et 3,5 cm de longueur.

II.2.4.a. Nutation du chlore-37 dans NaCl

La fréquence de résonance du chlore-37 étant très proche de celle du xénon-131,

nous utiliserons ce noyau dans une solution de NaCl pour évaluer la valeur du champ

radiofréquence lors des expériences de nutation du xénon-131 (§. II.5). La solution se

trouve dans une petite boule de 65 mm3 placée au centre du solénoïde.

Les figures II.8.a et II.8.b sont les spectres du chlore-37 dans une solution de

NaCl, spectres obtenus respectivement avec une impulsion et avec la séquence ringing.

Dans les deux cas, nous retrouvons bien les courbes 1.a et 2.a de la figure II.7 pour

0CQ = . Comme s13t 2 µ=π , nous en déduisons que ωrf/(2π) = 19,2 kHz.
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Fig. II.8 : Spectres du chlore-37 à 32,6 MHz (spectromètre Bruker MSL400) dans une solution de NaCl
(1M) obtenus avec une impulsion (a) et avec la séquence ringing (b). La durée d’impulsion t varie de 1 à
26  µs par pas de 1 µs, NS = 128 et D0 = 1 s.

II.2.4.b. Nutation du sodium-23 dans NaNO3

La poudre de NaNO3 est mise dans un tube en téflon de diamètre 0,8 cm et de

longueur 3,5 cm. Elle est placée au centre du tube sur une longueur de 0,5 cm. Nous

avons enregistré les spectres du sodium-23 avec la séquence ringing en faisant varier la

durée d’impulsion t de 2 à 60 µs par pas de 2 µs. Le champ radiofréquence est estimé à

23,31 kHz. Les spectres de la figure II.9.a ont été séparés pour bien montrer la variation

de l’intensité des raies en fonction de la durée d’impulsion.

L’ajustement de l’intégrale de chacun des spectres expérimentaux à l’aide du

programme informatique nous donne un champ radiofréquence de 23,37 kHz et

kHz354CQ =  pour 0=η . Nous trouvons une valeur proche de celles obtenues par

Man [25,26] : kHz336CQ =  pour 0=η  et par Pound [27] : kHz334CQ = . La

différence entre notre valeur et ces deux valeurs représente environ 6% de QC .

(a) (b)
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Fig. II.9 : (a) Spectres du sodium-23 à 105,8 MHz
(spectromètre Bruker MSL400) dans une poudre de
NaNO3 obtenus avec la séquence ringing. La durée
d’impulsion t varie de 2 à 60 µs par pas de 2 µs, NS
= 16 et D0 = 100 s, le champ radiofréquence est
estimé à 23,31 kHz avec la durée d’impulsion 2/tπ

d’une solution NaCl. (b) ♦  valeurs de l’intégrale
des spectres expérimentaux et –– courbe du
meilleur ajustement de l’intégrale des spectres
expérimentaux avec un champ radiofréquence de
23,37 kHz, η = 0 et QC  = 354 kHz.
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II.2.4.c. Nutation du sodium-23 dans NaNO2

La poudre de NaNO2 est mise dans un tube en téflon de diamètre 0,8 cm et de

longueur 3,5 cm. Elle est placée au centre du tube sur une longueur de 0,5 cm. Nous

avons enregistré les spectres du sodium-23 avec la séquence ringing en faisant varier la

durée d’impulsion t de 1 à 30 µs par pas de 1 µs. Le champ radiofréquence est estimé à

23,31 kHz.

L’ajustement de l’intégrale de chacun des spectres expérimentaux à l’aide du

programme informatique nous donne un champ radiofréquence de 23,62 kHz et

kHz995CQ =  pour 0=η . Nous trouvons une valeur proche de celle de Man [28] :

MHz1,1CQ =  pour 1,0=η . La différence entre ces deux valeurs représente 10% de

QC .

(µµµµs)

(a)

(b)



CHAPITRE II : Quantification du GCE par la RMN du Xénon-131
82

Fig. II.10 : (a) Spectres du sodium-23 à 105,8 MHz
(spectromètre Bruker MSL400) dans une poudre de
NaNO2 obtenus avec la séquence ringing. La durée
d’impulsion t varie de 1 à 30 µs par pas de 1 µs, NS
= 64 et D0 = 1 s, le champ radiofréquence est
estimé à 23,31 kHz avec la durée d’impulsion 2/tπ

d’une solution NaCl. (b) ♦  valeurs de l’intégrale
des spectres expérimentaux et ––  courbe du
meilleur ajustement de l’intégrale des spectres
expérimentaux avec un champ radiofréquence de
23,62 kHz, η = 0 et QC  = 995 kHz.
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II.2.4.d. Nutation du rubidium-87 dans RbNb2O5F

La poudre de RbNb2O5F (structure pyrochlore) est mise dans un tube en téflon de

diamètre 0,8 cm et de longueur 3,5 cm. Elle est placée au centre du tube sur une

longueur de 0,5 cm. Nous avons enregistré les spectres du rubidium-87 (Fig. II.11) avec

la séquence ringing en faisant varier la durée d’impulsion t de 1 à 21 µs par pas de 2 µs.

Le champ radiofréquence est estimé à 12,8 kHz.

L’intégration de chacun des spectres expérimentaux et l’ajustement à l’aide du

programme informatique nous donne un champ radiofréquence de 13,37 kHz et

kHz4,441CQ =  pour 1=η  [29]. Le rapport rfQ /C2 ωπ  est de 33 ; il est supérieur à

celui de la courbe 2.f de la figure II.7 qui est de 25.

(µµµµs)

(a)

(b)
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Fig. II.11 : (a) Spectres du rubidium-87 à 130,8 MHz (spectromètre Bruker MSL400) dans une poudre de
RbNb2O5F (structure pyrochlore) obtenus avec la séquence ringing. La durée d’impulsion t varie de 1 à
21 µs par pas de 2 µs, NS = 64 et D0 = 1 s, le champ radiofréquence est estimé à 12,8 kHz avec la durée
d’impulsion 2/tπ  d’une solution RbCl. (b) ♦  valeurs de l’intégrale des spectres expérimentaux et ––
courbe du meilleur ajustement de l’intégrale des spectres expérimentaux avec un champ radiofréquence
de 13,37 kHz, η = 1 et QC  = 441,4 kHz.

II.2.4.e. Nutation du xénon-129 du gaz xénon adsorbé dans une zéolithe Y

Le xénon-129 possédant un spin I = 1/2 n’est pas sensible au gradient de champ

électrique ; il devrait donner CQ = 0. Le xénon gaz est adsorbé dans une zéolithe NH4Y

(que l'on nommera ZY , §. II.3.3) compressée à environ une tonne. La pastille a la

forme d'un cylindre de diamètre 0,8 cm et de hauteur 0,8 cm. Elle se trouve au centre

d’une ampoule scellée de diamètre extérieur 1 cm et de longueur 3 cm (§. II.3.5). La

pression d’équilibre de gaz xénon adsorbé est d’environ 2000 Torr). Les figures II.12.a

et II.12.b représentent respectivement les spectres du xénon-129 obtenus avec une seule

impulsion et avec la séquence ringing. Dans les deux cas nous avons enregistré les

spectres en faisant varier la durée d’impulsion de 2 à 22 µs par pas de 2 µs. On retrouve

bien les courbes simulées du gradient de champ électrique nul de la figure II.7.1.a pour

une impulsion et de la figure II.7.2.a pour la séquence ringing.

De plus l’intégration de chacun des spectres expérimentaux et l’ajustement à

l’aide du programme informatique nous donne : pour une impulsion un champ

radiofréquence de 20,2 kHz, kHz0CQ =  pour 0=η  et pour la séquence ringing un

champ radiofréquence de 19,8 kHz, kHz1,2CQ =  pour 0=η . On considère que cette

valeur correspond à l'erreur sur l'estimation de CQ.

(µµµµs)

(a) (b)
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Fig. II.12 : Spectres du xénon-129 (I = 1/2) du xénon adsorbé dans l’échantillon ZY  pour différentes
durées d'impulsion t de la séquence ringing (de 2 à 24 µs par pas de 2 µs) : (a) une impulsion et (b)
séquence ringing (NS = 1500 et D0 = 20 s, sur un spectromètre Bruker MSL400 à 110,7 MHz). (c) ♦
valeurs de l'intégrale des spectres (a) et ––  courbe du meilleur ajustement avec un champ
radiofréquence de 20,2 kHz, η = 1 et QC  = 0 kHz. (d) ♦  valeurs de l’intégrale des spectres (b) et ––
courbe du meilleur ajustement de l’intégrale des spectres expérimentaux avec un champ radiofréquence
de 19,8 kHz, η = 1 et QC  = 2,1 kHz. (e) spectres du xénon-129 dans les mêmes conditions que les
spectres (a) mais avec D0 = 0,3 s. (f) spectres du xénon-129 dans les mêmes conditions que les spectres
(b) mais avec D0 = 0,3 s.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(µµµµs) (µµµµs)
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Notons qu’il est nécessaire de tenir compte du temps de relaxation lors de

l’enregistrement des spectres. Nous avons enregistré à nouveau les spectres du xénon-

129 avec une impulsion (Fig. II.12.e) et avec la séquence ringing (Fig. II.12.f) mais avec

D0 = 0,3 s au lieu de 20 s. On observe alors que la variation de l’intensité des raies a

changé. En effet si la durée entre deux acquisitions D0 est trop courte, l'intensité des

raies et sa variation en fonction de t sont modifiées. Cette remarque est donc très

importante lors de la simulation des spectres avec le programme informatique.

Ces cinq exemples confirment le bon fonctionnement du programme

informatique. La nutation du xénon-129 nous indique d’une part que l’homogénéité du

champ radiofréquence au niveau de l’échantillon est bonne et donc applicable au cas du

xénon-131 (§. II.5), d’autre part que l’erreur sur la mesure de QC  est d’environ 2 kHz.
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II.3. Techniques et description des échantillons

II.3.1. Déplacement chimique du xénon-129

Rappelons que le xénon-129 possède un spin I = 1/2 ; il est donc susceptible de

donner un signal RMN. Jameson et collaborateurs [30] ont pu déterminer une

corrélation empirique entre le déplacement chimique δ  du gaz xénon et sa densité ρ

(nombre d’atomes ou molécules par unité de volume) sous forme d’un développement

du viriel de la densité :

a. Cas du gaz xénon pur :
2
Xe)XeXe(2Xe)XeXe(10 )T()T()T,( ρδ+ρδ+δ=ρδ −−

3
Xe)XeXe(3 )T( ρδ+ −    . (II.28)

Les coefficients du viriel varient avec la température [31] (le déplacement chimique du

xénon-129 dépend de la température) et sont déterminés expérimentalement,

( )
( ) amagat/ppm1001,0163,0

amagat/ppm1002,0169,0

amagat/ppm04,0548,0

5
)XeXe(3

3
)XeXe(2

)XeXe(1

−
−

−
−

−

±=δ

±−=δ

±=δ

   , (II.29)

où un amagat représente la densité d’un gaz dans les conditions normales, soit
191068,2 ×  molécules/cm3.

b. Cas d’un mélange de gaz xénon et d’un gaz G :

G)GXe(Xe)XeXe(10 )T()T()T,( ρδ+ρδ+δ=ρδ −−    , (II.30)

où 0δ  est la référence (déplacement chimique du xénon extrapolé à pression nulle).

)XeXe(i −δ  et )GXe(i −δ  sont caractéristiques des collisions Xe-Xe et Xe-G. Xeρ  et Gρ  sont

respectivement la densité de xénon et la densité du gaz G.

Afin de caractériser les propriétés physico-chimiques des solides poreux, Ito et

Fraissard [32] ont utilisé comme sonde détectable par RMN le xénon-129 adsorbé. Le

choix du xénon-129 provient de certaines de ces propriétés : gaz inerte, monoatomique,

présentant un important nuage électronique de symétrie sphérique et par-là même très
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sensible à son environnement. En effet toute distorsion de son nuage électronique est

ressentie au niveau du noyau et se traduit par une variation du déplacement chimique.

Son domaine de déplacement chimique est l'un des plus grands, environ 7000 ppm. Il

présente donc toutes les caractéristiques d’une sonde idéale. Plus particulièrement le

xénon-129 possède des propriétés intéressantes par rapport à d’autres gaz rares (hélium-

3, néon-21, argon-40, krypton-83) : il a un spin I = 1/2 (pas de moment quadrupolaire),

son abondance naturelle est de 26 % et sa sensibilité de détection est bonne (2,12.10–2 /
1H et 31,8 / 13C). Signalons enfin que le xénon hyperpolarisé augmente la sensibilité de

détection RMN d’un facteur 1000 [14,33-36]. Cette méthode connaît un très grand succès ;

elle peut être utilisée en flux continu [37,38] et être associée à d’autres techniques RMN
[39-43] telles que l’imagerie RMN [44,45].

Ito et Fraissard [32] ont montré que le déplacement chimique du xénon dans

n’importe quel système est toujours la somme de termes correspondant aux différentes

perturbations auxquelles il est soumis. Par analogie avec les travaux de Jameson, Ito et

Fraissard ont postulé puis vérifié que le déplacement chimique du xénon adsorbé dans

une zéolithe pure est :

∑δ+δ+δ+δ+δ+δ+δ=δ
i

iMXeEsafs0    , (II.31)

où 0δ  est la référence, sδ  est dû aux collisions entre les atomes de xénon et les parois

des pores (c’est une caractéristique de la structure de ces pores). safδ  est lié à la

présence de sites d’adsorption forte (SAF). Eδ  est dû au champ électrique créé par les

cations. Mδ  dépend des propriétés magnétiques du solide (présence éventuelle

d’espèces paramagnétiques). Enfin Xeδ  et ∑δ
i

i  dépendent, respectivement des

collisions xénon-xénon et des collisions entre le xénon et les espèces i qui encombrent

les pores. Le terme sδ , qui caractérise les interactions xénon-surface, est relié à la

dimension et à la forme des pores. Plus précisément sδ  dépend du libre parcours moyen

d des atomes de xénon à l’intérieur du volume poreux. d dépend des dimensions des

cages et canaux, ainsi que de la facilité de diffusion du xénon dans les cristallites. Pour

expliquer cette relation entre sδ  et d, Demarquay et Fraissard [46] ont considéré qu'à

température ambiante, le xénon s’échange rapidement entre deux positions (la surface et

le volume du pore).
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De façon générale, lorsque les collisions xénon-xénon sont distribuées de façon

isotrope (cas des cavités ou canaux larges) la variation de )n(f=δ  (où n est le nombre

d’atome de xénon adsorbé) est une droite (Fig. II.13.1). La pente dn/dδ  est

proportionnelle à la densité locale en xénon et donc inversement proportionnelle au

volume libre interne. Par contre, si les collisions xénon-xénon sont distribuées de façon

anisotrope (cas des canaux étroits) la variation de )n(f=δ  n’est plus linéairement

croissante avec n (Fig. II.13.2). Supposons à présent que la zéolithe contienne des SAF

avec lesquels le xénon interagit plus fortement qu’avec les parois du volume libre (Fig.

II.13.3). Dans ce cas chaque atome de xénon séjourne un temps relativement long sur

ces sites, en particulier à faible concentration. Quand n augmente, δ  décroît par suite de

l’échange rapide entre atomes adsorbés sur les SAF et sur les parois, puis augmente à

nouveau quand les interactions xénon-xénon deviennent prépondérantes. La variation

)n(f=δ  devient alors parallèle à la courbe II.13.1.

Cette technique permet d’obtenir de nombreux renseignements (dimensions et

forme des volumes libres internes des zéolithes, défauts de structure, cristallinité à

courte distance, localisation des cations dans la structure zéolithique, localisation et

dispersion des métaux, distribution des molécules adsorbées sur ces particules… [47-50]).

Plus récemment, elle a été utilisée pour déterminer les coefficients de diffusion intra et

inter cristallites de diverses molécules dans les catalyseurs industriels à base de

zéolithe [51,52].

(1)

(2)

(3)

0

0n→δ

δ

sδ

n

Fig. II.13 : Variations du déplacement chimique du
xénon δ  en fonction du nombre d’atome de xénon
adsorbé n. (1) collisions xénon-xénon distribuées
de façon isotrope ; (2) collisions xénon-xénon
distribuées de façon anisotrope ; (3) présence de
sites d’adsorption forte [50].
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II.3.2. Structure de la zéolithe Y

Les zéolithes constituent une classe bien définie d’aluminosilicates cristallisés

naturels ou synthétiques. Ces composés minéraux sont très utilisés dans l’industrie. Leur

structure est constituée d’un réseau tridimensionnel de tétraèdres SiO4 et AlO4 reliés

entre eux par les atomes d’oxygène. Leur formule générale est Cx/n (AlO2)x (SiO2)y ,

mH2O. Dans le réseau, la charge négative égale au nombre d’Al, est compensée par des

cations échangeables Cn+. Les zéolithes ont des structures poreuses formées de cavités

de dimensions moléculaires où les cations et les molécules adsorbées sont localisés.

Ainsi les zéolithes combinent deux propriétés très importantes en catalyse : ce sont des

tamis moléculaires (sélectivité de forme) et des échangeurs d’ions (propriétés

chimiques). La charpente aluminosilicate comporte une grande quantité de tétraèdres

AlO4
− chargés négativement  qui constituent autant de sites acides potentiels. Chaque

tétraèdre associé à un proton est un site acide réel.

Parmi toutes les zéolithes, la zéolithe Y (Fig II.14) a une importance considérable

dans l’industrie pétrolière (elle représente 50% des catalyseurs de craquage catalytique).

La zéolithe Y possède une structure faujasite (cubique) parfaitement organisée,

parcourue par un réseau tridimensionnel de pores tous identiques (Gottardi et Gallin

p214-222 [53]). La zéolithe Y est formée de 192 tétraèdres (SiO4 ou AlO4) par maille. La

composition typique de la maille est [ ] −+ n
1342582

n
n/58 )SiO()AlO(C , 250H2O. Elle est

constituée de cuboctaèdres, appelés « cages sodalites » ou « β-cage » (tétraèdres SiO4 et

AlO4 se joignent pour former un octaèdre dont les sommets sont tronqués, 8 par maille),

reliés les uns aux autres par des prismes hexagonaux (16 par maille). L’ensemble de ces

cages et prismes hexagonaux forme des cavités polyédriques de 26 faces, des

« supercages » ou « α-cage », (8 par maille) de diamètre 13 Å. Elles sont accessibles par

quatre ouvertures dodécagonales de 7,4 Å de diamètre, ce qui permet l’adsorption de

molécules relativement grosses telles que le triméthylbenzène. La figure II.14 indique

les sites cationiques au sein de la cavité zéolithique. Certains sont localisés dans les

prismes hexagonaux (I) d’autres au niveau des cages sodalite (U, I’, II et II’) et de la

supercage (II*, III, IV et V). Ces sites cationiques représentent les positions privilégiées

qu’occupent les cations compensateurs de charges. Cependant, l’occupation de ces sites

varie en fonction
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Fig. II.14 : Charpente faujasite et position des sites cationiques.

de la nature du cation compensateur de charge (charge, taille), de la température et de

l’état d’hydratation de la zéolithe. Les molécules polaires de petite taille telles que l’eau

peuvent en effet venir se positionner à proximité de ces sites cationiques.

II.3.3. Désalumination d'une zéolithe Y

Le produit de départ est une zéolithe NH4Y (Union Carbide LZY-64) qu’on

nommera par la suite ZY . Les cations compensateurs sont des cations Na+ (30%) et

NH4
+(70%). L’analyse chimique de cette zéolithe nous donne

(NH4)46Na10(AlO2)56(SiO2)136. C’est une zéolithe acide dont l’acidité est liée au taux

d’aluminium d’où l’importance du rapport Si/Al. Plusieurs méthodes permettent de

modifier ce rapport (Scherzer p22-29 [54]). Le gradient de champ électrique étant lié à

la position des atomes dans la zéolithe, si l’on modifie le rapport Si/Al, le gradient de

champ électrique doit aussi varier. L’intérêt pour nous est donc d’obtenir des

échantillons possédant différents gradients de champ électrique.

On commence par une calcination qui provoque dans un premier temps la

déshydratation de la zéolithe (vaporisation de l’eau de l’ultramicroporosité de la

zéolithe), puis dans un second temps une désamination (produisant de l’ammoniac qui

est ensuite éliminé).
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On fait passer alors un courant d’air en présence de vapeur d’eau sur

l’échantillon, ce qui a pour conséquence d’hydrolyser la charpente aluminosilicatée. Les

atomes d’aluminium du réseau associés à des protons sont progressivement extraits de

leur site tétraédrique (coordinence quatre).
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(II.33)

Il se produit une neutralisation des sites hydrolysables par l’hydroxyde Al(OH)3.

Les atomes d’aluminium se déposent donc dans les pores sous forme d’oxyhydroxydes,

migrent et se regroupent plus ou moins selon la température pour former des débris

extra-réseau. Il existe donc des défauts dans la charpente. Ces atomes d’aluminium

extra-réseau ont maintenant un environnement octaédrique (coordinence six).

          
Al (OH)3 + H+ [Y] Al (OH)2

+ [Y] + H2O (II.34)

Enfin la stabilisation de la forme HY obtenue surviendrait par le remplacement

en position tétraédrique des hydrogènes des 4 groupes OH par de la silice qui

proviendrait soit de silice amorphe contenue dans le produit initial, soit de petites

quantités de zéolithe détruite au cours de la calcination.
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Ainsi l’enrichissement en silicium améliore la stabilité de la charpente alors que

l’appauvrissement en Al diminue le nombre de sites acides. Notons que dans le cas de la

désalumination en absence de vapeur d’eau la structure est plus ou moins détruite

suivant la durée du traitement (§. II.3.3.b). Mais ce qui nous intéresse est de modifier le

gradient de champ électrique en modifiant la position des atomes d’aluminium.

II.3.3.a. Préparation des échantillons

Deux protocoles de désalumination ont été choisis [55] :

(1) désalumination en présence de vapeur d’eau ;

(2) désalumination en absence de vapeur d’eau.

Pour chaque traitement nous avons utilisé 5 grammes de zéolithe NH4Y (Si/Al =

2,43) qui se trouve sous forme de poudre blanche. Les traitements sont réalisés dans un

four de longueur 40 cm et de diamètre 6 cm (Fig. II.15). L’échantillon est déposé dans

un tube en pyrex de longueur 44 cm et de diamètre 3,5 cm et est placé près d’une paroi

en verre fritté (paroi perméable au gaz mais imperméable à la poudre). Le courant de

vapeur d’eau provient d’un chauffe ballon et la quantité d’eau vaporisée est d’environ

2,2 ml/min. Notons qu’une pompe péristaltique permet de garder le même niveau d’eau

pendant toute la durée du traitement et donc d’avoir un courant de vapeur d’eau

constant. Les températures du four et de l’échantillon sont mesurées par deux

thermocouples : l’un relié directement au four et l’autre placé sous l’échantillon. On

place de la laine de verre autour du tube en pyrex pour éviter le contact avec les parois

du four et pour limiter les échanges thermiques.
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Fig. II.15 : Dispositif expérimental pour la désalumination d’une zéolithe Y avec de la vapeur d’eau.

Dans un premier temps on règle le four à 300°C pour calciner l’échantillon.

Dans le cas du protocole (1), l’eau est chauffée dans le chauffe ballon pour être à

température d’ébullition. Lorsque le four atteint 300°C on injecte de l’air dans le

chauffe ballon pour produire un courant de vapeur d’eau qui passe sur l’échantillon et

on règle le four à 400°C. On laisse alors le système à 400°C sous vapeur d’eau pendant

une durée variable (1h, 7h, 28h et 36h). Puis, on éteint le four. Lorsque la température

est redescendue à 300°C, on arrête le courant de vapeur d’eau. Les échantillons seront

nommés : h1
eauZY , h7

eauZY , h28
eauZY  et h36

eauZY .

Dans le cas du protocole (2) on règle le four à 400°C. On laisse alors le système à

400°C pendant une durée variable (7h, 14h et 28h). Puis on éteint le four. Les

échantillons seront nommés : h7ZY , h14ZY  et h28ZY .

Notons qu’il faut une heure au four pour atteindre une température de 300°C,

puis 20 minutes pour être à 400°C. Lorsque le four est éteint, il met 50 minutes pour

redescendre à 300°C et environ trois heures pour être à la température ambiante.
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II.3.3.b. Caractérisation par la RMN du silicium-29 et de l’aluminium-27

Nous avons controllé les modifications subies par la zéolithe après les différents

traitements, par RMN du silicium-29 et de l’aluminium-27 de chaque échantillon.

La RMN-MAS de 29Si (I = 1/2) permet d’observer les différents environnements

possibles d'un atome de silicium qui peut être entouré de 4, 3, 2, 1 ou 0 atomes

d’aluminium. Ces environnements sont notés respectivement par Si(4Al), Si(3Al),

Si(2Al), Si(1Al) et Si(0Al) ; leurs déplacements chimiques respectifs sont – 85ppm,

– 90ppm, – 95ppm, – 102ppm et – 106ppm. Par reconstruction du spectre il est alors

possible de calculer le rapport Si/Al de la charpente,

∑

∑
=

n
)nAl(Si

n
)nAl(Si

nI
4
1

I

Al
Si    , (II.36)

où n représente le nombre d’atome d’aluminium entourant un atome de silicium. Cette

formule ne tient compte que des atomes de silicium et des atomes d’aluminium de la

charpente zéolithique. Sur la figure II.16 nous avons représenté les spectres du silicium-

29 des échantillons ZY , h1
eauZY , h7

eauZY , h28
eauZY  et h36

eauZY . L’intensité des différentes

raies varie, indiquant un changement dans la répartition des atomes de silicium et

d’aluminium. Pour l’échantillon d’origine ZY  il y a deux environnements

prépondérants Si(2Al) et Si(1Al). Pour h1
eauZY  on remarque que le nombre des atomes de

silicium Si(2Al) diminue fortement en faveur des atomes de silicium Si(1Al) et Si(0Al).

Ce changement s’accentue pour les échantillons h7
eauZY , h28

eauZY  et h36
eauZY . On note

l’apparition d’une petite raie (vers −110ppm) dû à la formation de silice alumine extra-

réseau. Ces changements d’environnement prépondérant des atomes de silicium

indiquent un changement du rapport Si/Al de la charpente (Tab. II.5).

Tab. II.5 : Rapport Si/Al de la charpente zéolithique initiale et désaluminée par de la vapeur d'eau.

Echantillon ZY h1
eauZY h7

eauZY h28
eauZY h36

eauZY

Si/Al 2,42 3,27 4,01 4,23 4,30
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Fig. II.16 : Spectres MAS (Vrot = 4
kHz) du silicium-29 des échantillons
ZY , h1

eauZY , h7
eauZY , h28

eauZY  et h36
eauZY

à 79,5 MHz (spectromètre MSL400).
La durée de l’impulsion est de 3,3 µs,
NS = 750 à 1000 et D0 = 5 s. La
référence est le TMS.

La figure II.17 présente les spectres du silicium-29 des échantillons ZY , h7ZY ,

h14ZY  et h28ZY . On remarque que les environnements prépondérants Si(2Al) et Si(1Al)

de l’échantillon d’origine ZY  restent les mêmes pour les échantillons h7ZY , h14ZY  et

h28ZY , mais ces différents environnements sont de plus en plus difficiles à distinguer dû

à un élargissement des raies. Cette modification du spectre indique que la structure de la

zéolithe a été en partie amorphisée.
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Fig. II.17 : Spectres MAS (Vrot = 4
kHz) du silicium-29 des échantillons
ZY , h7ZY , h14ZY  et h28ZY  à 79,5
MHz (spectromètre MSL400). La
durée de l’impulsion est de 3,3 µs, NS
= 750 à 1000 et D0 = 5 s. La
référence est le TMS.

La désalumination est en partie confirmée par la RMN-MAS de l’aluminium-27,

où l’on voit bien les différentes coordinations de l’aluminium avant et après traitement

(Fig. II.18 et II.19). Le spectre RMN de l’aluminium-27 de la zéolithe d’origine montre

l’existence d’un seul type d’environnement pour les atomes d’aluminium représenté par

une seule raie à 60 ppm. Cette raie correspond aux atomes d’aluminium

d’environnement tétraédrique tétAl  (atomes d’aluminium de la charpente).

Les spectres des échantillons désaluminés (avec et sans vapeur d’eau) ont

toujours cette raie vers 60 ppm mais aussi une autre vers 0 ppm. Cette dernière

correspond aux atomes d’aluminium d’environnement octaédrique octAl  (atomes

d’aluminium en dehors de la charpente ou extra-réseaux). On remarque de plus sur les

spectres des échantillons désaluminés en présence de vapeur d’eau une raie large qui

indique la présence d’un troisième type d’environnement earglAl  pour les atomes

d’aluminium. Cet environnement peut être tétraédrique déformé (associé à la charpente)

ou pentaédrique (coordinence cinq) [56-59].

D’après Fyfe et collaborateurs [58], si les atomes d’aluminium d’environnement

pentaédrique sont observables par RMN, leur présence se traduit par une raie vers 20/40
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ppm qui est bien séparé de la raie tétAl , alors que les deux raies d’environnement

tétraédrique ne forment en apparence qu’une raie dont le pied est très large [56,58]. Dans

notre cas cette raie large earglAl  se trouve accolée à la raie correspondant aux atomes

d’aluminium d’environnement tétraédrique tétAl . On attribue donc cette raie à un

deuxième type d’atomes d’aluminium d’environnement tétraédrique [59]. La séquence

MQ-MAS appliquée à des échantillons désaluminés h7ZY , h14ZY  et h28ZY  nous a

permis de confirmer l’attribution de cette raie large earglAl  aux atomes d’aluminium

d’environnement tétraédrique (§. III.6.2). Notons que cette troisième raie n’est pas

présente sur les spectres des échantillons désaluminés sans vapeur d’eau (Fig. II.19).

Fig. II.18 : Spectres MAS (Vrot

= 10 kHz) de l’aluminium-27
des échantillons ZY , h1

eauZY ,
h7

eauZY , h28
eauZY  et h36

eauZY  à
130,32 MHz (spectromètre
ASX500). La durée de
l’impulsion est de 1 µs, NS =
800 et D0 = 300 ms. La
référence est Al(NO3)3.
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Fig. II.19 : Spectres MAS (Vrot =
10 kHz) de l’aluminium-27 des
échantillons ZY , h7ZY , h14ZY
et h28ZY  à 130,32 MHz
(spectromètre ASX500). La
durée de l’impulsion est de 1µs,
NS = 800 et D0 = 300 ms. La
référence est Al(NO3)3.

II.3.4. Echange au lanthane d'une zéolithe Y

Afin de modifier le gradient de champ électrique de la zéolithe NH4Y nous allons

échanger les ions monovalents NH4
+ par des ions trivalents La3+ (à partir du nitrate de

lanthane : La(NO3)3,6H2O).

II.3.4.a. Préparation des échantillons

Le protocole d’échange ionique provient de la publication de Herreros et

collaborateurs [60]. Pour un échange stœchiométrique on mélange 25 g de zéolithe

NH4Y dans 300 ml d'une solution aqueuse contenant 11 g de nitrate de lanthane. La

solution est agitée à 75°C pendant 24h, puis filtrée. La poudre obtenue est lavée et mise

à l’étuve à 75°C pendant 24h. Le taux d’échange est déterminé par analyse chimique

des échantillons : 62% des cations initiaux (NH4 et Na), soit environ 11 atomes de

lanthane introduits.

Nous avons effectué deux taux d’échanges cationiques assez différents :
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(1) un taux d’échange de 30% par rapport aux cations NH4 et Na (la moitié de

l’échange stœchiométrique) ; on mélange dans 300 ml d’eau 25 g de zéolithe NH4Y

avec 5,5 g de nitrate de lanthane. On obtient par analyse chimique

(La)5,6(NH4)29(Na)10(AlO2)56(SiO2)136. On nommera cet échantillon %30YLa .

(2) un taux d’échange de 70% par rapport aux cations NH4 et Na, soit 4 échanges

stœchiométriques successifs. On obtient par analyse chimique

(La)13(NH4)7(Na)10(AlO2)56(SiO2)136. On nommera cet échantillon %70YLa .

II.3.4.b. Caractérisation par la RMN du silicium-29 et de l’aluminium-27

La figure II.20 correspond aux spectres du silicium-29 des échantillons ZY ,
%30YLa  et %70YLa . On remarque lorsqu’on passe de l’échantillon ZY  à l’échantillon
%30YLa  puis à l’échantillon %70YLa que la position et la forme des différentes raies

changent avec le traitement. En fait les spectres des échantillons %30YLa  et %70YLa

sont la somme de deux contributions : une partie venant de NH4Y et une partie venant

de LaY [56,61]. Chacune de ces contributions possède quatre environnements d’atomes

de silicium : Si(3Al), Si(2Al), Si(1Al) et Si(0Al).

Le spectre de l’échantillon ZY  correspond à la seule contribution de NH4Y (il y

a quatre environnements et quatre déplacements chimiques). Les spectres %30YLa  et
%70YLa  correspondent aux deux contributions NH4Y et LaY (il y a quatre

environnements et huit déplacements chimiques). On remarque que le spectre de
%70YLa  est mieux résolu que celui de %30YLa , ce qui indique que la contribution de

LaY devient prépondérante sur celle de NH4Y. Ces constatations confirment bien la

substitution d’ammonium par le lanthane.

La figure II.21 correspond aux spectres d’aluminium-27 des échantillons ZY ,
%30YLa  et %70YLa . Ces différents spectres indiquent un seul type d’environnement

pour les atomes d’aluminium représenté par une seule raie à 60 ppm. Cette raie

correspond aux atomes d’aluminium d’environnement tétraédrique tétAl  (atomes

d’aluminium de la charpente). L’échange au lanthane ne modifie donc pas

l’environnement des atomes d’aluminium de la zéolithe initiale ZY .
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Fig. II.20 : Spectres MAS (Vrot = 4
kHz) du silicium-29 des échantillons
ZY , %30YLa  et %70YLa  à 79,5 MHz
(spectromètre MSL400). La durée de
l’impulsion est de 3,3 µs, NS = 750 à
1000 et D0 = 5 s. La référence est le
TMS.

Fig. II.21 : Spectres MAS (Vrot = 4
kHz) de l’aluminium-27 des
échantillons ZY , %30YLa , %70YLa  à
104,2 MHz (spectromètre MSL400). La
durée de l’impulsion est de 1µs, NS =
3000 et D0 = 1 s. La référence est le
Al(NO3)3. ★  bandes de rotation.
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II.3.5. Adsorption du gaz xénon

L’adsorption du gaz xénon est utilisée pour caractériser des solides adsorbants.

Elle permet d’établir une isotherme d’adsorption qui relie la quantité de gaz adsorbé

avec sa pression d’équilibre. L’adsorption est effectuée sur un appareillage

volumétrique (Fig. II.22) composé de trois parties :

(a) Système de pompage : composé d’une pompe à palettes et d’une pompe turbo

moléculaire montées en série. Elles assurent un vide inférieur à 510−  Torr contrôlé par

une jauge de faible pression Penning.

(b) Système de traitement : il est relié au système de pompage. Il est composé d’un

four dont la température est régulée par un programmateur de température. Chaque

échantillon est désorbé à la température ambiante sous vide pendant plusieurs heures

jusqu’à l’obtention d’une pression d’environ 310−  Torr, suivi d’un traitement thermique

sous vide jusqu’à 400°C à raison de 24°C/heure. L’échantillon est maintenu à cette

température sous vide pendant 10 heures. Ensuite on arrête le four.

(c) Système de mesure : Il comprend deux jauges (une de faibles pressions et une de

hautes pressions) et trois ampoules (un porte-échantillon, un réservoir de gaz xénon et

un volume-étalon). La température de cette enceinte est régulée. Le réservoir d’hélium

est utilisé pour mesurer le volume mort de la rampe et le volume de l’échantillon.

On introduit de l’oxygène dans les ampoules de gaz xénon utilisées comme

référence et ceci afin de réduire le temps de relaxation. Les échantillons sont dans des

tubes en pyrex surmontés d’un robinet permettant de changer la pression de xénon entre

deux expériences RMN (Fig. II.23.a). La forme de ces échantillons est choisie en

fonction de la tête de la sonde RMN. Pour les expériences de nutation les échantillons

sont scellés (Fig. II.23.b).
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Fig. II.22 : Schéma de l’appareillage d’adsorption : (1) vanne ; (2) porte échantillon pour le traitement
thermique ; (3) jauge de faible pression ≤ 10-2 Torr ; (4) four ; (5) ampoule de gaz xénon à adsorber ; (6)
ampoule étalon ; (7) porte échantillon pour l’adsorption du gaz xénon ; (8) pompe à vide ; (9) jauge de
pression ≤ 10 Torr ; (10) jauge de pression ≤ 1000 Torr ; (11) réserve d’hélium ; (12) réserve d’oxygène.

(a) (b)

��������������
��������������

��������������
��������������

Petits tubes
en verre

Echantillon

Fig. II.23 : Schémas des ampoules porte-
échantillon : (a) ampoule permettant de
changer la pression de xénon entre deux
expériences RMN ; (b) ampoule scellée pour
la nutation. Les petits tubes de verre (partie
hachurée) permettent de positionner
l’échantillon.
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II.4. Quantification du gradient de champ électrique par
comparaison des déplacements chimiques du xénon-
131 et du xénon-129

Nous avons entrepris de comparer les déplacements chimiques du xénon-129 et

du xénon-131 car d’après l’équation (II.31) la différence de déplacement chimique entre

les deux isotopes provient du terme Eδ  [62]. Rappelons que le terme Eδ  est dû au

gradient de champ électrique créé par les cations et la charpente zéolithique chargée

négativement. Il ne contribue donc pas au déplacement chimique du xénon-129 mais à

celui du xénon-131.

II.4.1. Résultats expérimentaux

Pour tous les échantillons étudiés, les spectres ont été enregistrés sur un

spectromètre Bruker MSL400 avec une simple impulsion pour le xénon-129 et avec la

séquence ringing pour le xénon-131. Les références du xénon-131 et 129 en RMN sont

les positions du gaz xénon extrapolées à pression nulle. La poudre est placée dans une

ampoule de 0,8 cm de diamètre intérieur et d'environ 1cm de hauteur. Cette ampoule

possède un robinet permettant de faire varier la pression de xénon adsorbé (§. II.3.5).

Les bobines RF en forme de selle de cheval ont 1 cm de diamètre et 2 cm de longueur.

Nous utilisons la haute puissance pour le xénon-131 (environ 410 V de tension entre les

deux extremums d'une impulsion), alors que pour le xénon-129 nous utilisons la basse

puissance (environ 270 V). Pour obtenir un bon rapport signal sur bruit, le xénon-131

nécessite beaucoup d’accumulation (NS = 50 000 à 300 000 suivant la pression de

xénon adsorbé) ; tandis que le xénon-129 a une bonne sensibilité (NS = 500 à 1500

suivant la pression de xénon adsorbé).

La figure II.24 regroupe les spectres du xénon-131 (i) et du xénon-129 (ii)

adsorbés dans l’échantillon ZY  pour plusieurs pressions de xénon. L’influence du

couplage quadrupolaire du xénon-131 donne des spectres assez différents de ceux du

xénon-129. En effet, la raie du xénon-131 est beaucoup plus large que celle du xénon-

129 (la largeur à mi-hauteur du xénon-131 est en moyenne de 1500 Hz, alors que celle

du xénon-129 est en moyenne de 250 Hz). De plus la durée du FID du xénon-131 est
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plus courte que celle du xénon-129 (0,5 ms pour le xénon-131 et 5 ms pour le xénon-

129). Le temps de relaxation des deux isotopes n’est pas le même (nous avons pris une

durée D0 de 1s pour le xénon-129 et de 300 ms pour le xénon-131 (o)). L’erreur sur le

déplacement chimique du xénon-129 est estimée à ± 0,5 ppm, alors que celle sur celui

du xénon-131 est ± 3,5 ppm. Notons que ces caractéristiques restent identiques pour

tous les échantillons étudiés.

Fig. II.24 : Spectres du xénon-131 à 32,8 MHz (i) et du xénon-129 à 110,7 MHz (ii) du xénon adsorbé
dans ZY  pour plusieurs pressions de xénon : 415 Torr (a), 660 Torr (b), 835 Torr (c ) et 1005 Torr (d).

La figure II.25 donne la variation des déplacements chimiques 131δ  et 129δ  en

fonction de la concentration de xénon [ ]Xe  pour les deux isotopes dans les échantillons

ZY , h7
eauZY , h28

eauZY , %30YLa  et %70YLa . Ces déplacements chimiques augmentent avec

[ ]Xe . On constate que pour une concentration de xénon [ ]Xe  donnée, 131δ  est plus

faible que 129δ .

                                                
(o) Notons que nous avons testé plusieurs valeurs de D0 pour le xénon-131 (0,5 ms, 1 s et 3 s) mais

l’intensité et la forme du spectre ne change pas.

(i) (ii)
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Comme prévu théoriquement le couplage quadrupolaire décale les raies du

xénon-131 vers des déplacements chimiques plus petits que ceux du xénon-129. En

effet le déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité iso)2(
2/1,2/1−ω  du

spectre est, d’après la relation (I.68), négatif. Nous avons considéré que le paramètre

d’asymétrie η  était nul. On remarque de plus que l'écart entre 131δ  – 129δ  reste constant

quelle que soit la concentration [ ]Xe .

Pour l’échantillon ZY  (Fig. II.25.a) cet écart est de – 4,85 ppm en moyenne.

Comme nous l’avons indiqué au paragraphe II.3 la différence entre 131δ  – 129δ , provient

du terme Eδ  qui correspond au champ électrique. On peut donc considérer que,

ppm82,4E −=δ    . (II.37)

On associe ce terme Eδ  au déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de

gravité du spectre. Donc de l’équation (III.18) déterminons la valeur de ηQC ,

ηQC 1
3h

qQe 22

+η=
[ ]43)1I(I3

40
2

)1I2(I E0

−+
δ−

π
ω

−=    . (II.38)

Notons que dans ce cas QQ CC =η  puisque nous considérons que 0=η . Ainsi,

kHz457CQ =    . (II.39)

Pour les deux échantillons désaluminés h7
eauZY  (Fig.II.25.b) et h28

eauZY

(Fig.II.25.c), la différence entre 131δ  et 129δ  est de – 4,2 ppm et – 4,1 ppm

respectivement. Nous avons donc,

ppm2,4h7
eau,E −=δ    et   ppm1,4h28

eau,E −=δ    . (II.40)

Cette différence est un peu plus faible que dans le cas de ZY . De l’équation (II.38)

déterminons la valeur de QC ,

h7
eau,QC = 426 kHz   et   h28

eau,QC = 421 kHz   . (II.41)
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Fig. II.25 : Déplacement chimique δ  en fonction de la concentration de xénon [ ]Xe  pour les deux
isotopes (! xénon-131 ; " xénon-129) dans les échantillons ZY  (a), h7

eauZY  (b), h28
eauZY  (c), %30YLa  (d) et

%70YLa  (e).

Pour les deux échantillons %30YLa  (Fig.II.25.d) et %70YLa  (Fig.II.25.e), la

différence, 131δ  – 129δ , est respectivement de,

ppm9,2%30
E −=δ    et   ppm8,2%70

E −=δ    , (II.42)

Cette différence est un peu plus faible que dans le cas de ZY . De l’équation (II.38)

nous déterminons la valeur de QC ,

%30
QC = 354 kHz   et   %70

QC = 348 kHz   . (II.43)

(a)

(b) (c)

(d) (e)
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II.4.2. Discussion

Les faibles concentrations en xénon [ ]Xe  correspondent à un atome de xénon

par supercage alors que les fortes valeurs correspondent à deux atomes de xénon par

supercage. Il ne semble pas y avoir d’influence du champ électrique créé par les atomes

de xénon puisque la valeur de Eδ  reste constante.

La valeur de Eδ  varie peu d’un échantillon à l'autre. De plus il n’y a pas de

différence entre les échantillons h1
eauZY  et h28

eauZY , ainsi qu'entre les échantillons %30YLa

et %70YLa . La valeur de Eδ  ne dépend ni de la durée de la désalumination ni du taux

d’échange de lanthane. Quel que soit l’échantillon étudié, la différence Eδ  entre les

déplacements chimiques du xénon-131 et du xénon-129 reste faible, comprise entre −3

et −5 ppm. Nous avons considéré l’interaction quadrupolaire au second ordre. Vu la

faible valeur de Eδ , on pourrait donc penser que l'interaction quadrupolaire au second

ordre est petite. Mais lorsque l’on détermine QC  à partir de Eδ , sa valeur se situe entre

350 et 450 kHz. Ces valeurs ne sont donc pas si négligeables.

Notons que dans les zéolithes HY, le gradient de champ électrique provient des

liaisons OH qui sont peu ioniques. On s'attend donc bien à trouver des valeurs de QC

pas trop élevées. Dans le cas des échantillons désaluminés, la diminution de QC  peut

être attribuée à la présence des atomes d'aluminium extra-réseau qui se polymérisent et

ainsi diminue le gradient de champ électrique vu par les atomes de xénon. Dans le cas

des échantillons échangés aux lanthane, la diminution de QC  peut être attribuée à une

augmentation de l'espace vide dans les supercages. En effet, ces atomes de lanthane

quittent les supercages et migrent dans les cages sodalites [63]. Ainsi les atomes de

xénon voient un gradient de champ électrique plus faible.

Comme la somme des incertitudes sur les déplacements chimiques des deux

isotopes est ± 4 ppm. Cette dernière est quasiment égale aux valeurs de Eδ . Cette

méthode semble ne pas être assez sensible pour ces échantillons, la valeur de Eδ  est

trop proche de l’erreur estimée et ne permet pas de différencier de façon satisfaisante les

échantillons étudiés. Cependant, le principe de cette méthode demeure valable.
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II.5. Quantification du gradient de champ électrique par
nutation du xénon-131

Nous allons utiliser une seconde méthode basée sur la nutation pour déterminer le

couplage quadrupolaire du xénon-131 du gaz xénon adsorbé dans une zéolithe. En

enregistrant des spectres du xénon-131 pour différentes durées d’impulsion de la

séquence ringing et à l’aide du programme informatique nous allons évaluer la valeur

du gradient de champ électrique. La poudre est compressée à environ une tonne ; la

pastille obtenue a la forme d’un cylindre de diamètre 0,8 cm et de hauteur 0,8 cm ; elle

est mise au centre d’une ampoule scellée en verre de diamètre extérieur 1 cm et de

longueur 3 cm (Fig. II.23). Cette ampoule est placée au centre de la bobine solénoïde

dont le diamètre est de 1 cm et d’une longueur de 3 cm. La pression d’équilibre de gaz

xénon adsorbé est d’environ 2000 Torr. La durée entre deux acquisitions D0 est de 300

ms. La durée d’impulsion de la séquence ringing varie de 2 à 22 µs par pas de 2 µs.

Notons la présence sur les spectres (Fig. II.26-28) d’une raie correspondant au gaz

xénon non adsorbé dans les pores. La durée du FID du gaz xénon non adsorbé est très

long (> 8 ms) alors que celle du gaz xénon adsorbé est de 0,5 ms. Une partie du FID du

gaz xénon non adsorbé est tronqué lors du traitement des données ; ce qui élargit la raie

du gaz xénon non adsorbé et diminue son intensité.

Pour tous les échantillons la valeur du champ radiofréquence est estimée à partir

du chlore-37 d’une solution de NaCl (1 M) contenue dans une petite boule centrée de

0,3 cm3. Nous avons choisi ce noyau car sa fréquence de résonance (32,6 MHz pour un

champ magnétique statique de 9,4 Tesla) est très proche de celle du xénon-131 (§.

II.1.1).

II.5.1. Résultats expérimentaux

La figure II.26.a rassemble les spectres du xénon-131 du xénon adsorbé dans ZY

pour différentes durées d’impulsion de la séquence ringing. La valeur estimée du champ

radiofréquence est 17,2 kHz. Nous avons intégré chacune des raies, puis à l’aide du

programme informatique nous avons déterminé la valeur de la constante de couplage

quadrupolaire et celle du champ radiofréquence (Fig. II.26.b),
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kHz22,36CQ =    et   ( ) kHz46,152/rf =πω , (II.44)

le paramètre d’asymétrie η est nul. La différence entre la valeur simulée du champ

radiofréquence et celle estimée est due à la taille des échantillons (le champ

radiofréquence étant plus ou moins homogène). La courbe obtenue est caractéristique

d’un faible couplage quadrupolaire (Fig. II.7.2.a).
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Fig. II.26 : (a) Spectres du xénon-131 du xénon adsorbé dans l’échantillon ZY  pour différentes durées
d'impulsion t de la séquence ringing (de 2 à 22 µs par pas de 2 µs, D0 = 300 ms, NS = 50000, la valeur
estimée du champ radiofréquence par le chlore-37 est 17,2 kHz). (b) ♦  Valeurs de l’intégrale des
spectres expérimentaux ; –– courbe du meilleur ajustement de l’intégrale des spectres expérimentaux.

Nous avons utilisé la même méthode pour les échantillons désaluminés h7
eauZY  et

h28
eauZY  (Fig. II.27.a et Fig. II.27.b respectivement). La valeur estimée du champ

radiofréquence est 19,23 kHz. Nous avons obtenu pour h7
eauZY  (Fig. II.27.c),

kHz54,23C h7
eau,Q =    et   ( ) kHz74,172/rf =πω , (II.45)

de même pour h28
eauZY  (Fig. II.27.d),

kHz38,23C h28
eau,Q =    et   ( ) kHz64,172/rf =πω . (II.46)

(µ(µ(µ(µs)

(a) (b)
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Fig. II.27 : Spectres du xénon-131 du xénon
adsorbé dans h7

eauZY  (a) et h28
eauZY  (b) pour

différentes durées d'impulsion t de la séquence
ringing (de 2 à 22 µs par pas de 2 µs, D0 = 300 ms,
NS = 50000 à 80000, la valeur estimée du champ
radiofréquence par le chlore-37 est 19,23 kHz). ♦
Valeurs de l’intégrale des spectres expérimentaux
pour h7

eauZY  (c) et h28
eauZY  (d) ; –– courbe du

meilleur ajustement de l’intégrale des spectres
expérimentaux en fonctions de la durée d’impulsion
t. (e) Comparaison des valeurs de l’intégrale des
spectres expérimentaux : ––  ZY  ;
 –  –  h7

eauZY  ; ♦  h28
eauZY .

Dans les deux cas on trouve une valeur QC  plus faible que celle de ZY (Fig. II.7.2.a).

Mais pour des durées d’impulsion supérieures à 12 µs les courbes correspondant à
h7

eauZY  et h28
eauZY  sont plus basses que celle de ZY . De plus le maximum d’intensité pour

ZY  est proche de 14 µs alors que pour h7
eauZY  et h28

eauZY  le maximum se trouve vers 13

µs (Fig. II.27.e).

(µ(µ(µ(µs)(µ(µ(µ(µs)

(a) (b)

(c) (d)

(e)

(µ(µ(µ(µs)
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Fig. II.28 : Spectres du xénon-131 du xénon
adsorbé dans %30YLa  (a) et %70YLa  (b) pour
différentes durées d'impulsion t de la séquence
ringing (de 2 à 22 µs par pas de 2 µs, D0 = 300 ms,
NS = 50000, la valeur estimée du champ
radiofréquence par le chlore-37 est 19,23 kHz). ♦
Valeurs de l’intégrale des spectres expérimentaux
pour %30YLa  (c) et %70YLa  (d) ; –– courbe du
meilleur ajustement de l’intégrale des spectres
expérimentaux. (e) Comparaison des valeurs de
l’intégrale des spectres expérimentaux : ––  ZY  ;
 –  –  %30YLa  ; ♦  %70YLa .

Nous avons utilisé la même méthode pour les échantillons désaluminés échangés

au lanthane %30YLa  et %70YLa  (Fig. II.28.a et Fig. II.28.b respectivement). La valeur

estimée du champ radiofréquence est 19,23 kHz. Nous avons obtenu pour %30YLa  (Fig.

II.28.c),

kHz48,20C %30
Q =    et   ( ) kHz36,172/rf =πω    , (II.47)

de même pour %70YLa  (Fig. II.28.d),

(a) (b)

(c) (d)

(e)

(µ(µ(µ(µs) (µ(µ(µ(µs)

(µ(µ(µ(µs)
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kHz19,20C %70
Q =    et   ( ) kHz39,172/rf =πω    . (II.48)

Dans les deux cas la valeur de QC  est plus faible que celle de ZY  (Fig. II.26.b). Mais

pour des durées d’impulsion comprises entre 4 et 14 µs les courbes correspondant à
%30YLa  et %70YLa  sont plus basses que celle de ZY . Le maximum d’intensité pour

ZY , %30YLa  et %70YLa  est de 14 µs (Fig. II.28.e).

II.5.2. Discussion

Les valeurs de QC  sont assez faibles (comprises entre 40 et 20 kHz) justifiant

ainsi notre choix de ne faire intervenir que l’interaction quadrupolaire au premier ordre

(§. II.2).

Cette méthode par nutation semble être applicable à l’étude du GCE dans les

supercages d’une zéolithe Y par la RMN du xénon-131. L’erreur sur QC  par le xénon-

129 (§. II.2.4.e) est estimée à 2 kHz soit, en moyenne, 7,5% des valeurs de QC

déterminées expérimentalement, ce qui nous permet de différencier la zéolithe d’origine

ZY  des autres échantillons traités (désaluminés ou échangés au lanthane).

Comme on l'a précisé pour la première méthode, on s'attend bien à trouver une

faible valeur de QC , car dans les zéolithes HY le gradient de champ électrique provient

des liaisons OH qui sont peu ioniques. Pour les échantillons désaluminés, on peut

expliquer la diminution de QC  par la présence d'atomes d'aluminium extra-réseau qui se

polymérisent et ainsi diminue le gradient de champ électrique vu par les atomes de

xénon. Enfin pour les échantillons échangés au lanthane, la diminution de QC  peut être

attribuée à une augmentation de l'espace vide dans les supercages. En effet, ces atomes

de lanthane quittent les supercages et migrent dans les cages sodalites [63]. Ainsi les

atomes de xénon « voient » un gradient de champ électrique plus faible.
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II.6. Conclusion et perspectives

Les deux méthodes choisies pour quantifier le gradient de champ électrique dans

les supercages d’une zéolithe Y par la RMN du xénon-131 permettent bien d’obtenir

des valeurs de QC . Leurs principes ne sont donc pas remis en cause. Mais les valeurs de

QC  déterminées par comparaison des déplacements chimiques 131Xe/129Xe sont environ

dix fois supérieures à celles obtenues par nutation. Comme il n’existe pas de données

dans la littérature nous permettant de savoir qu’elle est l’ordre de grandeur de QC  dans

les supercages des zéolithes Y, nous sommes dans l'incapacité de confirmer nos valeurs.

A partir des valeurs de QC  obtenues par les deux méthodes pour ZY , nous

pouvons calculer la valeur du gradient de champ électrique eq  (I.15-I.17). De

l’équation (III.18) pour 0=η , on obtient,

eQ
hC

eq Q=    , (II.49)

où e =1,6022 10–19 C est la charge élémentaire ; h = 6,6262 10–34 J.s  est la constante de

Planck ; Q = – 0,12 10–28 m2 est le moment quadrupolaire du xénon-131. De la méthode

par comparaison des déplacement chimiques 131Xe/129Xe, nous avons,
219 m/V1075,15eq =    avec   kHz457CQ =    , (II.50)

de la méthode par nutation du xénon-131, nous avons,
219 m/V1025,1eq =    avec   kHz22,36CQ =    . (II.51)

Comme pour les valeurs de QC , il existe toujours ce facteur dix entre les deux valeurs.

Des résultats obtenus au paragraphe II.4, nous pouvons dire que la comparaison

des déplacements chimiques du xénon-131 et du xénon-129 est plutôt une méthode

applicable à des échantillons possédant un GCE assez fort. En effet avec Eδ  = – 5 ppm,

nous obtenons déjà QC  = 465 kHz, alors que d’après les résultats obtenus au paragraphe

II.5, la nutation est une méthode applicable à des échantillons possédant un GCE assez

faible. En effet, cette méthode est assez sensible pour déterminer des QC  de l’ordre de

30 kHz. Notons que pour QC  = 35 kHz, nous aurions Eδ  = – 0,03 ppm par la méthode

de comparaison des déplacements chimiques du 131Xe/129Xe. En considérant que
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l’erreur estimée est de ± 4 ppm cette valeur de Eδ  semble dérisoire. Cette méthode

serait applicable à des échantillons dont les valeurs de Eδ  sont bien supérieures à

l’erreur estimée sur les déplacements chimiques.

Ne pouvant pas confirmer les valeurs obtenues, il est possible d’envisager

quelques solutions pour affiner nos deux méthodes.

Dans le cas de la nutation, nous n’avons pas tenu compte de l’interaction

dipolaire. Il est possible que cette interaction intervienne en contribuant à la forme de la

raie centrale. Le programme de simulation n’utilisant que l’interaction quadrupolaire au

premier ordre, la valeur simulée de l’intégrale de l’intensité de la raie centrale ne

correspondra pas à la valeur expérimentale. De plus nous avons considéré que le spectre

du xénon-131 obtenu correspond uniquement à la raie centrale sans les raies satellites.

Dans l’avenir il serait intéressant de vérifier que l’interaction dipolaire et les raies

satellites ne contribuent pas à la forme de la raie du xénon-131.

L’un des problèmes de l’étude RMN du xénon-131 adsorbé dans les supercages

des zéolithes Y est le manque de sensibilité. Elle est due d’une part au couplage

quadrupolaire qui élargit les raies et provoque une erreur conséquente sur la mesure du

déplacement chimique. D’autre part, elle est due à sa faible fréquence de résonance qui

nous oblige à utiliser la séquence ringing (perte du signal). Afin d’augmenter cette

sensibilité, l'utilisation de champ magnétique plus intense permettrait d'affiner la raie du

xénon-131 et de réduire l'erreur estimée. Il est possible d’envisager pour les deux

méthodes d’utiliser le gaz xénon enrichi en xénon-131 ou encore d’utiliser la méthode

de xénon hyperpolarisé.

L’étude d’échantillons avec des GCE beaucoup plus conséquents permettrait de

tester de nouveau ces deux méthodes et de voir si les mesures de GCE par ces deux

méthodes ne convergent pas. On pourrait, de plus, remplacer le lanthane par des cations

divalents et ainsi observer la variation du GCE.

Nous avons utilisé pour la séquence ringing la même durée pour toutes les

impulsions. L'étude de cette séquence avec des durées différentes pour chaque

impulsion (deux durées identiques et une différente, ou les trois différentes) pourrait

nous donner de nouvelles courbes d’intensité de la raie centrale. Si les formes de ces

courbes ont des variations beaucoup plus marquées, on peut espérer qu’elles nous

permettent d’augmenter encore la sensibilité de simulation et ainsi de différencier des

échantillons ayant des GCE proches.
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Enfin, une étude théorique sur la prédiction du GCE nous permettrait de

déterminer la méthode la plus appropriée à chaque échantillon.
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CHAPITRE III :
Séquence Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning

(MQ-MAS) pour les spins quadrupolaires
I = 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2

Nous avons vu au paragraphe I.4.3.b du chapitre I que la méthode de rotation à

l’angle magique (MAS) ne permet pas d’éliminer la totalité des effets anisotropes

induits par l’interaction quadrupolaire du second ordre (I.87 et I.91). Le terme de rang 4

n’est que partiellement réduit par le facteur )(cosP VAS4 θ . L’obtention d’un spectre

haute résolution nécessite l’élimination des deux termes )(cosP VAS2 θ  et )(cosP VAS4 θ .

Deux méthodes (DAS et DOR) permettent de résoudre ce problème (§. I.5.2.c) mais

elles nécessitent des sondes spécifiques.

En 1995, Frydman et collaborateurs [1] ont introduit une méthode basée sur les

transitions multi-quanta (MQ) des spins et sur la rotation à l’angle magique de

l'échantillon, le MQ-MAS. Ils se sont inspirés de la méthode DAS en remplaçant la

réorientation de l’axe de rotation par un transfert de cohérences entre les différentes

transitions du spin quadrupolaire pendant la rotation à l’angle magique. Cette technique

utilise une sonde MAS ordinaire. De plus elle ne se limite plus à l’exploration de la

seule transition centrale comme dans le cas de la méthode DOR mais utilise aussi les

transitions MQ.

La méthodologie MQ-MAS génère un spectre haute-résolution isotrope le long

de la dimension F1 d’un spectre à deux dimensions (2D) donnant le nombre de sites

cristallographiques du composé, lorsqu’une expérience MAS à une dimension ne donne

que l’enveloppe des différentes raies d’absorption. On obtient dans la dimension F2 un

spectre de poudre (chapitre I).

Ainsi un spectre MQ-MAS à deux dimensions représente la corrélation d’une

cohérence MQ spécifique le long de la dimension F1 et d’une cohérence à un quantum

le long de la dimension F2. Cette technique nous donne dans les deux dimensions les

déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie ( obs
2G

obs
1G et δδ ). Ces

deux paramètres nous permettent d’obtenir le déplacement chimique isotrope d’une raie



124

d’absorption iso
CSδ  (qui est relié aux angles et aux longueurs de liaison d’un atome avec

ses voisins), ainsi que le paramètre ηQC  (qui relie la constante de couplage

quadrupolaire avec le paramètre d’asymétrie η ).

En fait, le MQ-MAS applique une séquence d’écho de spin à deux impulsions

(Fig. III.1). La première impulsion génère, par un cycle de phase particulier, les

cohérences multi-quanta, alors que la seconde impulsion convertit ces cohérences MQ

en une cohérence à un quantum (seule détectable en RMN). Ce changement de

cohérence est associé à deux chemins de transfert de cohérence : l’écho et l’anti-écho

(Fig. III.1).

Le MQ-MAS étant une expérience à deux dimensions, nous introduirons dans le

paragraphe III.1 le principe de la spectroscopie RMN à deux dimensions.

La création d’une cohérence MQ est obtenue par un cycle de phase, nous

déterminerons donc dans le paragraphe III.2.1 la matrice densité correspondant à une

impulsion de phase 1ϕ . Puis nous appliquerons un cycle de phase à cette matrice densité

pour sélectionner des cohérences à ±3Q (§. III.2.2).

Nous intéresserons ensuite à la méthodologie associée à la séquence MQ-MAS.

Nous détaillerons les cycles de phase permettant de sélectionner les cohérences MQ

spécifiques, ainsi que les programmes d’impulsion associés (§. III.3.1 et III.3.2). La

méthode d'acquisition utilisée qui permet une détection en quadrature dans la dimension

F1 est la méthode hypercomplexe. Ces programmes varient avec les spins et avec le

traitement des données expérimentales (rappelons qu’en effet les transitions MQ sont

associées aux spins §. I.6). Nous avons établi deux règles qui permettent de relier ces

divers programmes d'impulsions. Le paragraphe III.3.3 sera consacré à l’obtention des

spectres MQ-MAS à deux dimensions. En particulier, le spectre dans la dimension F1

dépend des fréquences 1ω  et 2ω , ce qui provoque l’inclinaison du spectre. Il est

possible de transformer ce spectre par cisaillement afin d’éliminer cette inclinaison. Il

existe dans la littérature plusieurs conventions pour la graduation de l'axe de la

dimension F1. Nous proposons une nouvelle convention qui ne génère que quatre

fréquences porteuses apparentes négatives en F1 parmi les dix associées aux diverses

MQ. Par contre, la convention proposée par Amoureux et Fernandez [2,3] génère six

fréquences porteuses apparentes négatives. En fait nos conventions sont

complémentaires, c'est-à-dire, si la fréquence porteuse apparente en F1 est négative dans
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une convention, elle est positive dans l'autre. Après avoir indiqué ces différentes

conventions nous donnerons les paramètres qu’il est possible d’obtenir avec un spectre

MQ-MAS, notamment iso
CSδ , iso)2(

2/1,2/1−ω  et ηQC  (§. III.3.4). Nous avons reporté en annexe

l'aspect pratique du traitement des données pour obtenir un spectre MQ-MAS ainsi que

la graduation de l'axe de la dimension F1 pour toutes les conventions revues.

Nous passerons enfin à l’application expérimentale de la séquence MQ-MAS.

Dans un premier temps nous traiterons du problème des repliements des raies à travers

deux exemples : NH4Y et Na4P2O7 (§. III.4). Dans un second temps, nous appliquerons

la séquence MQ-MAS aux différents spins demi-entiers (I = 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2 ; §.

III.5) pour vérifier la validité des relations obtenues dans les paragraphes III.3.3 et

III.3.4). Enfin nous analyserons, avec la RMN de l’aluminium-27, les effets de la

désalumination des zéolites Y avec ou sans vapeur d'eau (§. III.6). Nous confirmons la

coordinence tétraédrique de l'aluminium dont la raie dans la dimension F2 est localisée

vers 30 ppm.
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1t9
72τ1t

2t
1τ

Echo

Anti-écho
+3Q

+1Q

–1Q

–3Q

)a(H )a(H)b(H

1t 2t′

1t 2t′1kt

(a)

(b)

(c)

)b(H

Fig. III.1 : Séquence MQ-MAS appliquée à un spin I = 3/2. (1) Définition des paramètres du domaine
temporel, 1τ  est la durée de la première impulsion, 2τ  la durée de la seconde impulsion et t2 = kt1 =
(7/9)t1 la position de l’écho. (a) Notation standard utilisée pour la séquence MQ-MAS à deux
impulsions : 1t  est la période d’évolution expérimentale ou la période d’évolution des cohérences MQ,

2t  est la période d’acquisition expérimentale. (b) Convention 1casC  utilisée par Medek et
collaborateurs [4] ainsi que par Hanaya et Harris [5] : 1t  est la période d’évolution expérimentale et 2t ′
est la période d’acquisition déplacée après transformation par cisaillement. (c) Convention 2casC utilisée
par Massiot et collaborateurs [6] ainsi que Wang et collaborateurs [7] : 1t)k1( +  est la période
d’évolution et 2t ′  est la période d’acquisition déplacée après transformation par cisaillement. (2)
Chemins de transfert de cohérence : écho et anti-écho associés à une expérience 3Q-MAS d’un spin I =
3/2. Les hamiltoniens H(b) et H(a) sont définis respectivement par les équations (III.1) et (III.2). Par
rapport à la figure I.16, les notations des durées sont changées.

(1)

(2)
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III.1. Principe de la spectroscopie RMN à deux dimensions

Une expérience de RMN à deux dimensions (Günther p272-274 [8], Ernst et

collaborateurs p283-286 [9]) est constituée d'une succession de trois intervalles de

temps : préparation, évolution et détection (Fig. III.2.a). Pour certaines expériences, on

ajoute une autre période avant la détection : la période de mixage (Fig. III.2.b).

La période de préparation pt  prépare le système de spins pour l’expérience, par

exemple, en appliquant une séquence de découplage ou en créant une aimantation

transversale à l’aide d’une impulsion de 90°. En général, elle est destinée à permettre le

retour des spins à leur état d’équilibre entre deux exécutions successives de la séquence.

Pendant la période d’évolution 1t , le système de spins évolue librement sous

l’influence de l’hamiltonien )e(H , qui peut être modifié par découplage, par rotation de

l’échantillon ou par une séquence d’impulsions périodique. L’évolution durant 1t

détermine les fréquences observables dans la dimension F1.

préparation évolution

détection

FID

évolution mixage

détection

FID
préparation

1t

1t

2t

mt 2t

pt

pt

)p(H )e(H

)p(H )m(H)e(H

)d(H

)d(H

(a)

(b)

Fig. III.2 : Intervalles de temps pour une expérience de RMN à deux dimensions, sans la période de
mixage (a) ou avec la période de mixage (b). Les différents hamiltoniens H(i) décrivent les interactions
perçues par le système de spins dans chaque période.
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La période de mixage mt  se compose d’une séquence d’impulsions qui réalise

des transferts de cohérence de manière à pouvoir corréler des fréquences différentes.

La période de détection 2t  correspond à l’acquisition du signal.

La séquence que nous venons de décrire ne constitue pas encore à elle seule une

expérience de RMN à deux dimensions. Il faut faire varier de façon systématique dans

une série d’expériences individuelles le temps d’évolution 1t  par l’addition

d’incréments 1t∆ . On obtient une série de signaux RMN sous forme d’une collection de

FID )t,t(s 21 . Ces FID, représentées sous forme matricielle )t,t(s 21 , ne seront

différentes les unes des autres que par la durée de la période 1t .

La matrice )t,t(s 21  est donc une fonction de deux variables 21 tett . La

première transformée de Fourier par rapport à 2t  donne ),t(s 21 ω . Cette fonction

correspond à une série de spectres unidimensionnels, modulés en amplitude ou en phase

(c’est-à-dire une variation périodique de l’amplitude ou de la phase de leur signal, Fig.

III.3). Une deuxième transformée de Fourier par rapport à 1t  donne un spectre de RMN

à deux dimensions fréquentielles 1ω , 2ω  et fournit une matrice ),(s 21 ωω .

ω2ω2

Fig. III.3 : Modulation d’amplitude (a) et de phase (b) dans des spectres unidimensionnels après
augmentation régulière du temps d’évolution 1t  (Günther p273 [8]).
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III.2. Création des cohérences multi-quanta

III.2.1. Matrice densité d’un système de spins I = 3/2 excités par

une impulsion de phase 1ϕϕϕϕ

Pour décrire l’évolution d’un système de spins pendant une expérience de RMN,

on utilise l’opérateur densité (§. I.6.1). Pour cela utilisons la séquence à deux

impulsions représentée sur la figure III.1 (Man [10]).

L’hamiltonien )b(H  du système de spins correspondant au temps 1t  et 2t  est

exprimé dans le référentiel tournant (ΣOBS) par,
HVMAS)2(

QCS
)b( HHH +=    , (III.1)

où zpt
iso
CSCS IH ωδ−= , ptω  est la fréquence porteuse et iso

CSδ  est le déplacement chimique

isotrope. Rappelons que l’interaction quadrupolaire du premier ordre est annulée par la

rotation MAS à haute vitesse de l’échantillon (§. I.4.3.b).

L’hamiltonien )a(H  pendant les impulsions ( 21 et ττ ) est,
statique)1(

Q
)1(

R
)a( HHH +=    . (III.2)

En effet les deux durées d’impulsions 21 et ττ  étant courtes par rapport à l’inverse de

la vitesse de rotation du cristal, on peut considérer que durant 21 et ττ  les spins

semblent statiques. En d'autres termes, pendant 21 et ττ  l’interaction est indépendante

du temps. On néglige de plus statique)2(
QCS HetH  devant )1(

RH .

Dans la séquence MQ-MAS, le cycle de phase de la première impulsion permet

de sélectionner les cohérences que l’on veut détecter (§. III.2.2). Ces cohérences étant

développée par la première impulsion de la séquence à deux impulsions, nous allons

donc déterminer la matrice densité décrivant le système de spins à la fin de la première

impulsion de phase 1ϕ .
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1B
!

1ϕ
OBSy

OBSx

OBSz

x ′

Fig. III.4 : Angle 1ϕ  entre l’axe OBSx  et le champ
magnétique radiofréquence 1B  qui se trouve le
long de l’axe x′  dans le référentiel (ΣOBS).

Nous avons déterminé dans le chapitre I (§. I.6.1) cette matrice densité dans le

cas d’une impulsion +X. Traitons le cas où(p) le champ magnétique radiofréquence 1B

se trouve le long de l’axe x ′  dans le référentiel tournant (ΣOBS) (Fig. III.4).

En procédant de la même façon qu’au paragraphe I.6.1 pour une impulsion de

phase 1ϕ , nous obtenons au temps 1t  l’opérateur densité suivant (Man [10]),

),t,( 111 ϕτρ

{ } { } ( ){ } { } { } ( ){ } { } { }

""""""""""""" #""""""""""""" $%
"""""""""" #"""""""""" $%

""""""" #""""""" $%
"" #"" $%

)d(

tiH

)c(

Ii

)b(

HHi

)a(

IiIiHHiIitiH 1
)b(

z11
)1(

R
)b(

z1z11
)1(

R
)b(

z11
)b(

eeee)0(eeee ϕτ+ϕ−ϕτ+−ϕ−− ρ=    .

(III.3)

A l’équilibre thermodynamique zI)0( ≈ρ  et le champ 1B
!

 se trouve le long de l’axe x ′ .

La partie (a) correspond à une rotation active négative du champ 1B
!

 d'un angle − 1ϕ

autour de OBSz  qui place 1B
!

 sur l’axe OBSx . La partie (b) correspond à l'application de

l’impulsion +X de durée 1τ . La partie (c) correspond à une rotation active positive du

champ 1B
!

 d’un angle 1ϕ  autour de OBSz  qui ramène 1B
!

 sur l’axe x ′ . Enfin la partie (d)

                                                
(p) Dans le paragraphe I.5.1 du tome II, nous avons une rotation active négative du champ magnétique 1B

imposée par le champ magnétique oscillant. Dans notre cas nous choisissons de déplacer le champ 1B

dans le sens positif. Nous imposons donc une rotation active positive au champ 1B .
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correspond à l'évolution du système de spins dans l’intervalle 1t . L'équation (III.3) peut

se mettre sous la forme matricielle suivante,

23212123 −−
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(III.4)

où,

cHcrHr )b()b(
c,r −=ω    . (III.5)

Les deux indices r et c décrivent respectivement la ligne et la colonne où se trouve la

grandeur c,rω  dans la matrice densité.

Dans le cas d’une expérience à une simple impulsion, les cohérences à –1Q

correspondent au FID dont la transformée de Fourier donne la raie d’absorption du

spectre. Les autres cohérences ne sont pas détectables directement (§. I.4). Une seconde

impulsion est nécessaire pour les convertir en cohérences à –1 Q. La matrice (III.4)

montre que, exceptée pour une cohérence à zéro-quantum, une cohérence à (r − c)Q ou

c),t,(r 111 ϕτρ  est caractérisée par une amplitude complexe c)(r 1τρ  et une phase

( )c,r11 t)cr( ω−ϕ−  du FID à (r − c)Q suivant l’impulsion de phase 1ϕ , qui de plus est

identique au cas généré par une impulsion +X si 01 =ϕ  (§. I.6.1). C’est-à-dire la

transformée de Fourier de c),t,(r 111 ϕτρ  par rapport à 1t  donne une raie
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d’absorption à (r − c)Q, dont l’aire est proportionnelle à la partie imaginaire de

c)(r 1τρ  et dont la position par rapport à ptω  est c,rω . Cette raie d’absorption est

celle générée par une impulsion +X puis modifiée par la phase 1ϕ  de l’impulsion.

La contribution de l'interaction du déplacement chimique isotrope CSH  sur la

position de la raie d’absorption par rapport à ptω  est définie par,

cHcrHr CSCS
iso

c,r −=ω ( )crpt
iso
CS −ωδ−=

( )( )crpt0 −ω−ω−=    , (III.6)

où 00 Bγ=ω  est la fréquence de Larmor et ptpt0
iso
CS /)( ωω−ω=δ .

L’expression analytique de HVMAS)2(
QH  est inconnue mais elle est définie par la

position de la raie d’absorption à (r – c)Q par rapport à 0ω  ou par le déplacement

quadrupolaire du second ordre de la raie d’absorption à (r – c)Q,

cHcrHr HVMAS)2(
Q

HVMAS)2(
Q

HVMAS)2(
)c,r( −=ω    . (III.7)

Nous rappelons que seule la raie d’absorption ayant p = r − c = –1 est détectée dans une

expérience à une seule impulsion. La méthodologie MQ-MAS se limite aux

cohérences symétriques à la résonance, c’est-à-dire c = –r et dans ce cas p = 2r.

D'après (I.83) appliquée à la rotation MAS et à une transition symétrique nous avons,

HVMAS)2(
r,r −ω [



 βη+η

ω
Ω

−= )(d)(BC
2
1)(BC

2
1

2 1
)actif,4(

0,0)0,4(2)0,0(0
0

2
Q

11
)actif,4(

0,2)2,4( 2cos)(d)(B2 αβη+

]


θαβη+ )(cosP4cos)(d)(B2 MAS411

)actif,4(
0,4)4,4(    , (III.8)

où (I.52),

&)1I2(I2
qQe2

Q −
=Ω    . (III.9)

Les deux paramètres 0C  et 2C , donnés dans le tableau III.1, sont exprimés soit en

fonction de I et r soit en fonction de I et p,
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Tab. III.1 : Valeurs numériques des fonctions C0(I, p), C2(I, p), λ(I, p) et k(I, p) en fonction du spin I et de
l'ordre de cohérence p.

I pQ )p,I(C0 )p,I(C2 )p,I(λ )p,I(k

3/2 –1Q –3 –54

–3Q 9 42 –3 7/9

5/2 –1Q –8 –144

3Q 6 228 –3/4 19/12

–5Q 50 300 –25/4 25/12

7/2 –1Q –15 –270

3Q 27 606 –9/5 101/45

5Q –15 330 1 11/9

–7Q 147 966 –49/5 161/45

9/2 –1Q –24 –432

3Q 54 1092 –9/4 91/36

5Q 30 1140 –5/4 95/36

7Q –84 168 7/2 7/18

–9Q 324 2232 –27/2 31/6

[ ]2
00 r3)1I(Ir2)r,I(C)r,I(C −+=−−=    , (III.10)





 −+=−−= 2

00 p
4
3)1I(Ip)p,I(C)p,I(C    , (III.11)

[ ]5r34)1I(I18r2)r,I(C)r,I(C 2
22 −−+=−−=    , (III.12)





 −−+=−−= 5p

2
17)1I(I18p)p,I(C)p,I(C 2

22    . (III.13)

Le déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité iso)2(
21,21−ω  du spectre

(I.68) est donné par,

iso)2(
21,21−ω 





 η+



 −+

ω
Ω

−= 2

0

2
Q

3
11

4
3)1I(I

10
3

   . (III.14)

Pour une cohérence symétrique à la résonance nous avons,

iso)2(
21,21

iso)2(
r,r −− λω=ω    . (III.15)
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Le paramètre λ  donné dans le tableau III.1 est exprimé soit en fonction de I et r soit en

fonction de I et p,

)21,I(C
)r,I(C

)r,I()r,I(
0

0

−
=−λ−=λ    , (III.16)

)1,I(C
)p,I(C

)p,I()p,I(
0

0

−
=−λ−=λ    . (III.17)

Les paramètres )p,I(C0 , )p,I(C2  et )p,I(λ  sont des fonctions impaires de l’ordre de

cohérence p.

Si le paramètre d'asymétrie η  ne peut pas être déterminé par l’analyse de la

forme de la raie, le paramètre ηQC  reliant h/qQe2  et η  permet de caractériser un

échantillon. A partir des équations (III.9) et (III.14), on obtient,

ηQC 1
3h

qQe 22

+η=

[ ] 










ω

ω
−

−+π
ω

−= −

0

iso)2(
2/1,2/10

43)1I(I3
40

2
)1I2(I    . (III.18)

III.2.2. Sélection des cohérences à ±±±±3Q par cycles de phase

Comme seules les cohérences à –1Q sont détectables (§. I.4), une seconde

impulsion est nécessaire pour convertir les cohérences MQ développées par la première

impulsion en cohérence à –1Q. Cette conversion peut se mettre sous la forme (I.124),
†† T)iexp(T),t,(T)iexp(T),,t,( 211121211 τΩϕτρτΩ−=ϕττρ    .

(III.19)

Afin de détecter sélectivement les cohérences à 3± Q, nous allons appliquer un cycle de

phase à la première impulsion. D’après la matrice (III.4) les cohérences à 3± Q restent

inchangées si 34ou32,01 ππ=ϕ . D’un autre côté les cohérences à 1± Q et 2± Q

changent avec ces trois phases 1ϕ . Pour ces quatre cohérences, la fonction de phase

{ }1ipexp ϕ−  prend cinq valeurs : 1, { }32iexp π±  et { }34iexp π± . Or nous avons les

relations mathématiques suivantes,
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0p
3
4iexpp

3
2iexp1 =
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 π+    , (III.20)

où 2,1p ±±= . Ainsi le cycle de phase de la première impulsion par les angles : 0°,

120° et 240° et l’addition de ces trois contributions sont équivalents à commencer avec

la forme matricielle de ),t,( 111 ϕτρ ,





























τ−
×

τ
τ−

τ
×

τ−
τ

−

ω−

−

−

−

ω−

−
−

−

−

)(I00
e

)(Ii
0)(I00
00)(I0

e

)(Ii
00)(I

1
23,23

zit

1
23,23

y

1
21,21

z

1
21,21

z

it

1
23,23

y
1

23,23
z

2/3,2/31

2/3,2/31

   . (III.21)

On remarque que les cohérences à 1± Q et 2± Q disparaissent avec le cycle des trois

phases de la première impulsion. Mais les cohérences à zéro-quantum sont préservées.

Nous poursuivons avec les phases 35ou,31 πππ=ϕ . Pour les cohérences à

1± Q et 2± Q, la fonction de phase { }1ipexp ϕ−  prend six valeurs : { }3iexp π± ,

{ }π± iexp  et { }35iexp π± . Or nous avons la relation mathématique suivante,

{ } 0p
3
5iexppiexpp

3
iexp =







 π+π+







 π    , (III.22)

où 2,1p ±±= . Un nouveau cycle de trois phases, constitué par les angles 1ϕ  = 60°,

180° et 300°, génère donc la forme matricielle de ),t,( 111 ϕτρ  suivante,
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Le second cycle de trois phases conserve les cohérences à 3± Q ainsi que les

cohérences à zéro-quantum, mais élimine les cohérences à 1± Q et 2± Q. On remarque

que le signe des cohérences à 3± Q est inversé alors que celui des cohérences à zéro-

quantum ne change pas. Afin d’éliminer la contribution des cohérences à zéro-quantum,

la phase du récepteur associée au second cycle de phase doit être inversée avant
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d’additionner les deux résultats. Cette séquence consiste en un cycle de six phases.

Dans ce cas seul les cohérences à 3± Q sont préservées. Nous n’avons besoin que de

considérer la matrice densité )t,( 11τρ  définie par,
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qui remplace ),t,( 111 ϕτρ  dans (III.4). Cette équation devient indépendant de 1ϕ  et

peut être réécrite sous la forme,
†

211
†

2211 T)iexp(T)t,(T)iexp(T),t,( τΩτρτΩ−=ττρ    . (III.25)

Les deux éléments de la matrice (III.24) vont contribuer à l’amplitude complexe du FID

suivant la seconde impulsion et à l’écho. Pour un spin I = 3/2, les cohérences à 3± Q

sont représentées chacune par un simple élément de matrice. Pour les autres spins

quadrupolaires demi-entiers ce n’est pas toujours le cas. Pour cette raison seule les

cohérences symétriques à la résonance sont étudiées. Ainsi, un ordre de cohérence

p est décrit par un seul élément de matrice. Cette propriété nous permet d’optimiser

expérimentalement l’amplitude de la cohérence avec la durée 1τ  de la première

impulsion et la durée 2τ  de la deuxième impulsion. Nous avons donné à la figure III.5

un exemple d'optimisation de durées d'impulsions. En pratique, dans un premier temps

on fixe la valeur de 2τ  (cette valeur correspond à la durée obtenue avec une simple

impulsion et donnant le spectre le plus intense) et on fait varier celle de 1τ  (Fig. III.5.a).

Puis on prend la valeur de 1τ  donnant le meilleur spectre et on fait varier 2τ  (Fig.

III.5.b).

Pour expliquer différemment la sélection des cohérences à ±3Q par ce cycle de

phase, il est possible d’utiliser la représentation vectorielle des cohérences (Fig. III.6).

Nous avons représenté la position des cohérences à ±3Q et ±1Q après une impulsion

dont les phases sont : 0°, ±120°, ±240°, ±60°, ±180° et ±300° (rappelons que les

cohérences d'ordre négatif tournent dans le sens inverse des cohérences d'ordre positif,

on double ainsi le nombre d’angle de déphasage).

Pour un angle de 0° le champ °0
1B

!
 se trouve le long de l’axe x pour les

cohérences à ±3Q et ±1Q (Fig. III.6.a). L’aimantation est basculée sur l’axe y. Si l’on
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place le récepteur en y, on observe dans les quatre cas la totalité de l’aimantation qui est

alors positive.

(c) Programme d’impulsions
pour l'optimisation des durées

P1 et P2 des impulsions

1 ze
2 d1 tl0
3 10u : c4 ph1
4 p1 t : c4 ph1

d6 : c4
p2 : t : c4 ph2
2u : c4
d7 ph0 : r
3u adc
aq
lm

6 rcyc=2 ph3
8 wr #0
9 exit

ph0= 0
ph1= (12) {0 2 4 6 8 10}^3^6^9
ph2=         {0 0 0 0 0 0}^1^2^3
ph3=         {0 2 0 2 0 2}^1^2^3

Fig. III.5 : Deux séries de spectres de l’aluminium-27, obtenues à 130,32 MHz sur un spectromètre Bruker
ASX500, dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium. (a) Optimisation de la durée de la première
impulsion P1 en la faisant varier de 0,5 à 5 µs par pas de 0,5 µs, la durée de la deuxième impulsion P2
étant fixée à 1 µs ; le meilleur spectre est obtenu pour P1 = 3,5 µs. (b) Optimisation de la durée de la
deuxième impulsion P2 en la faisant varier de 0,5 à 2,75 µs par pas de 0,25 µs, la première impulsion P1
étant fixée à 3,5 µs ; le meilleur spectre est obtenu pour P2 = 0,75 µs. (c) Programme d’impulsions utilisé
pour l’optimisation des durées P1 et P2 des impulsions.

(a)

(b)
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Fig. III.6 : Représentation vectorielle des cohérences à Q1etQ3 ±±  après le cycle de phase utilisé par
la séquence MQ-MAS.
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Pour un angle de ±120°, le champ °±120
1B

!
 (en rouge) pour les cohérences à ±3Q

se trouve le long de l’axe x (Fig. III.6.b et III.6.c). En effet les cohérences à ±3Q

déphasent trois fois plus vite que les cohérences à un quantum, donc l’angle de ±120°

devient un angle de 360°. L’aimantation est basculée sur l’axe y. Comme le récepteur

est en y on observe à nouveau, dans ces deux cas, la totalité de l’aimantation qui est

toujours positive. Pour la cohérence à +1Q le champ °120
1B

!
 (en bleu) se trouve sur un axe

qui fait 120° avec l’axe x (Fig. III.6.b) ; pour la cohérence à –1Q le champ °−120
1B

!
 (en

bleu) se trouve sur un axe qui fait –120° avec l’axe x (Fig. III.6.c). Comme le récepteur

est en y on observe pour les cohérences à ±1Q la totalité de l’aimantation qui est cette

fois négative (Dans les deux cas la projection de l’aimantation sur l’axe y correspond à

la moitié de l’aimantation). On obtient le même résultat pour un angle de ±240° (Fig.

III.6.d et III.6.e).

Au total de ces trois angles on obtient pour les cohérences à ±3Q six fois la

même aimantation nucléaire positive. Mais pour les cohérences à ±1Q on deux une

aimantation positive et deux fois une aimantation négative. Dans ce cas l’aimantation

totale est nulle, nous n’observons pas l’aimantation associée aux cohérences à ±1Q.

Mais nous avons toujours la composante zéro-quantum. Pour éliminer cette composante

on inverse la position du récepteur (que l’on place en –y) et on effectue un nouveau

cycle de phase (±60°, ±180° et ±300°) tel que les aimantations des cohérences à ±3Q

seront positives et s’additionnent alors que l’aimantation totale des cohérences à ±1Q

sera nulle (Fig. III.6.f–III.6.j).

On vient de montrer qu’en utilisant un cycle de six phases, on élimine les

cohérences à 0, ±1 et ±2Q et on garde les cohérences à ±3Q.

Nous avons déterminé dans ce paragraphe III.2 la matrice densité décrivant un

système de spins après une première impulsion de phase 1ϕ  (§. III.2.1). Puis nous avons

montré qu’il était possible de modifier cette matrice densité par un cycle de phase afin

de sélectionner les cohérences à ±3Q utilisées dans la séquence MQ-MAS (§. III.2.2).
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III.3. Séquence Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning
(MQ-MAS)

III.3.1. Cycle de phase

Dans le cas d’une expérience RMN à une dimension il est possible de séparer les

composantes en dispersion (partie imaginaire de la transformée de Fourier complexe des

signaux RMN) et en absorption (partie réelle de la transformée de Fourier complexe des

signaux RMN) (Canet p139-144 [11]). Dans une expérience RMN à deux dimensions, il

n’est pas possible de faire directement la distinction entre absorption et dispersion, en

effet le signal étant le produit de deux nombres complexes, les parties imaginaires et

réelles se mélangent. Il faut donc être capable de les séparer pour chacune des périodes

1t  et 2t . Pendant la période 2t , la détection en quadrature du signal FID est effectuée

par l'électronique du spectromètre. Par contre, pour la période 1t , la détection en

quadrature est réalisée par le programme d'acquisition du spectromètre.

Pour obtenir un spectre en pure absorption nous allons utiliser la méthode de

States et collaborateurs [12] (ou méthode hypercomplexe). Elle consiste à acquérir

deux séries de fichiers, la première dite cosinus en 1t , )t,t(S 21
cos , et la seconde dite

sinus en 1t , )t,t(S 21
sin  (Ernst et collaborateurs p317-318 [9]). La méthode

hypercomplexe introduit un déphasage entre les signaux )t,t(S 21
cos  et )t,t(S 21

sin . Ces

derniers sont des combinaisons linéaires du signal de l’écho )t,t(f 21
écho  et de celui de

l’anti-écho )t,t(f 21
échoanti− . Par rapport au signal )t,t(S 21

cos , le signal )t,t(S 21
sin  doit

être déphasé de (Ernst et collaborateurs p307 [9]),

p2
π    . (III.26)

Dans la littérature, la définition (III.26) est écrite en fait avec la valeur absolue de

p, ce qui génère toujours un déphasage positive. Cette dernière crée une confusion

sur les cycles de phase, confusion que nous voulons éclaircir par la suite.

Pour sélectionner un chemin de transfert de cohérence, il est nécessaire

d’incrémenter la phase de l’impulsion par (Ernst et collaborateurs p290 [9],

Charpentier p78 [13]),
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1N...,,1,0kavec
N

k2
11

1

1
1 −=

π
=ϕ    , (III.27)

où 1N  est le nombre de phases. Nous avons vu que pour sélectionner les cohérences à

3± Q il faut 6 phases (§. III.2.2),

5...,,1,0kavec
6
k2

1
1

1 =π=ϕ    . (III.28)

On retrouve les six angles ( )35et34,,32,3,0 πππππ . De plus il est nécessaire

d’ajuster la phase du récepteur recϕ (Ernst et collaborateurs p291 [9], Charpentier

p78 [13]),

( )∑ ϕ−=ϕ +−
u

uuurec pp    , (III.29)

où −up  et +up  sont les ordres de cohérence avant et après la u-ème impulsion

radiofréquence(q).

Nous avons donc besoin de deux chemins de transfert de cohérence (de signes

opposés). Nous poursuivons l'étude de l'évolution des cohérences à 3± Q d’un système

de spins I = 3/2 et nous considérerons la matrice densité développée à la fin de la

première impulsion (III.24) avec 0t1 = . Le signal temporel

2/1)t,,t,(2/1 2211
S ττρ−  durant la période d’acquisition 2t  est donné par

l’équation (I.129),

2
1)t,,t,(

2
1

2211
S ττρ−

{ } { }HVMAS
2p,2p1

3,1,1,3

p
21

S
p

HVMAS
21,212 itexp

2
1),(

2
1itexp −

−−

− ω−ττρ−ω−= ∑    ,

(III.30)

où HVMAS
2p,2p −ω  (I.107) peut être mis sous la forme générale suivante,

pt
iso
CS21,21

iso)2(
21,21

HVMAS
2p,2p p)p,I(k)p,I( ωδ−ζ−ωλ=ω −−−    , (III.31)

avec,

                                                
(q) Notons qu’il existe une autre méthode le TPPI (Time Proportional Phase Increment) où les phases de la

première impulsion sont incrémentée de 30° à chaque nouvelle valeur de t1 (il n’y a qu’un seul fichier

d’acquisition). De plus cette méthode utilise la méthode d’échantillonnage séquentiel alors que la

méthode hypercomplexe utilise l’échantillonnage simultané.
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)1,I(C
)p,I(C

)p,I(k)p,I(k
2

2

−
−=−−=    . (III.32)

Les valeurs que peut prendre k sont données dans le tableau III.1.

Dans le cas où I = 3/2 et 3p ±= , nous pouvons regrouper les deux équations

(I.133) et (I.137) en une seule équation,

2
1)t,,t,(

2
1

2211
S ττρ−

[ ]{ }iso)2(
21,2112

3,3p
21

S
p t)p,I(tiexp

2
1),(

2
1

−
−=

ωλ+−ττρ−= ∑

[ ]{ }21,2112 t)p,I(ktiexp −ζ−−× [ ]{ }pt
iso
CS12 pttiexp ωδ−−    .

(III.33)

Nous avons vu au paragraphe I.6.2 que lorsque 12 t)p,I(kt =  (I.136 et I.139), les

effets de 21,21−ζ  disparaissaient,

2
1)t)p,I(kt,,t,(

2
1

12211
S =ττρ−

{ })p,I(itexp
2
1),(

2
1

1F121
S
p ω−ττρ−=    , (III.34)

où 3p ±=  et,

)p,I(
1Fω [ ] [ ])p,I()p,I(kp)p,I(k iso)2(

2/1,2/1pt
iso
CS λ+ω+−ωδ= −    . (III.35)

Les deux termes de l’équation (III.34) sont similaires aux éléments de la matrice

),t,( 111 ϕτρ  avec 01 =ϕ , c’est-à-dire 21),(21 21
S
p ττρ−  et )p,I(t

1F1ω  sont

respectivement l’amplitude complexe et la phase du signal à 12 t)p,I(kt = . La

transformée de Fourier de (III.34), par rapport à la période d’évolution expérimentale

1t , donne deux raies d’absorption localisées à la position )p,I(
1Fω  par rapport à ptω .

En effet )p,I(
1Fωωωω  représente la position du centre de gravité de la raie centrale

par rapport à ptωωωω  (ou le déplacement quadrupolaire du second ordre de la raie

centrale) dans la dimension F1 du spectre 2D MQ-MAS. La position de la raie

)p,I(
1Fω  dépend seulement des valeurs isotropes iso)2(

2/1,2/1−ω  et iso
CSδ . L’acquisition du

signal temporel est supposée commencer à la position de l’écho 12 t)p,I(kt = , c’est-à-

dire au sommet de l’écho. Ce n’est pas le cas dans les expériences MQ-MAS car
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l’acquisition débute à la fin de la seconde impulsion RF, ce qui provoque l’inclinaison

du spectre 2D (voir paragraphe sur le cisaillement III.3.3).

Comme )p,I(k  et )p,I(λ  sont des fonctions impaires de p, ils ont des signes

opposés pour les cohérences à ±3Q. Pour le chemin de transfert de cohérence

1)3p(0 −→−=→ , un écho localisé à 12 t)9/7(t =  est observé pendant la période

d’acquisition (§. I.6.2), ce chemin est appelé le chemin de l’écho (Fig. III.1). On peut

réécrire l’équation (III.34) sous la forme,

2
1)t

9
7t,,t,(

2
1

12211
écho =ττρ−

{ })3,I(itexp
2
1),(

2
1

1F121
S

3 −ω−ττρ−= −    . (III.36)

Pour le chemin de transfert de cohérence 1)3p(0 −→+=→ , on peut réécrire

l’équation (III.34) sous la forme,

2
1)t

9
7t,,t,(

2
1

12211
échoanti −=ττρ− −

{ })3,I(itexp
2
1),(

2
1

1F121
S
3 ω−ττρ−=    , (III.37)

un anti-écho dans la période d’évolution, localisé à 12 t)9/7(t −= , est prédit. Ce chemin

sera appelé le chemin de l’anti-écho (Fig. III.1). Les équations (III.36) et (III.37)

indiquent que l’amplitude complexe de l’écho et celle de l’anti-écho sont modulées en

phase respectivement par { })3,I(itexp
1F1 −ω−  et { })3,I(itexp

1F1ω− .

III.3.2. Programme d’impulsions pour la détection des

cohérences à ±±±±3Q

Nous avons vu que le chemin de l’écho et celui de l’anti-écho dépendent du spin

étudié (Tab. I.7). Nous allons donc voir dans ce paragraphe les relations entre les

programmes d’impulsions et le traitement des données pour les différents spins.

L'acquisition des signaux en quadrature dans la dimension F1 s'effectue avec la méthode

hypercomplexe. Nous traitons explicitement les cohérences à ±3Q. Pour les autres

cohérences pQ, il suffit d'appliquer les formules (III.26), (III.27) et (III.29).
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Dans tous les programmes d'impulsions de ce paragraphe, la phase de la seconde

impulsion est nulle,

02 =ϕ    . (III.38)

Cette seconde impulsion convertit en cohérence à –1Q les cohérences à ±3Q générées

par la première impulsion. Les phases du récepteur expérimental sont

πππ=ϕ ,0,,0,,0rec    ,

°°°°°°= 180,0,180,0,180,0    . (III.39)

III.3.2.a Premier programme

Nous allons établir le cycle de phase permettant d’observer les cohérences à ±3Q

d’un système de spins I = 3/2. Dans ce cas l’écho correspond au chemin de transfert de

cohérence à –3Q (Fig. III.1).

Pour le signal )t,t(S 21
cos , les phases de la première impulsion sont (III.28),

3/5,3/4,,3/2,3/,01 πππππ=ϕ    ,

°°°°°°= 300,240,180,120,60,0    . (III.40)

Le signal )t,t(S 21
sin  est en retard d’un angle °−π− 30ou6  par rapport au signal

)t,t(S 21
cos  (III.26). Pour le signal )t,t(S 21

sin , les phases de la première impulsion

sont,

2/3,6/7,6/5,2/,6/,6/111 ππππππ=ϕ    ,

°°°°°°= 270,210,150,90,30,330    . (III.41)

Les phases des récepteurs sont données par l’équation (III.29), soit

121
écho
rec 323 ϕ=ϕ−ϕ=ϕ    , (III.42)

121
échoanti

rec 343 ϕ−=ϕ+ϕ−=ϕ −    . (III.43)

On obtient alors les quatre séries de phases données dans le tableau III.2.

Notons que par rapport à la figure III.6 les phases des récepteurs sont décalées de

−90°. Mais comme la détection se fait en quadrature, cela ne change pas le

raisonnement associé à la figure III.6.
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Tab. III.2 : Cycle de phase de la séquence MQ-MAS permettant d’observer les cohérences à ±3Q d’un
spin I = 3/2. Notons que Dumazy et collaborateurs [14] inversent les phases 1ϕ et 2ϕ . Les phases en
gras sont utilisées dans les programmes d’impulsions. Les phases du récepteur expérimental sont 0, 180,
0, 180, 0, 180.

1ϕ 2ϕ recϕ

Echo 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180
Cos

Anti-écho 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180

Echo 330 30 90 150 210 270 0 –90 90 –90 90 –90 90
Sin

Anti-écho 330 30 90 150 210 270 0 90 –90 90 –90 90 –90

A partir des quatre séries des phases des récepteurs du tableau III.2 et celles du

récepteur expérimental, on obtient les relations reliant )t,t(S 21
cos  et )t,t(S 21

sin  avec

)t,t(f 21
écho

2/3  et )t,t(f 21
échoanti

2/3
− . Pour le signal )t,t(S 21

cos , les phases des récepteurs

pour détecter l'écho et l'anti-écho sont identiques à celles du récepteur expérimental. On

déduit que )t,t(S 21
cos  est la somme de )t,t(f 21

écho
2/3  et )t,t(f 21

échoanti
2/3
− (r),

[ ])t,t(f)t,t(f
2
1)t,t(S 21

échoanti
2/321

écho
2/321

cos −+=    . (III.44)

Pour le signal )t,t(S 21
sin , les phases du récepteur pour détecter l'écho sont en

retard de −90° par rapport à celles du récepteur expérimental ; il faut multiplier

)t,t(f 21
écho

2/3 par le nombre complexe −i. Par contre, les phases du récepteur pour

détecter l'anti-écho est en avance de 90° par rapport à celles du récepteur expérimental ;

il faut multiplier )t,t(f 21
échoanti

2/3
− par le nombre complexe i. Donc

)t,t(S 21
sin [ ])t,t(if)t,t(if

2
1

21
échoanti

2/321
écho

2/3
−+−=    , (III.45)

d'où

)t,t(iS 21
sin [ ])t,t(f)t,t(f

2
1

21
échoanti

2/321
écho

2/3
−−=    . (III.46)

                                                
(r) )t,t(S 21

cos  et )t,t(S 21
sin  correspondent aux fichiers expérimentaux alors que )t,t(f 21

écho
2/3  et

)t,t(f 21
échoanti

2/3
−  correspondent aux signaux associés à l’écho et à l’anti-écho obtenus à partir de

)t,t(S 21
cos  et )t,t(S 21

sin . Notons que l’indice 3/2 correspond au spin étudié.
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Par commodité on y inclut le facteur 1/2. Alors, on obtient les relations pour traiter les

données expérimentales :

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 +=    , (III.47)

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 −=−    . (III.48)

III.3.2.b Deuxième programme

Déterminons les phases de la séquence d’impulsions pour un spin I ≠ 3/2. Dans

ce cas l’écho correspond au chemin de transfert de cohérence à 3Q (Tab. I.7). Pour le

signal )t,t(S 21
cos , les phases de la première impulsion sont,

3/5,3/4,,3/2,3/,01 πππππ=ϕ    ,

°°°°°°= 300,240,180,120,60,0    . (III.49)

Comme le signal )t,t(S 21
sin  est en avance d’un angle °π 30ou6  par rapport à

)t,t(S 21
cos  (III.26), les phases de la première impulsion du signal )t,t(S 21

sin  sont,

6/11,2/3,6/7,6/5,2/,6/1 ππππππ=ϕ    ,

°°°°°°= 330,270,210,150,90,30    . (III.50)

Les phases des récepteurs sont données par l’équation (III.29), soit

121
écho
rec 343 ϕ−=ϕ+ϕ−=ϕ    , (III.51)

121
échoanti

rec 323 ϕ=ϕ−ϕ=ϕ −    . (III.52)

On obtient alors les quatre séries de phases données dans le tableau III.3.

Tab. III.3 : Cycle de phase de la séquence MQ-MAS permettant d’observer les cohérences à ±3Q d’un
spin I ≠ 3/2. Les phases en gras sont utilisées dans les programmes d’impulsions. Les phases du
récepteur expérimental sont 0, 180, 0, 180, 0, 180.

1ϕ 2ϕ recϕ

Echo 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180
Cos

Anti-écho 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180

Echo 30 90 150 210 270 330 0 –90 90 –90 90 –90 90
Sin

Anti-écho 30 90 150 210 270 330 0 90 –90 90 –90 90 –90
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A partir des phases des récepteurs du tableau III.3 et celles du récepteur

expérimental, on obtient les relations reliant )t,t(S 21
cos  et )t,t(S 21

sin  avec

)t,t(f 21
écho

2/3≠  et )t,t(f 21
échoanti

2/3
−

≠  :

[ ])t,t(f)t,t(f
2
1)t,t(S 21

échoanti
2/321

écho
2/321

cos −
≠≠ +=    , (III.53)

)t,t(S 21
sin [ ])t,t(f)t,t(f

2
i

21
échoanti

2/321
écho

2/3
−

≠≠ −−=    . (III.54)

Donc, le traitement des données s'effectue avec :

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 +=≠    , (III.55)

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 −=−
≠    . (III.56)

Nous obtenons d’après les relations (III.47), (III.48), (III.55) et (III.56) un seul

traitement des données quel que soit le spin étudié, mais deux cycles de phases pour la

première impulsion suivant le spin étudié (Tab. III.2 et III.3). Nous avons donc deux

programmes d’impulsions et un seul traitement des données (Tab III.7).

III.3.2.c Troisième programme

A présent intervertissons les phases 1ϕ  du cosinus avec celles du sinus

déterminées pour un spin 2/3I =  et utilisées dans le tableau III.2. Nous obtenons un

nouveau cycle de phase donné dans le tableau III.4. Appliquons ces phases à un spin I ≠

3/2 (I = 5/2, 7/2, 9/2).

Dans ce cas l’écho correspond au chemin de transfert de cohérence à 3Q. Pour le

signal )t,t(S 21
cos , les phases de la première impulsion sont,

2/3,6/7,6/5,2/,6/,6/111 ππππππ=ϕ    ,

°°°°°°= 270,210,150,90,30,330    . (III.57)
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Tab. III.4 : Cycle de phase de la séquence MQ-MAS permettant d’observer les cohérences à ±3Q d’un
spin I ≠ 3/2 où les phases sont interverties par rapport aux celles du tableau III.2. Les phases en gras
sont utilisées dans les programmes d’impulsions. Les phases du récepteur expérimental sont 0, 180, 0,
180, 0, 180.

1ϕ 2ϕ recϕ

Echo 330 30 90 150 210 270 0 90 –90 90 –90 90 –90
Cos

Anti-écho 330 30 90 150 210 270 0 –90 90 –90 90 –90 90

Echo 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180
Sin

Anti-écho 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180

Le signal )t,t(S 21
sin  est en avance d’un angle °π 30ou6  par rapport au signal

)t,t(S 21
cos . Pour le signal )t,t(S 21

sin , les phases de la première impulsion sont,

3/5,3/4,,3/2,3/,01 πππππ=ϕ    ,

°°°°°°= 300,240,180,120,60,0    . (III.58)

Les phases des récepteurs sont données par (III.51) et (III.52). On obtient alors les

quatre séries de phases données dans le tableau III.4.

A partir des phases des récepteurs du tableau III.4 et celles du récepteur

expérimental, on obtient les relations reliant )t,t(S 21
cos  et )t,t(S 21

sin  avec

)t,t(f 21
écho

2/3≠  et )t,t(f 21
échoanti

2/3
−

≠  :

[ ])t,t(f)t,t(f
2
i)t,t(S 21

échoanti
2/321

écho
2/321

cos −
≠≠ −=    , (III.59)

)t,t(S 21
sin [ ])t,t(f)t,t(f

2
1

21
échoanti

2/321
écho

2/3
−

≠≠ +=    . (III.60)

Soit

{ })t,t(iS)t,t(Si)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 +−=≠    , (III.61)

{ })t,t(iS)t,t(Si)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 −=−
≠    . (III.62)

Puis que nous rephasons (Annexe A1) en positif les spectres de )t,t(f 21
écho

2/3≠  et de

)t,t(f 21
échoanti

2/3
−

≠  après leur transformée de Fourier par rapport à 2t , les coefficients −i et

i dans (III.61) et (III.62) disparaissent. Nous obtenons finalement le traitement des

données :
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)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 +=≠    , (III.63)

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 −=−
≠    . (III.64)

Les deux relations (III.63) et (III.64) sont identiques à celles dans (III.47) et (III.48).

Nous avons donc deux programmes d’impulsions et un seul traitement des

données. Contrairement au cas précédent, les deux programmes d'impulsions ne

diffèrent que par l'échange des phases de )t,t(S 21
cos  avec celles de )t,t(S 21

sin .

On peut écrire un programme d’impulsions où les phases ph1 et ph2 sont

seulement interverties lorsqu’on passe d’un spin I = 3/2 à un spin I ≠ 3/2. Dans ce cas le

traitement des données reste le même quel que soit le spin (Tab. III.8 et III.9).

Règle 1 : En partant d'un programme d'impulsions et le traitement des données

applicable à un spin I = I0, si l'on applique aux autres spins I ≠ I0 le programme

d'impulsions obtenu en intervertissant les phases ϕ1 du cosinus )t,t(S 21
cos  avec celles

du sinus )t,t(S 21
sin , le traitement des données demeure valable quel que soit le spin.

III.3.2.d Quatrième programme

A présent, appliquons les phases 1ϕ  du cosinus et du sinus déterminées pour un

spin 2/3I ≠  (Tab. III.3) à un spin I = 3/2. Les phases des récepteurs sont données par

(III.42) et (III.43). On obtient alors les quatre séries de phases données dans le tableau

III.5.

A partir des phases des récepteurs et celles du récepteur expérimental on obtient

les relations suivantes pour traiter les données :

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 −=    , (III.65)

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 +=−    . (III.66)
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Tab. III.5 : Cycle de phase de la séquence MQ-MAS permettant d’observer les cohérences à ±3Q d’un
spin I = 3/2. Les phases en gras sont utilisées dans les programmes d’impulsions. Les phases du
récepteur expérimental sont 0, 180, 0, 180, 0, 180.

1ϕ 2ϕ recϕ

Echo 0 60 120 180 240 300 0 0 180 0 180 0 180
Cos

Anti-écho 0 60 120 180 240 300 0 180 0 180 0 180 00

Echo 30 90 150 210 270 330 0 90 −90 90 −90 90 −90
Sin

Anti-écho 30 90 150 210 270 330 0 −90 90 −90 90 −90 90

Le traitement des données, (III.65) et (III.66), est le complexe conjugué de celui

d'un spin I ≠ 3/2, (III.55) et (III.56). Nous avons donc un programme d’impulsions

valable pour tous les spins mais deux traitements des données suivant les spins

étudiés (Tab. III.10 et III.11, Charpentier p82, 85-87 [13]).

Notons de plus que les chemins de transfert de cohérences associés à l’écho et à

l'anti-écho d’un spin I ≠ 3/2 sont inversés par rapport au cas d’un spin I = 3/2 (III.55),

(III.56), (III.65) et (III.66) (pour un spin I ≠ 3/2 l’écho est 3Q alors que celui associé à

un spin I = 3/2 est –3Q),

)t,t(f)t,t(f 21
échoanti

2/321
écho

2/3
−

≠∝    , (III.67)

)t,t(f)t,t(f 21
écho

2/321
échoanti

2/3 ≠
− ∝    . (III.68)

Règle 2 : En partant d'un programme d'impulsions et le traitement des données

applicable à un spin I = I0, si l'on applique aux spins I ≠ I0 le même programme

d'impulsions, le traitement des données correspondant est le complexe conjugué de celui

du spin I = I0.

A partir des programmes d'impulsions 1 et 2, et des règles 1 et 2, nous avons

établi le traitement des données à appliquer en fonction du spin et du programme

d'impulsions (tableau III.6). Les tableaux III.7-III.11 sont les programmes d'impulsions

intégrant la méthode hypercomplexe et fonctionnant avec des spectromètres ASX de

Bruker.
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Tab. III.6 : Traitement des données (acquises avec la méthode hypercomplexe) d'une expérience MQ-
MAS concernant les cohérences à ±3Q en fonction des spins et des cycles de phase des programmes
d'impulsions. Dans cette thèse, nous avons toujours considéré des spins nucléaires ayant un rapport
gyromagnétique positif.

Phases ϕ1 I = 3/2 I ≠ 3/2

cos = {0 60 120 180 240 300}

sin ={30 90 150 210 270 330}

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 −=

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 +=−

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 +=≠

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 −=−
≠

cos ={30 90 150 210 270 330

sin = {0 60 120 180 240 300}

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 +=

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 −=−

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 −=≠

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 +=−
≠

cos = {0 60 120 180 240 300}

sin ={330 30 90 150 210 270}

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 +=

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 −=−

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 −=≠

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 +=−
≠

cos ={330 30 90 150 210 270}

sin = {0 60 120 180 240 300}

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 −=

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 +=−

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 +=≠

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 −=−
≠

Ces programmes d'impulsions produisent un fichier unique par expérience, c'est-

à-dire les fichiers )t,t(S 21
cos  et )t,t(S 21

sin  sont entrelacés selon le mode d'acquisition

simultanée des données qu'emploie la méthode hypercomplexe. Après leur séparation en

deux fichiers distincts et leur traitement en utilisant le tableau III.6, on obtient les deux

fichiers )t,t(f 21
écho  et )t,t(f 21

échoanti− .
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Tab. III.7 : Deux programmes d’impulsions de la séquence MQ-MAS pour un spin I = 3/2 (à droite) et
pour un spin I ≠ 3/2 (à gauche) et un seul traitement des données.

Hypercomplexe MQ-MAS

acquisition 3Q

pour I ≠ 3/2

(spectromètre ASX)

Hypercomplexe MQ-MAS

acquisition –3Q

pour I = 3/2

(spectromètre ASX)

ze
; acquire first half )t,t(S 21

cos

2 rp1
rp2
rp3
rp31

3 d1 : c4 ph1 t10
p1 : c4 ph1
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd

; acquire second half )t,t(S 21
sin

rp1
rp2
rp3
rp31

10 d1 : c4 ph2 t10
p1 : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1

exit

ph1=(12) {0 2 4 6 8 10}^3^6^9
ph2=(12) {1 3 5 7 9 11}^3^6^9
ph3= {0 0 0 0 0 0}^1^2^3
ph31= {0 2 0 2 0 2}^1^2^3

ze
; acquire first half )t,t(S 21

cos

2 rp1
rp2
rp3
rp31

3 d1 : c4 ph1 t10
p1 : c4 ph1
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd

; acquire second half )t,t(S 21
sin

rp1
rp2
rp3
rp31

10 d1 : c4 ph2 t10
p1 : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1

exit

ph1=(12) {0 2 4 6 8 10}^3^6^9
ph2=(12) {11 1 3 5 7 9}^3^6^9
ph3= {0 0 0 0 0 0}^1^2^3
ph31= {0 2 0 2 0 2}^1^2^3

Traitement des données pour tous les spins
)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21

sin
21

cos
21

écho
2/3ou2/3 +=≠

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3ou2/3 −=−
≠
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Tab. III.8 : Deux programmes d’impulsions de la séquence MQ-MAS pour un spin I = 3/2 (à droite) et
pour un spin I ≠ 3/2 (à gauche) et un seul traitement des données.

Hypercomplexe MQ-MAS

acquisition 3Q

pour I ≠ 3/2

(spectromètre ASX)

Hypercomplexe MQ-MAS

acquisition –3Q

pour I = 3/2

(spectromètre ASX)

ze
; acquire first half )t,t(S 21

cos

2 rp1
rp2
rp3
rp31

3 d1 : c4 ph1 t10
p1 : c4 ph1
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd

; acquire second half )t,t(S 21
sin

rp1
rp2
rp3
rp31

10 d1 : c4 ph2 t10
p1 : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1

exit

ph1=(12) {11 1 3 5 7 9}^3^6^9
ph2=(12) {0 2 4 6 8 10}^3^6^9
ph3= {0 0 0 0 0 0}^1^2^3
ph31= {0 2 0 2 0 2}^1^2^3

ze
; acquire first half )t,t(S 21

cos

2 rp1
rp2
rp3
rp31

3 d1 : c4 ph1 t10
p1 : c4 ph1
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd

; acquire second half )t,t(S 21
sin

rp1
rp2
rp3
rp31

10 d1 : c4 ph2 t10
p1 : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1

exit

ph1=(12) {0 2 4 6 8 10}^3^6^9
ph2=(12) {11 1 3 5 7 9}^3^6^9
ph3= {0 0 0 0 0 0}^1^2^3
ph31= {0 2 0 2 0 2}^1^2^3

Traitement des données pour tous les spins
)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21

sin
21

cos
21

écho
2/3ou2/3 +=≠

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3ou2/3 −=−
≠
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Tab. III.9 : Deux programmes d’impulsions de la séquence MQ-MAS pour un spin I = 3/2 (à droite) et
pour un spin I ≠ 3/2 (à gauche) et un seul traitement des données.

Hypercomplexe MQ-MAS

acquisition 3Q

pour I ≠ 3/2

(spectromètre ASX)

Hypercomplexe MQ-MAS

acquisition –3Q

pour I = 3/2

(spectromètre ASX)

ze
; acquire first half )t,t(S 21

cos

2 rp1
rp2
rp3
rp31

3 d1 : c4 ph1 t10
p1 : c4 ph1
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd

; acquire second half )t,t(S 21
sin

rp1
rp2
rp3
rp31

10 d1 : c4 ph2 t10
p1 : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1

exit

ph1=(12) {0 2 4 6 8 10}^3^6^9
ph2=(12) {1 3 5 7 9 11}^3^6^9
ph3= {0 0 0 0 0 0}^1^2^3
ph31= {0 2 0 2 0 2}^1^2^3

ze
; acquire first half )t,t(S 21

cos

2 rp1
rp2
rp3
rp31

3 d1 : c4 ph1 t10
p1 : c4 ph1
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd

; acquire second half )t,t(S 21
sin

rp1
rp2
rp3
rp31

10 d1 : c4 ph2 t10
p1 : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1

exit

ph1=(12) {1 3 5 7 9 11}^3^6^9
ph2=(12) {0 2 4 6 8 10}^3^6^9
ph3= {0 0 0 0 0 0}^1^2^3
ph31= {0 2 0 2 0 2}^1^2^3

Traitement des données pour tous les spins
)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21

sin
21

cos
21

écho
2/3ou2/3 +=≠

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3ou2/3 −=−
≠
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Tab. III.10 : Un seul programme d’impulsions de la séquence MQ-MAS pour tous les spins et deux
traitements des données pour un spin I = 3/2 et pour un I ≠  3/2 (I = 5/2, 7/2 et 9/2).

Hypercomplexe MQ-MAS

acquisition 3Q

pour tous les spins

(spectromètre ASX)

ze
; acquire first half )t,t(S 21

cos

2 rp1
rp2
rp3
rp31

3 d1 : c4 ph1 t10
p1 : c4 ph1
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd

; acquire second half )t,t(S 21
sin

rp1
rp2
rp3
rp31

10 d1 : c4 ph2 t10
p1 : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1

exit

ph1=(12) {0 2 4 6 8 10}^3^6^9
ph2=(12) {1 3 5 7 9 11}^3^6^9
ph3= {0 0 0 0 0 0}^1^2^3
ph31= {0 2 0 2 0 2}^1^2^3

Lance l’acquisition, le nouveau fichier remplace
l’ancien, effectue un "dummy scan" avant
l’acquisition

Efface les phases

Relaxation
1ère impulsion de durée p1 et de phase ph1
Durée entre les impulsions
2ème impulsion de durée p2 et de phase ph3

Acquisition du signal, phase du récepteur ph31
Délai pour l’enregistrement, efface le fichier de la
mémoire, et n’effectue pas de "dummy scan"

Incrémente la durée d6 par in6
Expérience suivante
Fin du programme

Traitement des données
Spin I = 3/2

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 −=
)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21

sin
21

cos
21

échoanti
2/3 +=−

Spin I ≠ 3/2
)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21

sin
21

cos
21

écho
2/3 +=≠

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 −=−
≠
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Tab. III.11 : Un seul programme d’impulsions de la séquence MQ-MAS pour tous les spins et deux
traitements des données pour un spin I = 3/2 et pour un I ≠  3/2 (I = 5/2, 7/2 et 9/2).

Hypercomplexe MQ-MAS

acquisition 3Q

pour tous les spins

(spectromètre ASX)

ze
; acquire first half )t,t(S 21

cos

2 rp1
rp2
rp3
rp31

3 d1 : c4 ph1 t10
p1 : c4 ph1
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=3 ph31
d11 wr #0 if #0 zd

; acquire second half )t,t(S 21
sin

rp1
rp2
rp3
rp31

10 d1 : c4 ph2 t10
p1 : c4 ph2
d6 : c4
p2 : c4 ph3
2u : c4
go=10 ph31
d11 wr #0 if #0 zd
id6
lo to 2 times L1

exit

ph1=(12) {0 2 4 6 8 10}^3^6^9
ph2=(12) {11 1 3 5 7 9}^3^6^9
ph3= {0 0 0 0 0 0}^1^2^3
ph31= {0 2 0 2 0 2}^1^2^3

Deux traitements des données :

Spin I = 3/2

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 +=

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 −=−

Spin I ≠ 3/2

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho

2/3 −=≠

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti

2/3 +=−
≠
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III.3.3. Obtention des spectres 2D MQ-MAS

Nous développons dans ce paragraphe le traitement d'un point de vue formel

pour l'obtention d'un spectre 2D MQMAS quels que soient le spin I et l'ordre de

cohérence p. Mais nous avons traité concrètement le cas d'un spin I = 5/2 en annexe A1.

Par simplification nous supposons que l’écho )t,t(f 21
écho  se trouvant à 12 ktt =

est décrit par une amplitude )ktt(A 12
écho −  et une phase { })p,I(itexp)t(a

1F11 ω−= . De

même l’anti-écho )t,t(f 21
échoanti−  se trouvant à 12 ktt −= est décrit par une amplitude

)ktt(A 12
échoanti +−  et une phase { })p,I(itexp)t(a

1F11 ω=−  (Man [10]).

L'écho et l'anti-écho se situant loin de la seconde impulsion RF, )ktt(A 12
écho −

et )ktt(A 12
échoanti +−  deviennent des fonctions symétriques du temps et dépendent

évidemment de la durée des deux impulsions RF. On peut donc considérer en première

approximation que )t,t(f 21
écho  et )t,t(f 21

échoanti−  sont le produit de deux fonctions,

)t,t(f 21
écho = )ktt(A 12

écho − )t(a 1    , (III.69)

)t,t(f 21
échoanti− = )ktt(A 12

échoanti +− )t(a 1−    . (III.70)

Dans une représentation à deux dimensions où l'axe vertical représente 1t  et l'axe

horizontal représente 2t , 1/k est la pente de la position de )t,t(f 21
écho et –1/k est la

pente de la position de )t,t(f 21
échoanti −−−− .

La transformée de Fourier de )t,t(f 21
écho  et de )t,t(f 21

échoanti −−−−  par rapport

à 2t  créent deux nouvelles fonctions ),t(f 21
écho ωωωω  et ),t(f 21

échoanti ωωωω−−−− , 1t  étant un

paramètre temporel et 2ω  un paramètre fréquentiel,

{ }∫
+∞

ω−−=ω
0

22212
écho

121
écho dttiexp)ktt(A)t(a),t(f    , (III.71)

{ }∫
+∞

−− ω−+−=ω
0

22212
échoanti

121
échoanti dttiexp)ktt(A)t(a),t(f    . (III.72)

Comme l’écho se situe loin de la seconde impulsion RF, la totalité de l’écho est

observé, nous pouvons étendre ainsi la limite inférieure de l’intégrale de 0 à ∞− . De

plus nous effectuons un changement de variable 122 kttt −=′  et nous séparons le

domaine d’intégration en deux parties, l’équation (III.71) devient,
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{ } { }



′′ω−′ω−=ω ∫

∞−

0

2222
écho

12121
écho tdtiexp)t(Atikexp)t(a),t(f

{ } 



′′ω−′+ ∫

+∞

0
2222

écho tdtiexp)t(A    . (III.73)

Si l’on change le signe de 2t ′  dans la première intégrale de (III.73) ( 2t ′  devient 2t ′− ) et

comme )t(A)t(A 2
écho

2
écho ′=′− , on obtient,

{ } { }



′′ω′ω−=ω ∫

+∞

0
2222

écho
12121

écho tdtiexp)t(Atikexp)t(a),t(f

{ } 



′′ω−′+ ∫

+∞

0
2222

écho tdtiexp)t(A

{ } [ )(iD)(Atikexp)t(a 2
écho
22

écho
2121 ω−+ω−ω−=

])(iD)(A 2
écho
22

écho
2 ω+ω+    . (III.74)

Les spectres d’absorption )(A 2
écho
2 ω  et de dispersion )(D 2

écho
2 ω  sont respectivement

des fonctions paires et impaires de 2ω . Ils proviennent de la transformée de Fourier de

)t(A 2
écho ′  (III.71) où 2t  a été remplacée par 2t ′ . La transformée de Fourier de l’écho

commence au sommet de l’écho. Ainsi,

{ } )(Atikexp)t(a2),t(f 2
écho
212121

écho ωω−=ω    . (III.75)

En procédant de la même façon pour l’anti-écho (III.72), on obtient,

{ } )(Atikexp)t(a2),t(f 2
échoanti

212121
échoanti ωω−=ω −−    . (III.76)

Les équations (III.75) et (III.76) indiquent que les spectres d’absorption de

),t(f 21
écho ω  et de ),t(f 21

échoanti ω−  dans la dimension F2, qui est décrite par 2ω ,

pourraient être )(A 2
écho
2 ω  et )(A 2

échoanti
2 ω− , s’ils n’étaient pas modifiés par

{ }12 tikexp ω−  pour l’écho et par { }12 tikexp ω  pour l’anti-écho. Notons que l’expression

analytique de l’écho est différente de (III.75) lorsque l’écho n’est pas détecté

entièrement. Par exemple lorsque la période d’évolution expérimentale est plus courte

que la FID. Dans la représentation à deux dimensions des spectres d’absorption

),t(f 21
écho ω  et ),t(f 21

échoanti ω−  pour des valeurs croissantes de 1t , les effets des

termes {{{{ }}}}12tikexp ωωωω−−−−  et {{{{ }}}}12tikexp ωωωω  sont négligeables lorsque la période
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d’évolution 1t  est courte mais ils deviennent importants pour des durées de 1t  plus

longues.

III.3.3.a. Spectre sans transformation par cisaillement (unsheared)

La transformée de Fourier de ),t(f 21
écho ωωωω  et de ),t(f 21

échoanti ωωωω−−−−  par

rapport à 1t  génèrent deux nouvelles fonctions ),(f 21
écho ωωωωωωωω  et ),(f 21

échoanti ωωωωωωωω−−−− ,

1ω  et 2ω  étant des paramètres fréquentiels. Nous avons un spectre à deux dimensions,

)k(S)(A2),(f 21
écho
12

écho
221

écho ω+ωω=ωω    , (III.77)

)k(S)(A2),(f 21
échoanti

12
échoanti

221
échoanti ω−ωω=ωω −−−    , (III.78)

où,

{ }∫
+∞

ω+ω−=ω+ω
0

1121121
écho
1 dtt)k(iexp)t(a)k(S    , (III.79)

{ }∫
+∞

− ω−ω−−=ω−ω
0

1121121
échoanti

1 dtt)k(iexp)t(a)k(S    . (III.80)

Les équations (III.77) et (III.78) indiquent qu’un spectre 2D est le produit de deux

fonctions comme (III.69) et (III.70). Le spectre dans la dimension F2 dépend

uniquement de 2ω . Le spectre dans la dimension F1 décrite par 1ω  dépend aussi de la

fréquence 2ω  de la dimension F2, ce qui produit un spectre 2D incliné. Ce dernier

représente une corrélation des cohérences MQ dans la dimension F1 avec des

cohérences à un quantum dans la dimension F2. En d'autres termes, les fréquences 1ω  et

2ω  ne sont pas indépendantes. L’inclinaison du spectre est due au fait que l'acquisition

des signaux démarre juste à la fin de la seconde impulsion RF.

III.3.3.b. Spectre transformé par cisaillement (sheared)

Pour faire de la dimension F1 une dimension haute-résolution, avant la

transformée de Fourier par rapport à 1t , la fonction ),t(f 21
écho ωωωω  (III.75) est
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multipliée par {{{{ }}}}12tikexp ωωωω  pour annuler le terme {{{{ }}}}12tikexp ωωωω−−−−  et la fonction

),t(f 21
échoanti ωωωω−−−−  (III.76) est multipliée par {{{{ }}}}12tikexp ωωωω−−−−  pour éliminer le terme

{{{{ }}}}12tikexp ωωωω . Cette transformation équivaut à une correction de phase du premier ordre,

on l’appelle le « shearing » (transformation par cisaillement). Cette opération sur les

fonctions ),t(f 21
écho ω  et ),t(f 21

échoanti ω−  génèrent deux nouvelles fonctions

),t(f 21
écho
sh ω  et ),t(f 21

échoanti
sh ω− ,

)(A)t(a2),t(f 2
écho
2121

écho
sh ω=ω    , (III.81)

)(A)t(a2),t(f 2
échoanti

2121
échoanti

sh ω−=ω −−    . (III.82)

Le « shearing » équivaut à un déplacement de la période d’acquisition de 2t  à 2t ′  (Fig.

III.1), c’est-à-dire l’acquisition du signal temporel commence à la position de l’écho.

La transformée de Fourier de ),t(f 21
écho
sh ωωωω  et de ),t(f 21

échoanti
sh ωωωω−−−−  par

rapport à 1t  donnent deux nouvelles fonctions ),(f 21
écho
sh ωωωωωωωω  et ),(f 21

échoanti
sh ωωωωωωωω−−−− .

Les spectres 2D deviennent simplement,

)(S)(A2),(f 1
écho
sh12

écho
221

écho
sh ωω=ωω    , (III.83)

)(S)(A2),(f 1
échoanti

sh12
échoanti

221
échoanti

sh ωω=ωω −−−    , (III.84)

avec,

{ }∫
+∞

ω−=ω
0

11111
écho
sh1 dttiexp)t(a)(S    , (III.85)

{ }∫
+∞

− ω−−=ω
0

11111
échoanti

sh1 dttiexp)t(a)(S    . (III.86)

Par rapport aux équations (III.77) et (III.78), les équations (III.83) et (III.84) indiquent

que les spectres 2D sont le produit de deux fonctions de variables indépendantes. Les

opérations (III.85) et (III.86) produisent un spectre haute-résolution dans la dimension

F1 pour )(S 1
écho
sh1 ω  et )(S 1

échoanti
sh1 ω− , dont les positions sont respectivement

)p,I(
1F1 ω−=ω  et )p,I(

1F1 ω=ω .
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Cependant, les équations (III.85) et (III.86) montrent que )(S 1
écho
sh1 ω  et

)(S 1
échoanti

sh1 ω−  ne sont pas des spectres en absorption pure. Il faut alors inverser le

spectre 2D de l’anti-écho pour changer le sens de la dimension F1,

)(S)(A),(f 1
échoanti

sh12
échoanti

221
échoanti

sh ω−ω=ωω− −−−    . (III.87)

Cette transformation revient à inverser le signe de 1t  dans (III.86),

{ }∫
∞−

− ω−=ω−
0

11111
échoanti

sh1 dttiexp)t(a)(S    . (III.88)

La somme du spectre 2D de l’écho et du spectre 2D inversé de l’anti-écho donne,

),(f),(f 21
échoanti

sh21
écho
sh ωω−+ωω −

)(S)(A2)(S)(A2 1
échoanti

sh12
échoanti

21
écho
sh12

écho
2 ω−ω+ωω= −−    .

(III.89)

De plus )(A)(A 2
échoanti

22
écho
2 ω=ω −  (cette condition n’est pas remplie dans la séquence

MQ-MAS car on n'acquiert qu’une partie du signal de l’anti-écho), alors,

),(f),(f 21
échoanti

sh21
écho
sh ωω−+ωω −

[ ])(S)(S)(A2 1
échoanti

sh11
écho
sh12

écho
2 ω−+ωω= −

{ }∫
+∞

∞−

ω−ω= 11112
écho
2 dttiexp)t(a)(A2    , (III.90)

ou

),(f),(f 21
échoanti

sh21
écho
sh ωω−+ωω −

[ ])p,I()(A2
1F1D2

écho
2 ω+ωδω=    . (III.91)

La transformée de Fourier de moins l’infini à plus l’infini de la phase de l’écho )t(a 1

est la fonction delta de Dirac, Dδδδδ  (Canet p136-137 [11]) ; le spectre suivant la

dimension F1 est donc un spectre haute-résolution en absorption pure. Par contre

dans la dimension F2, on observe un spectre de poudre. Le rapport signal sur bruit du

spectre 2D final est plus grand que celui de ),t(f 21
écho
sh ω  (III.83) et ),t(f 21

échoanti
sh ω−

(III.84) d’un facteur 2 .
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Il existe deux définitions de la période d’évolution dans la littérature. Nous

venons d'utiliser la première qui considère que la période d’évolution

expérimentale 1t  (ou celle des cohérences MQ) est la période d’évolution [4,5]. Nous

la nommerons convention 1casC .

La deuxième définition de la période d’évolution vient de Massiot et

collaborateurs [6] aussi bien que Wang et collaborateurs [7]. Nous la nommerons

convention 2casC . Elle considère la position de l’écho par rapport à la première

impulsion RF, 1t)k1( ++++ , comme la période d’évolution. La phase de l’amplitude de

l’écho )t(a 1  et celle de l’anti-écho )t(a 1−  deviennent respectivement [ ]1t)k1(a +  et

[ ]1t)k1(a +− . Les spectres 2D sont,








+
ω

ω
+

=ωω
k1

S)(A
k1

2),(f 1écho
sh12

écho
221

écho
sh    , (III.92)








+
ω

ω
+

=ωω −−−

k1
S)(A

k1
2),(f 1échoanti

sh12
échoanti

221
échoanti

sh    . (III.93)

Les équations (III.92) et (III.93) sont reliées aux équations (III.83) et (III.84) par la

transformation de similitude de la transformée de Fourier. La constante )k1(1 +  se

trouvant en dehors des fonctions n’a pas d’effet sur les spectres. Mais l'argument de
écho
sh1S  dans (III.83) et celui de échoanti

sh1S − dans (III.84) sont divisés par )k1( + . Notons que

la procédure de traitement décrite par les équations (III.87) à (III.89) permettant

d’obtenir une raie d’absorption pure dans la dimension F1 pour les conventions 1casC  et

2casC  est applicable aux spectres sans transformation par cisaillement.

D'un point de vue pratique, le spectre 2D obtenu par l'opération (III.91) suit

implicitement la convention 1casC . Si l'on veut suivre la convention 2casC en changeant

l’incrément de la période d’évolution expérimentale 1t∆  par 1t)k1( ∆+ , alors la nouvelle

fenêtre spectrale est recalculée en utilisant la relation 1t)k1(1SW 12cas =∆+×  pour la

méthode d’échantillonnage simultané des données qu'utilise la méthode hypercomplexe.

Les spectres 2D associés à ces deux conventions sont identiques mais diffèrents

seulement par la fenêtre spectrale dans la dimension F1. La fenêtre spectrale de la
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convention 2casC  est plus petite que celle de la convention 1casC  d’un facteur (1 + k). La

fenêtre spectrale pour la convention 2casC  dépend de la valeur de k. Ainsi pour

comparer deux largeurs de raie dans la dimension F1 de deux spectres MQ-MAS

possédant deux p différents il faut multiplier ces largeurs de raie par le facteur d'échelle

(1 + k). Nous verrons dans le paragraphe III.3.5 que le choix de la période d’évolution

( 1casC  ou 2casC ) agira sur la graduation en unité déplacement chimique de la dimension

F1 d’un spectre 2D transformé par cisaillement mais n’a pas d’effet sur le déplacement

chimique de la dimension F2.
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III.3.4. Graduations de l'axe de la dimension F1

Théoriquement le déplacement chimique d’une raie le long des dimensions F1 et

F2 d’un spectre 2D sont référencés par rapport à la fréquence porteuse ptω  qui est

localisée au centre des deux fenêtres spectrales. Mais dans la pratique le déplacement

chimique d’une raie d’absorption est référencé expérimentalement par rapport à une

solution aqueuse externe dont le déplacement chimique est nul ou connu. Pour les deux

dimensions d’un spectre 2D MQ-MAS, connaissant l’offset de la fréquence porteuse

ptω  par rapport à la solution aqueuse (
1FΩ  dans la dimension F1 et 

2FΩ  dans la

dimension F2), nous pouvons exprimer les déplacements chimiques observés du centre

de gravité obs
1Gδ  dans la dimension F1 et obs

2Gδ  dans la dimension F2 par rapport à la

solution aqueuse. Mais dans un spectre MQ-MAS, 
1FΩ  est différent de 

2FΩ .

III.3.4.a. Différentes conventions

Nous allons présenter les différentes conventions apparues dans la littérature

concernant la fréquence porteuse apparente dans la dimension F1.

Première possibilité : convention Ccas1 [4,5]

Si l’acquisition des données commence à la position 12 ktt =  de l’écho ( 1casC ),

c’est-à-dire au sommet de l’écho, la position )p,I(
1Fω  de la raie par rapport à ptω  le

long de la dimension F1 est donnée par l’équation (III.35). Par conséquent le

déplacement chimique observé du centre de gravité obs
1Gδ  est égal à cette position divisée

par ptω ,

pt

Fobs
1G

)p,I(
1

ω
ω

=δ    . (III.94)

La fréquence porteuse ptω  en F1 est identique à celle en F2. Ainsi, le long de la

dimension F1, le déplacement chimique observé obs
1cas1Gδ  du centre de gravité de la raie

par rapport à ptω  pour la convention 1casC  est donné par,
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obs
1cas1Gδ

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS )k()pk(
ω

ω
λ++δ−= −

pt

iso)2(
2/1,2/1

1cas2
iso
CS1cas1 kk

ω
ω

+δ= −    . (III.95)

Les deux paramètres 1cas1k  et 1cas2k  sont donnés dans le tableau III.12 pour les quatre

spins quadrupolaires demi-entiers.

Deuxième possibilité : conventions Ccas2' et Ccas2" [6,7]

Pour la convention 2casC , Massiot divise le déplacement chimique observé obs
1cas1Gδ

par 1 + k,

obs
2cas1Gδ obs

1cas1Gk1
1 δ
+

=

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS k1
k

k1
pk

ω
ω

+
λ++δ

+
−= −

pt

iso)2(
2/1,2/1

2cas2
iso
CS2cas1 kk

ω
ω

+δ= −    . (III.96)

Il y a pour cette convention deux interprétations possibles :

(Ccas2') on multiplie le « dwell-time » ∆t1 dans la dimension F1 par 1 + k (§.

III.3.4.b) et on garde alors la fréquence porteuse ptω  (III.95). La fréquence porteuse ptω

en F1 est identique à celle en F2 ;

(Ccas2") on garde le « dwell-time » ∆t1 et on multiplie par 1 + k la fréquence

porteuse ptω  (III.96) ; la fréquence porteuse apparente est ptω (1 + k).

Troisième possibilité : conventions Ccas3a et Ccas3b [2,3]

(Ccas3a) Amoureux et collaborateurs [2,3] divisent le déplacement chimique

observé obs
1cas1Gδ  par k – p,

obs
a3cas1Gδ obs

1cas1Gpk
1 δ
−

=

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS
pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS 17
10

pk
k

ω
ω

−δ=
ω

ω
−

λ++δ= −−    . (III.97)
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La fréquence porteuse apparente est pt)pk( ω− . Les coefficients devant iso
CSδ  et

pt
iso)2(

2/1,2/1 / ωω−  dans (III.97) sont des constantes indépendantes du spin I et de l'ordre de

cohérence p.

(Ccas3b) Il est aussi possible de considérer la période d’évolution 1t)k1( +  utilisée

par Massiot en divisant obs
a3cas1Gδ  par 1 + k, on obtient,

obs
b3cas1Gδ ( )( )

obs
1cas1Gk1pk

1 δ
+−

=

( )( ) pt

iso)2(
2/1,2/1

iso
CS

k1pk
k

k1 ω
ω

+−
λ++

+
δ

= −

pt

iso)2(
2/1,2/1

iso
CS

17
10

k1
1

k1 ω
ω






 −

+
+

+
δ

= −    . (III.98)

Comme dans le cas précédent (2e possibilité), il y a deux interprétations possibles :

(Ccas3b') soit on multiplie le « dwell-time » 1t∆  par 1 + k et la fréquence porteuse

apparente est toujours pt)pk( ω−  ;

(Ccas3b") soit on ne modifie pas le « dwell-time » 1t∆  et la fréquence porteuse

apparente devient (1+ k) pt)pk( ω− .

Quatrième possibilité : conventions Ccas4a et Ccas4b [15]

(Ccas4a) Bodart et collaborateurs [15] divisent le déplacement chimique observé
obs

1cas1Gδ  par l’ordre de cohérence p,

obs
a4cas1Gδ obs

1cas1Gp
1 δ=

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS p
k

p
pk

ω
ωλ++δ−= −

pt

iso)2(
2/1,2/1

4cas2
iso
CS4cas1 kk

ω
ω

+δ= −    . (III.99)

La fréquence porteuse apparente est 0pω .

(Ccas4b) Si l'on considère la période d’évolution 1t)k1( + , on divise obs
a4cas1Gδ  par

1 + k. On obtient,



III.3. Séquence Multiple-Quantum Magic Angle-Spinning (MQ-MAS)
167

obs
b4cas1Gδ obs

1cas1G)k1(p
1 δ
+

=

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS )k1(p
k

)k1(p
pk

ω
ω

+
λ++δ

+
−= −

pt

iso)2(
2/1,2/1

4cas2
iso
CS4cas1 )k1(

kk
k1

1
ω+

ω
+δ

+
= −    . (III.100)

Les deux interprétations possibles sont :

(Ccas4b') soit on multiplie le « dwell-time » 1t∆  par 1 + k et la fréquence porteuse

apparente est toujours ptpω  ;

(Ccas4b") soit on ne modifie pas le « dwell-time » 1t∆  et la fréquence porteuse

apparente devient (1 + k) ptpω .

Cinquième possibilité : conventions Ccas5a et Ccas5b

(Ccas5a) Enfin on peut envisager une cinquième convention où on divise le

déplacement chimique observé obs
1cas1Gδ  par k + λ :

obs
a5cas1Gδ obs

1cas1Gk
1 δ

λ+
=

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS
pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS 10
17

k
pk

ω
ω

+δ−=
ω

ω
+δ

λ+
−= −−    . (III.101)

La fréquence porteuse apparente est pt)k( ωλ+ . Comme dans (III.97), les coefficients

devant iso
CSδ  et pt

iso)2(
2/1,2/1 / ωω−  dans (III.101) sont aussi des constantes indépendantes du

spin I et de l'ordre de cohérence p.

(Ccas5b) Si l'on considère la période d’évolution 1t)k1( +  en divisant obs
a5cas1Gδ  par

1 + k, on obtient,

obs
b5cas1Gδ obs

1cas1G)k)(k1(
1 δ

λ++
=

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS )k1()k)(k1(
pk

ω+
ω

+δ
λ++

−= −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS )k1(10
17

k1
1

ω+
ω

+δ




 −

+
= −    . (III.102)

Les deux interprétations possibles sont :
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(Ccas5b') soit on multiplie le « dwell-time » 1t∆  par 1 + k et la fréquence porteuse

apparente est toujours pt)k( ωλ+  ;

(Ccas5b") soit on ne modifie pas le « dwell-time » 1t∆  et la fréquence porteuse

apparente devient (1 + k) pt)k( ωλ+ .

Il y a donc deux cas ( 1casC  et '2casC ) où les fréquences porteuses dans les deux

dimensions F1 et F2 sont identiques et égales à ptω . Pour ces deux conventions et la

convention "2casC , la fréquence porteuse apparente est toujours positive, ce qui n’est pas

toujours le cas pour les autres conventions (cela peut provoquer des problèmes avec le

logiciel de traitement des données).

La fréquence porteuse apparente pt)pk( ωωωω−−−−  de la convention a3casC  et la

fréquence porteuse apparente pt)k( ωωωωλλλλ++++  de la convention a5casC  sont de signes

opposés. On peut choisir l'une d'entre elles pour que la fréquence porteuse

apparente dans la dimension F1 soit toujours positive. La convention a5casC  n'a

que quatre fréquences porteuses négatives : celles correspondant aux ordres de

cohérences p = −−−−I.

III.3.4.b. Déplacement chimique isotrope iso
CSδδδδ

Le déplacement chimique observé obs
2Gδ  du centre de gravité de la raie par rapport

à ptω  le long de la dimension F2 est identique quelle que soit la convention,

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS
obs

2G ω
ω

+δ=δ −    . (III.103)

On en déduit pour les différentes conventions le déplacement chimique isotrope iso
CSδ  de

la raie par rapport à ptω .

Pour la convention 1casC , des équations (III.95) et (III.103) on obtient,

obs
1cas1G1Gcas

obs
2G

obs
1cas1G

obs
2Giso

CS k
27
10

p
)k(

δ+δ=
λ+

δ−δλ+
=δ    . (III.104)
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Pour la convention 2casC , des équations (III.96) et (III.103) on obtient,

obs
2cas1G2Gcas

obs
2G

obs
2cas1G

obs
2Giso

CS k
27
10

p
)k1()k(

δ+δ=
λ+

δ+−δλ+
=δ    . (III.105)

Pour la convention a3casC , des équations (III.97) et (III.103) on obtient,

obs
a3cas1G

obs
2G

obs
a3cas1G

obs
2Giso

CS 27
17

27
10

p
)pk()k(

δ+δ=
λ+

δ−−δλ+
=δ    . (III.106)

Si on utilise la période d’évolution 1t)k1( +  on obtient ( b3casC ),

obs
b3cas1G

obs
2G

obs
b3cas1G

obs
2Giso

CS 27
17)k1(

27
10

p
)pk)(k1()k(

δ++δ=
λ+

δ−+−δλ+
=δ    .

(III.107)

Pour la convention a4casC , des équations (III.99) et (III.103) on obtient,

obs
a4cas1G4Gcas

obs
2G

obs
a4cas1G

obs
2Giso

CS k
27
10

p
p)k(

δ+δ=
λ+

δ−δλ+
=δ    . (III.108)

1Gcas4Gcas pkk =    . (III.109)

Pour la convention a5casC , des équations (III.101) et (III.103) on obtient,

( )obs
a5cas1G

obs
2G

obs
a5cas1G

obs
2Giso

CS 27
10

p
)k()k(

δ−δ=
λ+

δλ+−δλ+
=δ    . (III.110)

Si on utilise la période d’évolution 1t)k1( +  pour les cas b4casC  et b5casC , il suffit de

multiplier obs
a4cas1Gδ  et obs

a5cas1Gδ  par )k1( +  dans les équations (III.108) et (III.110).



CHAPITRE III : Séquence MQ–MAS pour les spins quadrupolaires
170

Tab. III.12 : Différents paramètres intervenant dans le déplacement chimique isotrope, le déplacement
quadrupolaire du second ordre du centre de gravité et le paramètre CQη en fonction du spin I et de
l'ordre de cohérence p. Notons que nous retrouvons les valeurs données par Bonhomme et Livage [16].

Convention

1casC
(Frydman[4,5])

Convention

2casC
(Massiot[6])

Convention

4casC
(Bodart[15])

I pQ 1cas1k
ou

k − p

1cas2k
ou

k + λ

1Gcask
ou

λ+
−

p
1

2cas1k
ou

k1
pk

+
−

2cas2k
ou

k1
k

+
λ+

2Gcask
ou

λ+
+−

p
k1

4cas1k
ou

p
pk −

4cas2k
ou

p
k λ+

4Gcask
ou

λ+
−

p
p

3/2 –3Q
9
34

9
20−

6
1

8
17

4
5−

27
8

27
34−

27
20

2
1−

5/2 3Q
12
17−

6
5

9
4−

31
17−

31
10

27
31−

36
17−

18
5

3
4−

–5Q
12
85

6
25−

45
4

37
85

37
50−

135
37

12
17−

6
5

9
4−

7/2 3Q
45
34−

9
4

6
5−

73
17−

73
10

27
73−

135
34−

27
4

2
5−

5Q
9
34−

9
20

6
1−

10
17− 1

27
10−

45
34−

9
4

6
5−

–7Q
45

476
9
56−

84
5

103
238

103
140−

378
103

45
68−

9
8

12
5−

9/2 3Q
36
17−

18
5

3
4−

127
17−

127
10

27
127−

108
17−

54
5 4−

5Q
36
85−

18
25

15
4−

131
85−

131
50

135
131−

36
17−

18
5

3
4−

7Q
18

119−
9
35

21
2−

25
119−

5
14

189
25−

18
17−

9
5

3
2−

–9Q
6

85
3
25−

45
2

37
85

37
50−

135
37

54
85−

27
25

5
2−

III.3.4.c. Offset ΩΩΩΩF1 de la fréquence porteuse dans la dimension F1 par
rapport à la référence du spectre

La fréquence d’offset 
2FΩ  de ptω  par rapport à une solution aqueuse est utilisée

pour établir la position du zéro ppm de l’échelle du déplacement chimique le long de la

dimension F2. Quelle que soit la convention choisie nous avons,
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SR1O
2F −=Ω    , (III.111)

où O1 est le terme utilisé sur les spectromètres pour désigner la fréquence porteuse et

SR correspond à la référence du spectre.

Nous allons déterminer la fréquence d’offset 
1FΩ  de ptω  par rapport à une

solution aqueuse dans la dimension F1. Puisque l’hamiltonien associé à la fréquence

d’offset est similaire à l’hamiltonien du déplacement chimique isotrope CSH , les

expressions du déplacement chimique isotrope données aux équations (III.95) à

(III.102) restent valides pour la fréquence d’offset. Dans une solution aqueuse le

déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de la raie centrale est

nul, on en déduit les fréquences d’offset pour les différentes conventions.

Pour les conventions 1casC , a3casC , a4casC  et a5casC , l'offset dans la dimension F1

est

221 F1cas1FF k)pk( Ω=Ω−=Ω    . (III.112)

Pour les conventions '2casC , 'b3casC , 'b4casC  et 'b5casC  où l'on multiplie le « dwell-time »

1t∆  par 1 + k, l'offset dans la dimension F1 est

221 F2cas1FF k
k1
pk Ω=Ω

+
−=Ω    . (III.113)

Pour les conventions "2casC , "b3casC  "b4casC  et "b5casC  où l’on ne change pas le « dwell-

time » 1t∆  on garde l'offset utilisé dans le cas 1casC  (III.112).

La position du zéro ppm du déplacement chimique dans la dimension F1 est

définie par l’offset de ptω  par rapport à la solution aqueuse dont la fréquence de Larmor

est égale à )2/(pt πω  moins 
1FΩ .

Nous avons maintenant la position de la raie d’absorption par rapport à ptω  ainsi

que l’offset de ptω  par rapport à une solution aqueuse. Nous avons la position de la raie

d’absorption par rapport à la solution aqueuse c’est-à-dire ce que nous observons dans

la pratique. Notons que les relations (III.103) à (III.110) restent valides même lorsque le

déplacement chimique observé du centre de gravité d’un pic le long des deux axes est

référencé par rapport à une solution aqueuse au lieu de ptω .
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III.3.4.d. Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité iso)2(
2/1,2/1−−−−ωωωω

Pour chacune des conventions il est possible de déduire le déplacement

quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de la raie.

Pour la convention 1casC , des équations (III.95) et (III.103) on obtient,

pt

iso)2(
2/1,2/1

ω
ω− [ ]obs

2G
obs

1cas1G )pk(
p

1 δ−−δ
λ+

=

[ ]obs
2G1cas1

obs
1cas1G1Gcas kk δ−δ−=    . (III.114)

Pour la convention 2casC , des équations (III.96) et (III.103) on obtient,

pt

iso)2(
2/1,2/1

ω
ω−





 δ

+
−−δ

λ+
+= obs

2G
obs

2cas1G k1
pk

p
k1

[ ]obs
2G2cas1

obs
2cas1G2Gcas kk δ−δ−=    . (III.115)

Pour la convention a3casC , des équations (III.97) et (III.103) on obtient,

pt

iso)2(
2/1,2/1

ω
ω− [ ]obs

2G
obs

a3cas1G )pk()pk(
p

1 δ−−δ−
λ+

=

[ ]obs
2G

obs
a3cas1G27

17 δ−δ−=    . (III.116)

Si on utilise la période d’évolution 1t)k1( +  on obtient ( b3casC ),

pt

iso)2(
2/1,2/1

ω
ω− [ ]obs

2G
obs

b3cas1G )pk()pk)(k1(
p

1 δ−−δ−+
λ+

=

[ ]obs
2G

obs
b3cas1G)k1(

27
17 δ−δ+−=    . (III.117)

Pour la convention a4casC , des équations (III.99) et (III.103) on obtient,

pt

iso)2(
2/1,2/1

ω
ω− [ ]obs

2G
obs

a4cas1G )pk(p
p

1 δ−−δ
λ+

=

[ ]obs
2G4cas1

obs
a4cas1G4Gcas kk δ−δ−=    . (III.118)

Pour la convention a5casC , des équations (III.101) et (III.103) on obtient,

pt

iso)2(
2/1,2/1

ω
ω− [ ]obs

2G
obs

a5cas1G )pk()k(
p

1 δ−−δλ+
λ+

=
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obs
2G

obs
a5cas1G 27

17
27
10 δ+δ=    . (III.119)

Si on utilise la période d’évolution 1t)k1( +  pour les cas b4casC  et b5casC , il suffit

de multiplier obs
a4cas1Gδ  et obs

a5cas1Gδ  par )k1( +  dans les équations (III.118) et (III.119).

III.3.4.e. Détermination de QηC

Ces dernières équations ne permettent pas d’obtenir la constante de couplage

quadrupolaire et le paramètre d’asymétrie indépendamment. Le paramètre QηC  défini à

l’équation (III.18) est souvent utilisé pour caractériser un échantillon.

Pour la convention 1casC  on obtient,





 −+π

ω
−=η

4
3)1I(I3

40
2

)1I2(IA 0
Q    ,

( )obs
2G1cas1

obs
1cas1G1GcasQQ kkAC δ−δ= ηη    . (III.120)

Pour la convention 2casC ,

( )obs
2G2cas1

obs
2cas1G2GcasQQ kkAC δ−δ= ηη    . (III.121)

Pour la convention a3casC ,

( )obs
2G

obs
a3cas1GQQ 27

17AC δ−δ= ηη    . (III.122)

Si on utilise la période d’évolution 1t)k1( +  on obtient ( b3casC ),

[ ]obs
2G

obs
b3cas1GQQ )k1(

27
17AC δ−δ+= ηη    . (III.123)

Pour la convention a4casC

( )obs
2G4cas1

obs
a4cas1G4GcasQQ kkAC δ−δ= ηη    . (III.124)

Pour la convention a5casC

obs
2G

obs
a5cas1GQQ 27

17
27
10AC δ−δ−= ηη    . (III.125)
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Si on utilise la période d’évolution 1t)k1( +  comme dans les cas b4casC  et b5casC ,

il suffit de rajouter un facteur )k1( +  devant obs
a4cas1Gδ  et obs

a5cas1Gδ  dans les équations

(III.124) et (III.125).

L'avantage certain des deux cas a3casC  et a5casC  réside dans le fait que

l'expression du déplacement chimique isotrope iso
CSδδδδ  {(III.106) et (III.110)} et celle

du déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité iso)2(
2/1,2/1−−−−ωωωω

{(III.116) et (III.119)} sont indépendantes des paramètres I, k, p et λ.λ.λ.λ. Dans les cas

b3casC  et b5casC , ces deux expressions dépendent uniquement de k {(III.107) et

(III.117)}. Par contre pour les autres cas 1casC , 2casC , a4casC , b4casC  elles dépendent

des paramètres I, k, p et λλλλ (Tab. III.12).

Nous avons rassemblé dans les tableaux III.13 à III.15 les différents paramètres

liés aux conventions 1casC , '2casC , "2casC , a3casC , 'b3casC , "b3casC , a5casC , 'b5casC  et "b5casC .

Ce paragraphe III.3 traite en détail la séquence MQ-MAS. A partir des phases

établies au paragraphe III.2.2 (afin de sélectionner les cohérences ±3Q) et en tenant

compte des contraintes liées à l’obtention d’un spectre RMN 2D en pure absorption (§.

III.3.1) nous avons déterminé les différents programmes d’impulsions de la séquence

MQ-MAS ainsi que les traitements des données expérimentales associés. Nous avons

insisté sur l’influence du choix du spin étudié. Nous nous sommes ensuite intéressés à

l’obtention d’un spectre 2D MQ-MAS (transformée de Fourier dans les deux

dimensions des signaux correspondant à l’écho et à l’anti-écho) et plus particulièrement

sur la transformation par cisaillement. Enfin nous avons détaillé les différentes façons

de graduer l’axe en F1 suivant les conventions indiquées dans la littérature. Nous avons

d’ailleurs donné une nouvelle convention. Rappelons que ces conventions

n’interviennent pas sur l’acquisition des données mais uniquement sur le traitement de

ces données.
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Tab. III. 13 : Différents paramètres liés aux conventions adoptant t1 comme la période d'évolution.

1casC

(Frydman [4,5])

a3casC

(Amoureux [2,3])

a5casC

(cette thèse)

Offset en F1

2F1cas12F1F k)pk( Ω=Ω−=Ω 2F1cas12F1F k)pk( Ω=Ω−=Ω 2F1cas12F1F k)pk( Ω=Ω−=Ω

Fréquence porteuse apparente en F1

ptω pt1cas1pt k)pk( ω=ω− pt1cas2pt k)k( ω=ωλ+

Déplacement chimique observé du centre de gravité en F1

pt

iso)2(
2/1,2/1

1cas2
iso
CS1cas1 kk

ω
ω

+δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS 17
10

ω
ω

−δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS10
17

ω
ω

+δ− −

Offset en F2

SR1O2F −=Ω SR1O2F −=Ω SR1O2F −=Ω

Fréquence porteuse en F2

ptω ptω ptω

Déplacement chimique observé du centre de gravité en F2

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS ω
ω

+δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS ω
ω

+δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS ω
ω

+δ −

Déplacement chimique isotrope

obs
1cas1G1Gcas

obs
2G k

27
10 δ+δ obs

a3cas1G
obs

2G 27
17

27
10 δ+δ ( )obs

a5cas1G
obs

2G27
10 δ−δ

Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de la raie

[ ]obs
2G1cas1

obs
1cas1G1Gcas kk δ−δ− [ ]obs

2G
obs

a3cas1G27
17 δ−δ− obs

2G
obs

a5cas1G 27
17

27
10 δ+δ

Paramètre ηQQη A/C

( )obs
2G1cas1

obs
1cas1G1Gcas kk δ−δ ( )obs

2G
obs

a3cas1G27
17 δ−δ obs

2G
obs

a5cas1G 27
17

27
10 δ−δ−
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Tab. III. 14 : Différents paramètres liés aux conventions adoptant (1 + k) t1 comme la période
d'évolution ; le « dwell-time » est multiplié par 1 + k.

'2casC

(Massiot [6])

'b3casC

(Amoureux [2,3])

'b5casC

(cette thèse)

Offset en F1

2F2cas12F1F k
k1
pk Ω=Ω

+
−=Ω 2F2cas12F1F k

k1
pk Ω=Ω

+
−=Ω 2F2cas12F1F k

k1
pk Ω=Ω

+
−=Ω

Fréquence porteuse apparente en F1

ptω pt1cas1pt k)pk( ω=ω− pt1cas2pt k)k( ω=ωλ+

Déplacement chimique observé du centre de gravité en F1

pt

iso)2(
2/1,2/1

2cas2
iso
CS2cas1 kk

ω
ω

+δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1

iso
CS

)k1(17
10

k1 ω+
ω






 −+

+
δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS )k1(10
17

k1
1

ω+
ω

+δ




 −

+
−

Offset en F2

SR1O2F −=Ω SR1O2F −=Ω SR1O2F −=Ω

Fréquence porteuse en F2

ptω ptω ptω

Déplacement chimique observé du centre de gravité en F2

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS ω
ω

+δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS ω
ω

+δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS ω
ω

+δ −

Déplacement chimique isotrope

obs
2cas1G2Gcas

obs
2G k

27
10 δ+δ obs

b3cas1G
obs

2G 27
17)k1(

27
10 δ





++δ ( )[ ]obs

b5cas1G
obs

2G k1
27
10 δ+−δ

Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de la raie

[ ]obs
2G2cas1

obs
2cas1G2Gcas kk δ−δ− ( )[ ]obs

2G
obs

b3cas1Gk1
27
17 δ−δ+− ( ) obs

2G
obs

b5cas1G 27
17k1

27
10 δ+δ+

Paramètre ηQQη A/C

( )obs
2G2cas1

obs
2cas1G2Gcas kk δ−δ ( )[ ]obs

2G
obs

b3cas1Gk1
27
17 δ−δ+ ( ) obs

2G
obs

b5cas1G 27
17k1

27
10 δ−δ+−
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Tab. III. 15 : Différents paramètres liés aux conventions adoptant (1 + k) t1 comme la période
d'évolution ; le « dwell-time » n'est pas  multiplié par 1 + k.

"2casC

(Massiot [6])

"b3casC

(Amoureux [2,3])

"b5casC

(cette thèse)

Offset en F1

2F1cas12F1F k)pk( Ω=Ω−=Ω 2F1cas12F1F k)pk( Ω=Ω−=Ω 2F1cas12F1F k)pk( Ω=Ω−=Ω

Fréquence porteuse apparente en F1

(1 + k) ptω pt)pk)(k1( ω−+

pt1cas1k)k1( ω+=

(1 + k) pt)k( ωλ+

pt1cas2k)k1( ω+=

Déplacement chimique observé du centre de gravité en F1

pt

iso)2(
2/1,2/1

2cas2
iso
CS2cas1 kk

ω
ω

+δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1

iso
CS

)k1(17
10

k1 ω+
ω






 −+

+
δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS )k1(10
17

k1
1

ω+
ω

+δ




 −

+
−

Offset en F2

SR1O2F −=Ω SR1O2F −=Ω SR1O2F −=Ω

Fréquence porteuse en F2

ptω ptω ptω

Déplacement chimique observé du centre de gravité en F2

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS ω
ω

+δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS ω
ω

+δ −

pt

iso)2(
2/1,2/1iso

CS ω
ω

+δ −

Déplacement chimique isotrope

obs
2cas1G2Gcas

obs
2G k

27
10 δ+δ obs

b3cas1G
obs

2G 27
17)k1(

27
10 δ





++δ ( )[ ]obs

b5cas1G
obs

2G k1
27
10 δ+−δ

Déplacement quadrupolaire du second ordre du centre de gravité de la raie

[ ]obs
2G2cas1

obs
2cas1G2Gcas kk δ−δ− ( )[ ]obs

2G
obs

b3cas1Gk1
27
17 δ−δ+− ( ) obs

2G
obs

b5cas1G 27
17k1

27
10 δ+δ+

Paramètre ηQQη A/C

( )obs
2G2cas1

obs
2cas1G2Gcas kk δ−δ ( )[ ]obs

2G
obs

b3cas1Gk1
27
17 δ−δ+ ( ) obs

2G
obs

b5cas1G 27
17k1

27
10 δ−δ+−
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III.4. Repliement d'une raie

Avant d’exploiter les résultats obtenus avec la séquence MQ-MAS, nous allons

aborder un problème que l’on peut rencontrer en RMN : le repliement d'une raie [17]. Si

la raie de l’échantillon étudié se trouve assez loin de la référence utilisée, il est possible

que cette raie se trouve en dehors de la fenêtre spectrale. Par conséquent, la raie

observée n’est pas la raie réelle. Cette dernière est replacée dans la fenêtre spectrale par

repliement. Dans ce cas le déplacement chimique observé ne correspond plus au

déplacement chimique isotrope de la raie. Par la suite, nous utilisons la méthode

d’échantillonnage simultané. Dans ce cas, une raie se trouvant à gauche de la fenêtre

spectrale dans la dimension F2 sera repliée par la droite (et inversement). De même une

raie se trouvant plus bas dans la dimension F1 sera repliée par le haut (et inversement).

Nous allons illustrer ce phénomène par deux exemples (NH4Y et Na4P2O7). Notons que

pour un échantillonnage séquentiel, le repliement s’effectue du même coté (une raie se

trouvant à gauche de la fenêtre spectrale dans la dimension F2 sera repliée par la

gauche…). Pour éviter le repliement il faut d'abord travailler avec une large fenêtre

spectrale pour être sûr que la raie n’est pas repliée ; ensuite il suffit de rapprocher la

fréquence porteuse près de la raie ; enfin on réduit la fenêtre spectrale.

III.4.1. Zéolithe NH4Y

Nous allons analyser la position de la raie d’aluminium-27 d’une zéolithe NH4Y

ZY  (produit initial) pour plusieurs valeurs de la fréquence porteuse en modifiant (O1).

Les conditions expérimentales sont indiquées dans le tableau III.16. Nous avons

superposé les différentes raies d'aluminium sur la figure III.7. Pour les raies 1 à 4, un

changement de O1 déplace la raie dans les deux dimensions mais il n’y a pas de

repliement puisque les raies ont les mêmes déplacements chimiques

( ppm12,891G −=δ  ; ppm20,612G =δ ) dans les deux dimensions. Par contre la raie 5

( ppm04,2191G =δ  ; ppm20,612G =δ ) sort de la fenêtre spectrale dans la dimension F1

et est donc repliée par le haut. La raie 6 ( ppm04,2191G =δ  ; ppm20,612G =δ ) se

trouve à la limite de la fenêtre spectrale dans la dimension F2, une partie de la raie est

repliée par la gauche pour devenir la raie 6' ( ppm29,391G =δ  ; ppm52,2452G −=δ ).
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Par rapport à la raie 1, la raie 7 ( ppm29,391G =δ  ; ppm52,2452G −=δ ) a été repliée

dans les deux dimensions et la raie 8 ( ppm05,3461G =δ  ; ppm52,2452G −=δ ) a été

repliée une fois dans la dimension F2 et deux fois dans la dimension F1.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6')

(7)

(8)

(−89,12 ppm
   61,20 ppm)

(−89,12 ppm
   61,20 ppm)

(−89,12 ppm
   61,20 ppm)

(−89,12 ppm
   61,20 ppm)

(219,04 ppm
   61,20 ppm)

(6)
(219,04 ppm
   61,20 ppm)

(   39,29 ppm
−245,52 ppm)

(   39,29 ppm
−245,52 ppm)

(  346,05 ppm
 −245,52 ppm)

Fig. III.7 : Raies d’aluminium-27 dans une zéolithe NH4Y pour plusieurs valeurs de la fréquence porteuse
en modifiant O1. (1) O1 = 3566,90 Hz ; (2) O1 = – 538,36 Hz ; (3) O1 = – 4643,62 Hz ;
(4) O1 = – 9064,67 Hz ; (5) O1 = – 13169,94 Hz ; (6) O1 = – 16487,10 Hz ; (7) O1 = – 19801,521 Hz ;
(8) O1 = – 24854,15 Hz. La solution aqueuse utilisée pour la fréquence de référence du spectre est
Al(NO3)3 à 1M. Ces spectres ont été enregistrés sur un spectromètre ASX500. La première valeur du
déplacement chimique est celle de la raie suivant F1 ; la seconde valeur est suivant F2. Le déplacement
chimique le long de F1 suit la convention Ccas1.

F1

F2

Pente = k – p

 = – 17/12
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Tab. III.16 : Paramètres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure III.7.
TD(F2) (W)
Nombre de points échantillonnés en F2

512 TD(F1) (W)
Nombre de points échantillonnés en F1

256

SWH(F2) (kHz)
Fenêtre spectrale en F2

40 SWH(F1) (kHz)
Fenêtre spectrale en F1

40

DE (µs)
Temps mort

17,86 IN6 (µs)
Incrément de la période d'évolution

25

DW (µs)
Durée entre 2 échantillonnages en F2

12,5 L1
Nombre de points complexes en F1

128

D1 (s)
Durée entre deux acquisitions

0,3 SFO1 (MHz)
Fréquence du spectromètre

130,3235

P1 (µs)
Durée de la 1ère impulsion

3 Vrot (kHz)
Vitesse de rotation

10

P2 (µs)
Durée de la 2ème impulsion

0,75 NS
Nombre d’accumulation

120

O1 (Hz)
Fréquence porteuse

Fig. III.7 SR (Hz)
Référence du spectre

– 4489,74

Notons que de façon générale lorsqu’on déplace une raie d’une valeur x dans la

dimension F2, on déplace cette raie d’une valeur (k – p)x dans la dimension F1

{(III.111) et (III.112)}. Ainsi la pente des droites de la figure III.7 est donnée par la

valeur de k – p, dans le cas de l’aluminium nous avons k – p = – 17/12 (Tab. III.12).

Pour éviter qu'une raie ne soit repliée dans la dimension F1, il faut dans une première

expérience mesurer l’offset 2F∆  de cette raie dans la dimension F2. Cet offset

correspond à l’écart entre le centre de l’écran (ou le centre de la fenêtre spectrale) et la

fin de la raie la plus éloignée du centre de l’écran. Par exemple sur la figure III.8.a,

l’offset 2F∆  de la raie est de 900 Hz, sur la figure III.8.b l’offset 2F∆  de la raie est de

1400 Hz. Puis on prend pour la dimension F1 une valeur SW(F1) >  k – p× 2 2F∆ ,

ainsi la raie ne sera pas repliée. Nous avons reporté sur la figure III.8.c les raies 1, 3 et 5

de la figure III.7. La fenêtre spectrale dans les deux dimensions F1 et F2 est de 306,93

ppm. Pour la première raie (Fig. III.8.c.1) nous avons 2F∆  = 7,19 ppm, nous avons donc

 k – p× 2 2F∆  = (17/12) ×14,38 = 20,37 ppm. Comme la fenêtre spectrale en F1 est

bien supérieure à cette valeur, il n’y a pas de repliement. Pour la troisième raie (Fig.

III.8.c.3) nous avons 2F∆  = 67,78 ppm, nous avons donc  k – p× 2 2F∆  = 192,04 ppm.

La fenêtre spectrale en F1 est encore bien supérieure à cette valeur, il n’y a toujours pas

de repliement. Pour la cinquième raie (Fig. III.8.c.5) nous avons 2F∆  = 133,1 ppm, nous

avons donc  k – p× 2 2F∆  = 377,11 ppm. Cette fois, la fenêtre spectrale en F1 est

inférieure à cette valeur, il y a repliement.
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Fig. III.8 : Spectre d’une raie quelconque ayant un offset 2F∆  = 900 Hz (a) et de 1400 Hz (b). (c) Offset

2F∆  des raies (1), (3) et (5) de la figure III.7. Les raies (1) et (3) ont des offsets tels que SW(F1) >
(17/12) 2 2F∆ , les raies ne sont pas repliées. La raie (5) a un offset tel que SW(F1) < (17/12)2 2F∆ , la
raie est donc repliée. Comme la pente k – p est négative le repliement se fait par le haut.

(a) (b)

(c)

Pente = k – p

 = – 17/12
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III.4.2. Pyrophosphate de sodium anhydre

Nous allons étudier le phénomène de repliement dans le cas où il y a plusieurs

raies, donc plusieurs sites dans l’échantillon. Pour cela observons les spectres du

sodium-23 d’une poudre de Na4P2O7 pour plusieurs fréquences porteuses via (O1).

Dans Na4P2O7, le sodium se trouve dans 4 sites (Engelhardt et collaborateurs [18]).

Les conditions expérimentales sont indiquées dans le tableau III.17.

Pour les spectres a et b (Fig. III.9) le changement de O1 déplace les raies dans les

deux dimensions ; mais il n’y a pas de repliement puisque les déplacements chimiques

des quatre raies dans les deux dimensions des deux spectres demeurent identiques.

Pour le spectre c, le déplacement chimique des raies 3 et 4 dans la dimension F1

ne correspondent pas à celui des même raies dans les spectres a ou b. Ces raies sont

donc repliées par le bas. Par contre, les raies 1 et 2 ne sont pas repliées puisque leurs

déplacements chimiques dans les deux dimensions restent identiques à ceux des même

raies dans les spectres a et b.

Tab. III.17 : Paramètres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure III.9.
TD(F2) 1024 TD(F1) 200
SWH(F2) (kHz) 20 SWH(F1) (kHz) 33,33
DE (µs) 35,71 IN6 (µs) 30
DW (µs) 25 L1 100
D1 (s) 4 SFO1 (MHz) 79,3896
P1 (µs) 9 Vrot (kHz) 10
P2 (µs) 9 NS 96
O1 (Hz) Fig. III.8 SR (Hz) –386,97

Dans le cas de spectre à plusieurs raies le repliement peut ne pas intervenir sur

l’ensemble des raies. Se pose alors la question de déterminer les raies ayant un

déplacement chimique correct. Comme pour le cas précédent lorsqu’on déplace les raies

d’une valeur x dans la dimension F2, on déplace ces raies d’une valeur (k – p)x dans la

dimension F1 {(III.111) et (III.112)}. Ainsi chaque raie est déplacée suivant une droite

de pente k – p. La valeur de k – p pour le sodium est de 34/9 (Tab. III.12), cette fois la

pente est positive, on remarque que les raies se déplacent dans le sens opposé de celui

de l’aluminium (Fig. III.7 et III.8). Dans les cas (a) et (b) de la figure III.9, nous avons

la conditions SW(F1) > (34/9)2 2F∆ , les raies ne sont pas repliées. Par contre pour le cas

(c) nous avons SW(F1) < (34/9)2 2F∆ , cette fois une partie des raies sont repliées.
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Fig. III.9 : Spectres du sodium-23 dans une poudre de Na4P2O7. (a) O1 = – 386,97 Hz,
(b) O1 = – 1886,97 Hz, (c) O1 = – 3386,97 Hz. Ces spectres ont été enregistrés sur un spectromètre
ASX300, la solution aqueuse utilisée pour la fréquence de référence du spectre est NaCl à 1M. Comme la
pente k – p est positive le repliement se fait par le bas.
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Tab. III.18 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
obs

1Gδ  et obs
2Gδ  ainsi que ηQC  pour la convention Ccas1 de la figure III.9.

Convention Raie obs
1Gδ  (ppm) obs

2Gδ  (ppm) ηQC  (MHz)

4 119,73 – 28,53 3,09
1casC

3 125,47 – 41,50 3,44

Pour la convention 1casC  nous avons déterminé les déplacements chimiques

observés du centre de gravité des raies 3 et 4 dans les deux dimensions (Tab. III.18).

Comme les raies 1 et 2 sont superposées, nous n'avons pas pu déterminer les

déplacements chimiques observés des centres de gravités. Puis nous avons déduit de

l’équation (III.120) la valeur de ηQC  pour les raies 3 et 4 (Tab. III.18). Nos valeurs sont

proches de celles d’Engelhardt et collaborateurs [18] : ηQC = 3,4 MHz et η = 0,56 pour

la raie 3 ; ηQC = 3 MHz et η = 0,47 pour la raie 4.

Remarque : La durée d’une expérience MQ-MAS est liée au nombre d’incréments (L1)

et à l'incrément (IN6) de la période d'évolution expérimentale. De plus IN6, qui est le

dwell-time (DW1) de la dimension F1, fixe la fenêtre spectrale (SW1) de cette

dimension. On a la relation : SW1 = 1/IN6. Si l’on veut diminuer la durée de

l’expérience, on peut augmenter la valeur de IN6, mais dans ce cas on réduit la fenêtre

spectrale en F1, ce qui peut provoquer l’apparition de repliement dans la dimension

F1 [19].

A travers deux exemples (aluminium-27 de NH4Y et sodium-23 de Na4P2O7)

nous avons indiqué, dans ce paragraphe III.4, les effets du repliement sur les spectres

RMN et sur les valeurs des déplacements chimiques des raies. De plus nous avons

donné un critère simple permettant d'éviter les repliements.
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III.5. Application de la séquence MQ-MAS aux spins I =
3/2, 5/2, 7/2 et 9/2

Nous allons à présent appliquer la séquence MQ-MAS aux quatre spins demi-

entiers et vérifier expérimentalement la validité des paragraphes III.3.3 (cisaillement) et

III.3.4 (graduations des axes). Les différents spectres ont été enregistrés soit sur un

spectromètre ASX500 soit sur un spectromètre ASX100. Nous avons contrôlé avec un

spin I = 5/2 (27Al dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium) les différentes

conventions pour graduer l'axe F1. Par la suite nous nous sommes restreints à deux

conventions ( 2casC  et a5casC ) pour les autres exemples.

III.5.1. Cas d’un spin I = 5/2 : Al(CH3COCHCOCH3)3

Pour illustrer les différentes façons de graduer les axes de la dimension F1 (§.

III.3.4) nous allons étudier la raie de l’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate

d’aluminium. Les conditions expérimentales sont données dans le tableau III.19. Les

différentes opérations de traitement des données sont décrites dans l'annexe. Nous avons

représenté sur la figure III.10 les différentes graduations d’axes étudiées au paragraphe

III.3.4. Nous avons reporté les conventions 1casC , a3casC , a4casC  et a5casC  utilisant 1t

comme période d’évolution, ainsi que les conventions 2casC  et b3casC  utilisant 1t)k1( +

comme période d’évolution. Pour ces dernières conventions nous n’avons pas

différencié les deux interprétations possibles { '2casC  et ''2casC  ; 'b3casC  et ''b3casC } car cela

ne modifie pas la graduation de l’axe F1. Pour chacune des conventions nous avons

déterminé les déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les

deux dimensions (Tab. III.20). Puis nous avons déduit des équations {(III.104) à

(III.110) et (III.120) à (III.125)} la valeur du déplacement chimique isotrope iso
CSδ  et

celle de ηQC . Pour les six conventions ces deux valeurs sont évidemment identiques.

Pour ηQC  nous retrouvons une valeur proche de celle de Ding et McDowell [20]

( )0etMHz3CQ =η=η  ou d’Ashbrook et collaborateurs [21], Barrie [22]

( )15,0etMHz3CQ =η=η .
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Tab. III.19 : Paramètres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure III.10.
TD(F2) 1024 TD(F1) 256
SWH(F2) (kHz) 20 SWH(F1) (kHz) 20
DE (µs) 35,71 IN6 (µs) 50
DW (µs) 25 L1 128
D1 (s) 3 SFO1 (MHz) 130,3150
P1 (µs) 3,5 Vrot (kHz) 10
P2 (µs) 0,75 NS 24
O1 (Hz) – 4971,92 SR (Hz) –4526,36
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2,8

0
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Fig. III.10 : Spectre de l’aluminium-27 dans une poudre d'acétylacétonate d’aluminium. La solution
aqueuse utilisée pour la fréquence de référence du spectre est Al(NO3)3 à 1M. Le spectre a été enregistré
sur un spectromètre ASX500.

F2



III.5. Application de la séquence MQ-MAS aux spins I = 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2
187

Tab. III.20 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
obs

1Gδ et obs
2Gδ , déplacement chimique isotrope iso

CSδ  et ηQC  pour les différentes conventions utilisées pour
graduer les axes de la dimension F1 de la figure III.10.

Convention obs
1Gδ  (ppm) obs

2Gδ  (ppm) iso
CSδ  (ppm) ηQC  (MHz)

1casC – 2,54 – 3,16 – 2,30 2,97

2casC – 0,98 – 3,16 – 2,30 2,97

a3casC 1,79 – 3,16 – 2,30 2,97

b3casC 0,69 – 3,16 – 2,30 2,97

a4casC – 0,84 – 3,16 – 2,30 2,97

a5casC – 3,04 – 3,16 – 2,30 2,97

III.5.2. Cas d’un spin I = 3/2 : 23Na4P2O7

Nous allons appliquer la séquence MQ-MAS au cas d’un spin I = 3/2. Pour cela

nous allons étudier le sodium-23 dans une poudre de Na4P2O7 dont les conditions

expérimentales sont données dans le tableau III.21. Le sodium possède quatre

environnements différents, le spectre présente donc quatre raies [18] (Fig. III.11). Pour

les deux conventions 2casC  et a5casC , nous avons déterminé les déplacements chimiques

observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions (Tab. III.22). Puis

nous avons déduit des équations {(III.121) et (III.125)} la valeur de ηQC . Pour ηQC

nous retrouvons une valeur proche de celle d’Engelhardt et collaborateurs [18] (raie 1

: ηQC = 2,5 MHz et η = 0,70 ; raie 2 : ηQC = 2,1 MHz et η = 0,26 ; raie 3 : ηQC = 3,4

MHz et η = 0,56 ; raie 4 : ηQC = 3 MHz et η = 0,47).

Tab. III.21 : Paramètres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure III.11.
TD(F2) 512 TD(F1) 280
SWH(F2) (kHz) 20 SWH(F1) (kHz) 33,33
DE (µs) 35,71 IN6 (µs) 30
DW (µs) 25 L1 140
D1 (s) 5 SFO1 (MHz) 132,2911
P1 (µs) 4 Vrot (kHz) 10
P2 (µs) 1 NS 72
O1 (Hz) 1118,16 SR (Hz) 1118,16
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Fig. III.11 : Spectre du sodium-23 dans une poudre de Na4P2O7 . Le spectre a été enregistré sur un
spectromètre ASX500.

Tab. III.22 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
obs

1Gδ et obs
2Gδ , et ηQC  pour les deux conventions utilisées pour graduer les axes de la dimension F1 de la

figure III.11.
Raie obs

1Gδ  (ppm) obs
2Gδ  (ppm) ηQC  (MHz)

1 15,22 – 7,08 2,50
2 19,77 – 0,77 2,08
3 34,04 – 12,52 3,54

2casC

4 38,47 – 3,85 3,11
1 – 12,18 – 7,08 2,50
2 – 15,50 – 0,77 2,08
3 – 27,24 – 12,52 3,54

a5casC

4 – 30,78 – 3,85 3,11

(1)

(2)

(3)

(4)
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Notons que nous retrouvons les valeurs de ηQC  du tableau III.18, mais les raies 3

et 4 sont inversées dans la dimension F1. De plus cette fois les raies 1 et 2 sont séparées

dans la dimension F1. Nous voyons ici l’influence du champ magnétique statique B0 sur

la position des raies dans la dimension F1 (§. III.4.2).

III.5.3. Cas d’un spin I = 7/2 : NH4
51VO3

Nous allons appliquer la séquence MQMAS au cas d’un spin I = 7/2. Pour cela

nous allons étudier le vanadium-51 dans une poudre de NH4VO3 (Tab. III.23). Le

vanadium possède un seul environnement, le spectre présente donc une raie [23]. Le

premier spectre a été enregistré avec une vitesse de rotation du rotor de 4,5 kHz. (Fig.

III.12.1). Mais la présence de bandes de rotation rend le spectre difficilement

exploitable. En effet il est difficile de repérer la raie du vanadium. Nous avons donc

enregistré un deuxième spectre avec une vitesse de rotation de 6,5 kHz (Fig. III.12.2).

En comparant ces deux spectres il est possible d’identifier la raie du vanadium (Fig.

III.12.1.a et III.12.2.a). Cette dernière ne doit pas changer de position lorsqu’on change

de vitesse de rotation, alors que les bandes de rotation sont déplacées. Les déplacements

chimiques observés du centre de gravité de la raie (Fig. III.13) dans les deux dimensions

sont donnés dans le tableau III.24. Ensuite, nous avons déduit des équations {(III.105),

(III.110), (III.121) et (III.125)} la valeur du déplacement chimique isotrope iso
CSδ  et celle

de ηQC . Pour ηQC  nous retrouvons une valeur proche de celle de Lapina et

collaborateurs [23] ( )19,0etMHz96,2CQ =η=η . Notons qu’il existe des techniques

permettant d’éliminer ces bandes de rotation. Récemment Mahesh et

collaborateurs [24] ont présenté une nouvelle technique le VSMAS, variable-speed

magic-angle sample spinning, basé sur le fait que position de la raie ne change pas

lorsque la vitesse de rotation varie alors que les bandes de rotation sont déplacées. Le

signal moyen acquit à différentes vitesses de rotation correspond à l’addition de la raie,

sans additionner les bandes de rotation. L’acquisition de beaucoup d’accumulation à

plusieurs vitesses disperse donc les bandes de rotation dans le bruit.
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Tab. III.23 : Paramètres d’acquisition utilisés pour les spectres des figures III.12 et III.13.
TD(F2) 1024 TD(F1) 240
SWH(F2) (kHz) 24 SWH(F1) (kHz) 200
DE (µs) 29,71 IN6 (µs) 5
DW (µs) 20,8 L1 120
D1 (s) 10 SFO1 (MHz) 26,3261
P1 (µs) 5 Vrot (kHz) 4,5 et 6,5
P2 (µs) 1,5 NS 96
O1 (Hz) 6186,35 SR (Hz) 22290,94
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Fig. III.12 : Spectres du vanadium-51 dans une poudre de NH4VO3 . La solution aqueuse utilisée pour la
fréquence de référence du spectre est NaVO3 à 0,18 M. La vitesse de rotation du rotor est de 4,5 kHz  (1);
ou 6,5 kHz (2). Les spectres ont été enregistrés sur un spectromètre ASX100. (a) indiquant la position de
la raie du vanadium. Notons que l’axe en F1 est gradué à partir de la convention 1CasC .

-154,11

-600 -700
(ppm)

(ppm)
-500

0

154,11

308,22

462,33

Ccas2

-1123,3

0

1123,3

2246,6

3369,9

(ppm)

Ccas5a

Fig. III.13 : Identique à la Fig. III.12.2. L’axe en F1 est gradué à partir des conventions 2CasC  et a5casC .
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Tab. III.24 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
obs

1Gδ et obs
2Gδ , déplacement chimique isotrope iso

CSδ  et ηQC  pour les deux conventions utilisées pour
graduer les axes de la dimension F1 de la figure III.13.

Convention obs
1Gδ  (ppm) obs

2Gδ  (ppm) iso
CSδ  (ppm) ηQC  (MHz)

2casC 129,56 – 608,32 – 575,60 2,98

a5casC 945,72 – 608,32 – 575,60 2,98

III.5.4. Cas d’un spin I = 9/2 : Li93NbO3 + Na93NbO3

Nous allons appliquer la séquence MQ-MAS au cas d’un spin I = 9/2. Pour cela

nous allons étudier le niobium-93 dans un mélange de deux échantillons en poudre de

LiNbO3 + NaNbO3, les paramètres d'acquisition se trouvent dans le tableau III.25. Le

niobium se trouve dans deux environnements différents, le spectre présente donc deux

raies l’une pour LiNbO3 et l’autre pour NaNbO3 (Fig. III.14). Les déplacements

chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions sont

indiqués dans le tableau III.26. Nous avons déduit des équations {(III.105), (III.110),

(III.121) et (III.125)} la valeur du déplacement chimique isotrope iso
CSδ  et celle de ηQC .

Wolf et collaborateurs [25] ont trouvé pour LiNbO3 : 02,22CQ =η  MHz et 0=η , pour

NaNbO3 : 79,21CQ =η  MHz et 82,0=η . Pour LiNbO3 nous retrouvons bien les valeurs

obtenues par Wolf et collaborateurs, mais pour NaNbO3 notre valeur de ηQC  est plus

faible (Tab. III.26).

En introduisant dans les équations (III.120) à (III.125) la valeur de ηQC , on

obtient une équation de droite à deux variables obs
2Gδ  et obs

1Gδ . Si nous prenons les valeurs

de ηQC  obtenues par Wolf et collaborateurs, la raie de NaNbO3 doit se trouver au-

dessous de celle de LiNbO3 dans Fig. III.14. Afin de confirmer notre valeur ηQC  =

16,86 MHz nous avons enregistré le spectre statique à une dimension du nobium-93

dans une poudre de NaNbO3 (Fig. III.14.a). Puis à l’aide du programme WinFit (D.

Massiot) nous avons simulé cette raie et obtenu ηQC  = 16,82 MHz pour 82,0=η  (Fig.

III.14.b). On retrouve bien notre valeur de ηQC . Si l’on introduit dans notre simulation
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la valeur 79,21CQ =η  MHz de Wolf et collaborateurs on obtient un spectre bien plus

large que notre spectre expérimental (Fig. III.14.c).

Dans ce paragraphe III.5 nous avons appliqué la séquence MQ-MAS aux quatre

spins demi-entiers : 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2. Ainsi nous avons validé la théorie associée à la

séquence MQ-MAS pour les différents spins : les programmes d’impulsions et les

traitements des données (§. III.3.2), la transformation par cisaillement (§. III.3.3.b), la

graduation des axes, le déplacement chimique isotrope et le paramètres ηQC  (§. III.3.4).

Tab. III.25 : Paramètres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure III.14.
TD(F2) 1024 TD(F1) 266
SWH(F2) (kHz) 50 SWH(F1) (kHz) 250
DE (µs) 14,29 IN6 (µs) 4
DW (µs) 10 L1 133
D1 (s) 2 SFO1 (MHz) 122,2788
P1 (µs) 1,5 Vrot (kHz) 15
P2 (µs) 0,7 NS 216
O1 (Hz) 28845,22 SR (Hz) -31372,07

-29,9

Ccas2

-58,3

-86,7

-115,1

550 500 450 400
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Fig. III.14 : Figure de droite : spectres du niobium-93 dans un mélange de poudre de LiNbO3+NaNbO3.
La référence du spectre est la poudre de NbO2F. Le spectre a été enregistré sur un spectromètre ASX500
(la raie (1) correspond à LiNbO3 et la raie (2) correspond à NaNbO3). Figure de droite : (a) spectre
statique du niobium-93 dans une poudre NaNbO3 à 97,82 MHz (spectromètre MSL400) pour une durée
d’impulsion de 3µs, un nombre d’accumulation de 6000 et une durée entre les impulsion de 2s. (b)
spectre simulé avec MHz84,16CQ =η  et 8,0=η . (c) spectre simulé avec MHz82,21CQ =η  et 8,0=η .
Simulations effectuées à l'aide du logiciel de D. Massiot : WinFit beta 1994.

(1)

(2)
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Tab. III.26 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
obs

1Gδ et obs
2Gδ , déplacement chimique isotrope iso

CSδ  et ηQC  pour les deux conventions utilisées pour
graduer les axes de la dimension F1de la figure III.14 (la raie (1) correspond à LiNbO3 et la raie (2)
correspond à NaNbO3).
Convention Raie obs

1Gδ  (ppm) obs
2Gδ  (ppm) iso

CSδ  (ppm) ηQC  (MHz)

1 – 79,50 523,23 567,73 21,89
2casC

2 – 67,05 458,97 485,37 16,86
1 – 1009,69 523,23 567,74 21,89

a5casC
2 – 851,55 458,97 485,37 16,86
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III.6. Application de la séquence MQ-MAS sur des
zéolithes Y désaluminées

Comme nous l’avons indiqué dans le paragraphe II.3.1 la zéolithe Y a une

importance considérable dans l’industrie pétrolière (craquage catalytique). Il est

possible de modifier l’acidité de cette zéolithe par différents traitements. Nous avons

donc modifié une zéolithe NH4Y par désalumination en présence et en absence de

vapeur d’eau (§. II.3.2). Dans ce paragraphe, nous allons étudier la variation du gradient

de champ électrique, plus précisément du paramètre ηQC , des différents environnements

des atomes d’aluminium en fonction du traitement subi par la zéolithe.

III.6.1. Zéolithe Y d’origine

Nous commençons par enregistrer le spectre de l’aluminium-27 dans la zéolithe

NH4Y d’origine ZY  (n’ayant subi aucun traitement) (Tab. III.27). Dans ce cas les

atomes d’aluminium se trouvent dans la charpente zéolithique (§. II.3.3.b), ils ne

possèdent qu’un seul environnement qui est tétraédrique tétAl  (Fig. III.15). A partir des

conventions 2casC  et a5casC  de la séquence MQ-MAS nous avons déterminé les

déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux

dimensions (Tab. III.28). Puis nous avons déduit des équations {(III.105), (III.110),

(III.121) et (III.125)} la valeur du déplacement chimique isotrope iso
CSδ  et celle de ηQC .

Tab. III.27 : Paramètres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure III.15.
TD(F2) 512 TD(F1) 256
SWH(F2) (kHz) 30,12 SWH(F1) (kHz) 200
DE (µs) 7,1 IN6 (µs) 5
DW (µs) 16,6 L1 128
D1 (s) 0,2 SFO1 (MHz) 130,3236
P1 (µs) 4 Vrot (kHz) 15
P2 (µs) 1 NS 360
O1 (Hz) 3696,2 SR (Hz) – 4216,3
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Fig. III.15 : Spectres de l’aluminiun-27 dans une zéolithe NH4Y. La solution aqueuse utilisée pour la
fréquence de référence du spectre est Al(NO3)3 à 1M. Le spectre a été enregistré sur un spectromètre
ASX500.

Tab. III.28 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité de la raie dans les deux dimensions
obs

1Gδ et obs
2Gδ , déplacement chimique isotrope iso

CSδ  et ηQC  pour les deux conventions utilisées pour
graduer les axes de la dimension F1 de la figure III.15.

Raie obs
1Gδ  (ppm) obs

2Gδ  (ppm) iso
CSδ  (ppm) ηQC  (MHz)

2casC tétAl 34,47 61,15 62,22 1,75

a5casC tétAl −106,86 61,15 62,22 1,75

III.6.2. Désalumination en présence de vapeur d’eau

Nous allons maintenant enregistrer les spectres d’aluminium-27 dans des

zéolithes ayant été désaluminées en présence de vapeur d’eau pour différentes durées de

traitements (1h = h1
eauZY , 7h = h7

eauZY , 28h = h28
eauZY  et 36h = h36

eauZY  ; Tab. III.29).

La figure III.16 rassemble les spectres 2D correspondants. En suivant les

conventions 2casC  et a5casC  nous avons déterminé les déplacements chimiques observés

du centre de gravité des raies dans les deux dimensions (Tab. III.30). Puis nous avons

déduit la valeur du déplacement chimique isotrope iso
CSδ  et celle de ηQC  (Tab. III.30).

tétAl

F2
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Comme nous l’avons vu au paragraphe II.3.3.b, les atomes d’aluminium

possèdent trois types d’environnement. (i) Ils peuvent être dans l'environnement

tétraédrique de la charpente zéolithique tétAl  (aluminium du réseau ; raie à environ 60

ppm dans la dimension F2 avec iso
CSδ  = 62 ppm). (ii) Ils peuvent être hors réseau et avoir

un environnement octaédrique octAl  (aluminium extra-réseau ; raie à environ 0 ppm

dans la dimension F2 avec iso
CSδ  = 0,3 ppm). (iii) Enfin le troisième type

d’environnement correspond à une raie large située vers 40-60 ppm dans la dimension

F2 avec iso
CSδ  = 64 ppm. En comparant le déplacement chimique isotrope de cette raie

avec celui des atomes tétAl , nous attribuons cette raie à des atomes d’aluminium

d’environnement tétraédrique (§.II.3.3.b).

Tab. III.29 : Paramètres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure III.16.
Désalumination 1h 7h, 28h, 36h

TD(F2) 512 512
SWH(F2) (kHz) 100 40
DE (µs) 7,1 17,9
DW (µs) 5 12,5
D1 (s) 0,3 0,3
P1 (µs) 3 3
P2 (µs) 1,2 1
O1 (Hz) 2813 – 10,99
TD(F1) 256 256
SWH(F1) (kHz) 200 200
IN6 (µs) 5 5
L1 128 128
SFO1 (MHz) 130,3228 130,3199
Vrot (kHz) 15 10
NS 96 720
SR (Hz) – 4185.49 – 4425,05

La désalumination ( ZY → h1
eauZY ) augmente la valeur de ηQC  des atomes tétAl

elle passe de 1,75 MHz à 2,11 MHz (Tab. III.30). Il y a encore un accroissement de

ηQC  lorsque la durée de la désalumination augmente ( h1
eauZY → h7

eauZY ), elle passe de 2,11

MHz à 2,53 MHz. Mais si l’on continue d’augmenter la durée de la désalumination, la

valeur de ηQC  se stabilise à environ 2,6 MHz ( h7
eauZY → h28

eauZY → h36
eauZY ).

Considérons les atomes octAl . Pour l’échantillon h1
eauZY  la valeur ηQC  = 1,15

MHz est assez différente de celle des autres échantillons désaluminés, ceci est dû à la
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mauvaise qualité de la raie (signal faible). Pour les autres échantillons h7
eauZY , h28

eauZY  et

h36
eauZY  la valeur de ηQC  reste pratiquement constante (0,25 MHz puis 0,28 MHz et

enfin 0,29 MHz).

Pour les atomes tét
earglAl  la valeur de ηQC  est plus forte que celle des atomes

tétAl , ainsi que celle des atomes octAl . Cette valeur varie peu avec la durée de la

désalumination, elle reste proche de 6,4 MHz.

75

-38,7

0

Ccas2

50 25

-240

0

Ccas5a

-77,4

0

-120

(ppm)

(ppm) (ppm)
75

(ppm)

(ppm)

-38,7

0

Ccas2

50 25

-240

-120

0

Ccas5a

(ppm)

-77,4

0

75

-38,7

0

Ccas2

50 25

-240

0

Ccas5a

-77,4

0

-120

(ppm)

(ppm) (ppm)

75
(ppm)

(ppm)

-38,7

0

Ccas2

50 25

-240

-120

0

Ccas5a

(ppm)

-77,4

0

Fig. III.16 : Spectres de l’aluminium-27 dans une zéolithe NH4Y désaluminée en présence de vapeur
d’eau pendant 1 heure (a), 7 heures (b), 28 heures (c) et 36 heures (d) (§. II.3.3.a). La raie tétAl
correspond à des atomes d’aluminium d’environnement tétraédrique, la raie large tét

earglAl  correspond
aussi à des atomes d’aluminium d’environnement tétraédrique et la raie octAl  à des atomes d’aluminium
d’environnement octaédrique. La solution aqueuse utilisée pour la fréquence de référence du spectre est
Al(NO3)3 à 1M. Les spectres ont été enregistrés sur un spectromètre ASX500.
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Tab. III.30 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité des raies tétAl , tét
earglAl  et octAl  dans

les deux dimensions obs
1Gδ et obs

2Gδ , et déplacement chimique isotrope iso
CSδ  et ηQC  correspondant pour les

deux conventions utilisées pour graduer les axes de la dimension F1 de la figure III.16.
1h 7h 28h 36h

obs
1Gδ (ppm) : 2casC – 34,61 – 34,65 – 34,78 – 34,86

obs
1Gδ (ppm) : a5casC – 107,30 – 107,41 – 107,84 – 108,07

obs
2Gδ  (ppm) 60,61 59,57 59,68 59,79

iso
CSδ  (ppm) 62,18 61,85 62,04 62,17

Raie tétAl

ηQC (MHz) 2,11 2,53 2,58 2,59
obs

1Gδ (ppm) : 2casC – 39,60 – 39,46 – 39,89 – 40,60
obs

1Gδ (ppm) : a5casC – 122,76 – 122,32 – 123,66 – 125,86
obs

2Gδ  (ppm) 49,40 50,35 49,25 49,05
iso
CSδ  (ppm) 63,76 63,95 64,04 64,78

Raie tét
earglAl

ηQC (MHz) 6,37 6,20 6,47 6,67
obs

1Gδ (ppm) : 2casC – 1,02 – 1,95 – 2,20 – 2,28
obs

1Gδ (ppm) : a5casC – 3,17 – 6,06 – 6,84 – 7,06
obs

2Gδ  (ppm) 1,11 3,53 3,98 4,11
iso
CSδ  (ppm) 1,58 3,55 4,00 4,14

Raie octAl

ηQC (MHz) 1,15 0,25 0,28 0,29

III.6.3. Désalumination sans vapeur d’eau

Nous allons maintenant enregistrer les spectres d’aluminium-27 dans des

zéolithes désaluminées en absence de vapeur d’eau pour différentes durées de

traitements (7h = h7ZY , 14h = h14ZY  et 28h = h28ZY  ; Tab. III.31).

La figure III.17 regroupe les spectres 2D correspondants. Comme nous l’avons

vu au paragraphe II.3.3.b, les atomes d’aluminium possèdent deux types

d’environnement. (i) Ils peuvent être dans l'environnement tétraédrique de la charpente

zéolithique tétAl  (aluminium du réseau ; raie à environ 60 ppm dans la dimension F2

avec iso
CSδ  = 62 ppm). (ii) Ils peuvent être hors réseau et avoir un environnement
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octaédrique octAl  (aluminium extra-réseau ; raie à environ 0 ppm dans la dimension F2

avec iso
CSδ  = –1,75 ppm). La raie large correspondant à des atomes d'aluminium

Tab. III.31 : Paramètres d’acquisition utilisés pour les spectres de la figure III.17.
Désalumination 7h 14h 28h

TD(F2) 512 512 512
SWH(F2) (kHz) 40 40 40
DE (µs) 17,9 17,9 17,9
DW (µs) 12,5 12,5 12,5
D1 (s) 0,3 0,3 0,3
P1 (µs) 2,5 3 4
P2 (µs) 1 1 1
O1 (Hz) 3660,89 3660,89 3660,89
TD(F1) 256 256 256
SWH(F1) (kHz) 200 200 200
IN6 (µs) 5 5 5
L1 128 128 128
SFO1 (MHz) 130,3236 130,3236 130,3236
Vrot (kHz) 10 10 10
NS 312 312 360
SR (Hz) – 4034,43 – 4034,43 – 4034,43

d'environnement tétraédrique tét
earglAl  (§.II.3.3.b) n'est pas observée dans le cas de la

désalumination en absence de vapeur d’eau.

La valeur de ηQC  (Tab. III.32) des atomes tétAl  dans la zéolithe h7ZY  diffère

énormément de celle de la zéolithe Y d’origine, elle passe de 1,75 MHz à 4,11 MHz. De

plus cette valeur est deux fois supérieure à celle obtenue pour la zéolithe h7
eauZY . Il y a

une légère diminution de ηQC  lorsque la durée de la désalumination augmente

( h7ZY → h14ZY ), elle passe de 4,11 MHz à 3,68 MHz. Mais le rallongement de la durée

de désalumination ne modifie plus beaucoup ηQC  qui se stabilise à 3,72 MHz pour

h28
eauZY

Pour les atomes octAl  la valeur de ηQC  (Tab. III.32) reste pratiquement constante

(environ 0,85 MHz) quelle que soit la durée du traitement.
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Fig. III.17 : Spectres de l’aluminiun-27 dans une zéolithe NH4Y désaluminée en absence de vapeur d’eau
pendant 7 heures (a), 14 heures (b) et 28 heures (c) (§. II.3.3.a). La raie tétAl  correspond à des atomes
d’aluminium d’environnement tétraédrique et la raie octAl  à des atomes d’aluminium d’environnement
octaédrique. La solution aqueuse utilisée pour la fréquence de référence du spectre est Al(NO3)3 à 1M.
Les spectres ont été enregistrés sur un spectromètre ASX500.

Pour conclure ce chapitre sur la séquence MQ-MAS nous avons appliqué cette

séquence sur des zéolithes désaluminées. Nous avons pu déterminer les valeurs du

déplacement chimique isotrope et du paramètre ηQC  pour les différents atomes

d’aluminium tétAl , tét
earglAl  et octAl . De plus le déplacement chimique isotrope de la raie

correspondant aux atomes d’aluminium tét
earglAl  nous a permis de déduire que leur

environnement était tétraédrique (ce que nous ne pouvions que supposer sur les spectres

1D du paragraphe II.3.3.b).
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Tab. III.32 : Déplacements chimiques observés du centre de gravité des raies tétAl  et octAl  dans les deux
dimensions obs

1Gδ et obs
2Gδ , déplacement chimique isotrope iso

CSδ  et ηQC  correspondant pour les deux
conventions utilisées pour graduer les axes de la dimension F1 de la figure III.17.

7h 14h 28h
obs

1Gδ (ppm) : 2casC – 35,86 – 35,81 – 35,57
obs

1Gδ (ppm) : a5casC – 111,17 – 111,03 – 110,27
obs

2Gδ  (ppm) 55,89 57,7 57,09
iso
CSδ  (ppm) 61,87 62,5 61,98

Raie tétAl

ηQC (MHz) 4,11 3,68 3,72
obs

1Gδ (ppm) : 2casC 0,85 0,92 0,88
obs

1Gδ (ppm) : a5casC 2,64 2,85 2,72
obs

2Gδ  (ppm) – 1,98 – 2,08 – 2,02
iso
CSδ  (ppm) – 1,71 – 1,83 – 1,75

Raie octAl

ηQC (MHz) 0,87 0,84 0,86
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III.7. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons traité de façon détaillée la théorie associée à la

séquence MQ-MAS, en particulier la sélection des cohérences multi-quanta en utilisant

un cycle de phase lié à la méthode hypercomplexe. Nous avons dénombré les diverses

relations entre le spin étudié, le cycle de phase, le programme d’impulsions et le

traitement des données expérimentales. Nous avons répertorié les différentes

conventions pour la graduation de l’axe de la dimension F1 et nous avons proposé une

nouvelle convention. Nous avons indiqué les différents intérêts pratiques de ces

conventions, ainsi que les paramètres associés et utilisés lors du traitement des données

expérimentales.

Nous avons obtenu, à travers plusieurs exemples, des spectres haute-résolution

isotrope à partir desquels il est possible de déterminer le déplacement chimique isotrope

d’une raie d’absorption iso
CSδ  et le paramètre ηQC . Ces exemples nous ont permis de

valider les différentes relations détaillées dans la partie théorique. De plus, après avoir

montré les effets du repliement sur les spectres RMN à deux dimensions, nous avons

proposé un critère pour éviter d’être confronté à ce problème.

Enfin, nous avons étudié la variation de iso
CSδ  et de ηQC  des différents

environnements des atomes d’aluminium dans des zéolithes Y désaluminées en fonction

du traitement. La séquence MQ-MAS est une méthode efficace pour résoudre

l’attribution de ces différents environnements. En effet, dans le cas des échantillons

désaluminés en présence de vapeur d’eau, nous avons pu confirmer que les atomes

correspondant à la raie large tét
earglAl  se trouvaient dans un environnement tétraédrique.

En présence ou en absence de vapeur d’eau, nous avons montré que le gradient de

champ électrique, plus précisément ηQC , associé aux atomes d’aluminium tétAl  variait

au début du traitement de désalumination (jusqu’à 7h). Mais lorsque l’on continue à

augmenter la durée du traitement, la valeur de ηQC  varie assez peu. Pour les atomes

d’aluminium tét
earglAl  et octAl , ηQC  reste assez stable quelle que soit la durée du

traitement. La présence ou l’absence de vapeur d’eau, lors du traitement de

désalumination, influence le gradient de champ électrique. Pour les atomes d’aluminium

d’environnement tétraédrique tétAl  l’ajout de vapeur d’eau diminue d’environ 1MHz la
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valeur de ηQC . De même, pour les atomes d’aluminium d’environnement octaédrique

octAl  la valeur de ηQC  est divisée par environ 3.

Dans le chapitre II, nous avons aussi déterminé des valeurs de la constante de

couplage quadrupolaire dans les mêmes échantillons désaluminés en présence de vapeur

d’eau. Mais ces valeurs correspondent à des points de vue différents. Dans le cas du

xénon-131 nous avons mesuré le gradient de champ électrique dans les supercages de la

zéolithe. En fait le gradient de champ électrique ressenti par les atomes de xénon qui

circulent dans ces supercages. Dans le cas du MQ-MAS de l’aluminium-27, nous avons

déterminé le gradient de champ électrique des différents environnements des atomes

d’aluminium. Nous avons mesuré le gradient de champ électrique ressenti par les

atomes d’aluminium dans la charpente (de forme tétraédrique normale ou déformée) et

en dehors de la charpente (extra-réseau).

Pour conclure ce paragraphe, notons que la séquence MQ-MAS connaît un vif

succès. Elle a été associée avec d’autres techniques de RMN (CPMAS, REDOR [26]) et

plusieurs innovations ont été proposées pour augmenter sa sensibilité :

Rotation synchronisée [19] : la rotation synchronisée consiste à choisir le dwell-time en

F1 (qui est lié à la valeur de IN6) égale à l’inverse de la vitesse de rotation, c’est-à-dire

de fixer la fenêtre spectrale dans la dimension multi-quanta égale à la vitesse de

rotation. Le bénéfice de cette méthode est l’augmentation du rapport signal sur bruit (les

bandes de rotation sont repliées sur la raie) et la réduction de la durée expérimentale.

Déplacement de l’écho [6,27] : c’est une séquence à trois impulsions où le signal multi-

quanta est stocké pendant une durée fixe τ  dans la cohérence +1Q, avant d’être

transféré, par une impulsion sélective de 180°, dans la cohérence –1Q. L’écho et l’anti-

écho se forment à des temps τ+±= 12 ktt . Il est donc possible enregistrer la totalité de

l’anti-écho et d’obtenir un gain du signal.

Z-filter [28] : cette méthode permet de rendre symétrique les chemins de cohérence de

l’écho et de l’anti-écho. C’est une séquence à trois impulsions où le signal multi-quanta

est stocké pendant une durée τ  dans la cohérence zéro-quanta de la transition centrale

avant d’être transféré dans la cohérence –1Q par une impulsion sélective de 90°. Notons

qu’aucune évolution n’ayant lieu pendant cette durée τ , l’écho et l’anti-écho se forment

donc toujours à 12 ktt ±= . Il est bien sur possible d’utiliser la séquence Z-filter en

synchronisant la rotation [26].
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Split t1 [29] : après une première impulsion, on sépare la période d’évolution 1t  en deux

parties par une seconde impulsion qui convertie les cohérences ±3Q en cohérence ±1Q.

Une troisième, puis une quatrième impulsion convertissent ces cohérences ±1Q en

cohérence 0Q et puis – 1Q. Cette séquence permet d’obtenir directement un spectre

haute-résolution en absorption pure suivant la dimension F1.

Rotation –Induced Adiabatic Coherence Transfer (RIACT) [30,31] : cette technique

utilise un verrouillage de l’aimantation « spin lock » qui fait apparaître un phénomène

de transfert de cohérence adiabatique induit par la rotation à l’angle magique.

Fast Amplitude Modulation (FAM) : cette technique remplace la seconde impulsion

de la séquence MQ-MAS, par des impulsions modulées en amplitudes pour la

conversion des cohérences multi-quanta/simple quanta. Il existe deux types de

technique FAM : l’un correspondant à un transfert de cohérence adiabatique (FAM I
[32,33]) et utilisant n fois deux impulsions 0°/180° (n étant optimisé avec chaque

échantillon) ; l’autre correspondant à un transfert de cohérence direct (FAM II [34]) et

utilisant un jeu d’impulsions d’intensité égale avec des phases alternées positive et

négative ; L’intensité fixe et la durée des impulsions sont déterminée numériquement et

expérimentalement.

Rf Mixing Pulse [35] :on utilise un train d’impulsions 90°/– 90° avec une modulation du

champ radiofréquence pour augmenter le transfert de cohérence multi-quanta / simple

quanta pendant la période d’évolution des cohérences lors d’une expérience MQ-MAS.

Multiple-Quantum Quadrupolar Carr-Purcell-Meiboom-Gill Magic-Angle

spinning (MQ-QCPMG-MAS) [36] : cette méthode augmente la sensibilité d’une

expérience MQ-MAS par séparation du spectre quadrupolaire du second ordre dans la

dimension F2 en multiple bandes de rotation d’écho de spins tout en gardant la haute

résolution dans la dimension F1. De façon générale, elle associe une impulsion

sélectionnant la cohérence multi-quanta avec la séquence CPMG, ce qui permet

d’obtenir un chemin de cohérence du type 0Q → ±3Q → ±1Q → ±0Q → ±1Q → ! 1Q

…

Satellite transitions and Magic-Angle Spinning (STMAS) [37] : c’est une expérience

à deux dimensions qui permet d’éliminer l’interaction quadrupolaire au 1er ordre par

rotation à l’angle magique et au second ordre par corrélation entre les transitions

satellites et la transition centrale. On utilise une séquence à deux impulsions où la

première impulsion excite les transitions satellites et la seconde impulsion transfert les
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cohérences vers la transition centrale. Notons qu’il est possible d’utiliser la séquence Z-

filter.

Rotor Assisted Population Transfer (RAPT) [38] : à travers une excitation sélective

des transitions satellites, en utilisant un train d’impulsion alternant des phases de 180°

durant la rotation à l’angle magique, il est possible de préparer sélectivement un état

excité où les populations de tous les états propres m  avec le même signe que m sont

égaux. Il en résulte une augmentation de la polarisation de la transition centrale.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ce travail avait pour objectif la mise au point de nouvelles applications des

noyaux quadrupolaires en RMN pour la quantification du Gradient de Champ Electrique

(GCE) dans les zéolithes Y ; et l'étude de la dynamique des spins à travers la nutation, la

précession et la rotation.

Lors de la mise au point de la séquence MQ-MAS nous avons surtout insisté sur

le fait que cette séquence est étroitement liée au spin étudié, au cycle de phase, au

programme d'impulsions et au traitement des données. De plus, nous avons proposé une

nouvelle convention pour la graduation des axes de la dimension F1 et après avoir été

confronté aux repliements des raies, nous avons présenté une solution pour remédier à

ce problème.

Dans l'étude de la dynamique des spins à travers la nutation, la précession et plus

particulièrement la rotation, nous avons répertorié et détaillé les différentes façons

d'aborder la rotation en RMN. Nous avons souligné l'importance du choix des

conventions et son impact sur les relations utilisées pour la rotation.

Pour quantifier le GCE, nous avons choisi trois méthodes. Les deux premières

utilisent le xénon-131 (comparaison des déplacements chimiques 131Xe/129Xe et nutation

du xénon-131) et la troisième utilise le MQ-MAS de l'aluminium-27. Ainsi, nous avons

pu déterminer des valeurs de ηQC  (ou QC ) dans des zéolithes Y. Ces valeurs

correspondent dans le cas du xénon-131 au GCE dans les supercages de la zéolithe,

alors que dans le cas de l'aluminium-27, elles correspondent au GCE dans la charpente

et en dehors de la charpente.

La comparaison des déplacements chimiques 131Xe/129Xe est une méthode plutôt

applicable aux échantillons possédant un GCE assez fort, alors que la nutation est une

méthode plutôt applicable à des échantillons possédant un faible GCE. Il n'existe pas

dans la littérature d'ordre de grandeur de QC  dans les supercages des zéolithes Y ; nous

ne pouvons donc pas justifier nos valeurs. Malgré un désaccord entre les valeurs de QC

obtenues par les deux méthodes, nos applications sont novatrices.
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La séquence MQ-MAS nous a permis de distinguer les différents environnements

des atomes d'aluminium dans des zéolithes désaluminées et pour chacun de déterminer

la valeur de ηQC  et leur variation avec le traitement de désalumination. En particulier,

nous avons pu confirmer que les atomes correspondant à la raie large se trouvaient dans

un environnement tétraédrique. Cette méthode est donc efficace pour l'attribution des

différents environnements.

L'un des problèmes de la RMN du xénon-131 adsorbé dans les supercages des

zéolithes Y est son manque de sensibilité. Afin de l'augmenter, il serait intéressant

d'employer du gaz xénon enrichi en xénon-131 ou encore de se servir de la méthode de

xénon hyperpolarisé. De plus l'utilisation d'un champ magnétique plus intense

permettrait d'affiner la raie du xénon-131 et ainsi de réduire l'erreur estimée. Lors de la

mise au point de la séquence ringing nous avons utilisé trois durées d'impulsion

identiques. Il est possible d'envisager de prendre des durées différentes pour chaque

impulsion, afin de déterminer de nouvelles courbes d'intensité de la raie centrale et

peut-être d'obtenir des simulations encore plus efficaces. Il faudrait, bien sûr, étendre

cette étude à d'autres cations monovalents, aux cations divalents et à d'autres types de

zéolithe telle que la zéolithe X ou la SAPO37 qui ont la même structure que la zéolithe

Y. Enfin une étude théorique sur la prédiction du GCE nous permettrait de déterminer la

méthode la plus appropriée à appliquer.

Pour pouvoir corréler les valeurs de GCE provenant du xénon-131 avec celles de

l'aluminium-27, il faudrait appliquer la séquence MQ-MAS sur des zéolithes

déshydratées comme c'est le cas avec le xénon. La déshydratation des zéolithes

provoque l'élargissement des raies de l'aluminium, par conséquent les bandes de rotation

apparaissent dans les deux dimensions du spectre MQ-MAS. Il faudra donc mettre au

point une séquence permettant d'éliminer ces bandes de rotation.



Annexe





ANNEXE
213

ANNEXE

A1. Traitement d’un spectre MQ-MAS d’un spin I = 5/2

Dans cette annexe, nous allons indiquer la façon de traiter les données

expérimentales d’une expérience MQ-MAS pour obtenir le spectre haute résolution à

deux dimensions correspondant.

Nous allons utiliser pour cela le logiciel « RMN (FAT) ». Ce logiciel a été écrit

par P. J. Grandinetti(s), il fonctionne sur Macintosh et est accessible sur internet à

l’adresse suivante : http://www.chemistry.ohio-state.edu/~grandinetti/

Nous avons utilisé la version v1.2.1d mais la version 1.2.4 est maintenant

disponible. Nous allons traiter le cas de l’aluminium-27 dans une poudre

d’acétylacétonate d’aluminium (§. III.5.1) en utilisant le programme d'impulsions pour

les spin 2/3I ≠  (Tab. III.8).

A1.1. Récupération des données expérimentales

On commence par ouvrir le fichier d'extension SER

File\Import…\Bruker(long integer)\Nom.SER

On choisit alors le format et le type de fichier utilisé,

Pour Data Format : Alternating Real/Imaginary Points

Pour Data Type : 2D data (First et Second Dimension : Time Domain)

On fixe les paramètres expérimentaux (Fig. A1.1),

First Dimension : Dwell Time correspond à l’incrément IN6

(convention 1casC , §. III.3.4)

Spectrometer Frequency correspond à SFO1

(c’est la fréquence de la porteuse apparente ptω , 1casC , §. III.3.4)

Number of Complex Points correspond à TD(1) i.e. 2 fois L1

                                                
(s) 100 West 18th Avenue, Department of Chemistry, Ohio State University, Columbus, OH 43210, USA

Phone: (614) 292-6818, FAX: (614) 292-1685, Email: grandinetti.1@osu.edu



A1. Traitement d’un spectre MQ-MAS d’un spin I = 5/2
214

Second Dimension : Dwell Time correspond à 2 fois la valeur du Dwell Time en F2

Spectrometer Frequency correspond à SFO1

Number of Complex Points correspond à la moitié de TD(2)

Nous avons indiqué, sur la figure A1.1, les paramètres utilisés dans l’expérience

MQ-MAS de l’aluminium-27 de l’acétylacetonate d’aluminium. Il faut bien faire

attention aux unités (la micro-seconde se note u).

OK

2D Data Parameters

First dimension

Second dimension

Dwell Time (sec)

Initial Time (sec)

Spectrometer Freq. (MHz)

Frequency Offset (Hz)

Number of Complex Points

50u

0

256

130.3150

50u

0

512

Comments

Cancel

Dwell Time (sec)

Initial Time (sec)

Spectrometer Freq. (MHz)

Frequency Offset (Hz)

Number of Complex Points

130.3150

Fig. A1.1 : Tableau des paramètres expérimentaux (RMN(FAT)) dans le cas d’une expérience MQ-MAS
de l’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium (§. III.5.1).

Les valeurs de l’offset (Frequency Offset) sont obtenues des équations (III.111) pour la

2ème dimension et (III.112-113) pour la 1ère dimension. Nous détaillerons à la fin de

l’annexe (§. A1.8) les différentes valeurs que peut prendre l’offset à partir de cette

expérience.



ANNEXE
215

A1.2. Séparation de la partie réelle et imaginaire

Pour obtenir les deux fichiers décrivant la détection en quadrature pour la

dimension F1, la partie en cosinus )t,t(S 21
cos  et la partie en sinus )t,t(S 21

sin , on

sépare le fichier initial en deux parties (Fig. A1.2.1) (Data\Separate Interleaved

Data…). On obtient la partie réelle que l’on nomme « cosinus » et la partie imaginaire

que l’on nomme « sinus » (Fig. A1.2.2 et A1.2.3).

A1.3. Reconstruction de l’écho et de l’anti-écho

Pour obtenir l’écho et anti-écho nous utilisons les équations (III.55) et (III.56)

(Tab. III.8)

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
écho +=    ,

)t,t(iS)t,t(S)t,t(f 21
sin

21
cos

21
échoanti −=−    .

Pour obtenir )t,t(iS 21
sin , il faut introduire le nombre complexe i. Pour cela on

applique un déphasage de 90° au fichier « sinus » (Process\Phase\Parameters).

Dans 2D data\2nd Dimension (Fig. A1.3), on met la phase Zero à 90°, puis on applique

cette phase (Process\Phase\Phase Correct). On vient de multiplier )t,t(S 21
sin  par

)2/iexp( π  pour obtenir )t,t(iS 21
sin  (Fig. A1.2.4). On additionne )t,t(S 21

cos  et

)t,t(iS 21
sin  pour obtenir l’écho (Fig. A1.2.5) (Data\Add Data… ; add = cosinus ; to =

sinus). On nomme ce fichier « echo ».

Pour obtenir )t,t(iS 21
sin− , il faut introduire le nombre complexe –i. Pour cela

on applique un déphasage de 180° au fichier )t,t(iS 21
sin . On applique deux fois la

phase de 90° (notons que dans 2D data\2nd dimension, la phase Zero est toujours à 90°)

(Process\Phase\Phase Correct). On vient de multiplier )t,t(iS 21
sin  par )2/iexp( π

pour obtenir )t,t(S 21
sin−  puis on a multiplié )t,t(S 21

sin−  par )2/iexp( π  pour obtenir

)t,t(iS 21
sin−  (Fig. A1.2.6). On additionne )t,t(S 21

cos  et )t,t(iS 21
sin−  pour obtenir

l’anti-écho (Fig. A1.2.7) (Data\Add Data… ; add = cosinus ; to = sinus). On nomme ce

fichier « antiecho ».
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Fig. A1.2 : Cartes 2D de l’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium après
différents traitements décrits dans les paragraphes A1.2 et A1.3. Notons que l’axe vertical (dimension
F1) correspond au paramètre de gauche ici 1t  et l’axe horizontal (dimension F2) correspond au
paramètre de droite ici 2t .

(1)

(3)(2)

(4)(5)

(7) (6)

i90 →°

i180 −→°

+

+

)t,t(S 21
cos )t,t(S 21

sin

)t,t(iS 21
sin

)t,t(iS 21
sin−

)t,t(f 21
écho

)t,t(f 21
échoanti−

Données    initiales
0,001 0,003 0,005

(s)

0,001

0,002

0,003

(s)

(s)0,001 0,003 0,005

(s)

0,0005

0,001

0,0015

(s)0,001 0,003 0,005

(s)

0,0005

0,001

0,0015

(s)0,001 0,003 0,005

(s)

0,0005

0,001

0,0015

0,001 0,003 0,005 (s)

(s)

0,0005

0,001

0,0015

(s)0,001 0,003 0,005

(s)

0,0005

0,001

0,0015

(s)0,001 0,003 0,005

(s)

0,0005

0,001

0,0015
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Zero =

=ω
=ω∆

Zero =

=ω
=ω∆

OK

1st dimension 2nd dimension

degrees degrees

Hz

Hz

2D Data

1D Data

Cancel

Phase Correction Parameters

0

0

0

0

0

90

Hz

Hz

Fig. A1.3 : Tableau des paramètres de correction de phase (RMN(FAT)) qui permet d’obtenir les
nombres complexes i ou –i. (§. A1.3)

A1.4. Transformée de Fourier en F2

Nous allons effectuer la transformée de Fourier en F2 de l’écho et de l’anti-écho.

A partir du fichier « echo » on effectue (Process\Transform\Complex Fourier) ; de

même avec le fichier « antiecho » (Fig. A1.4.8 et A1.4.11).

Nous allons ensuite phaser le spectre obtenu dans la dimension F2. On clique sur

le spectre à une dimension en F2, puis on phase le spectre (Process\Phase\Phase

Window). On enregistre le phasage (Apply phase et Copy to 2nd Dim). On ferme la

fenêtre et on applique cette phase à l’ensemble des spectres de l’écho (Fig. A1.4.8)

(Process\Phase\Phase Correct). On procède de la même façon pour l’anti-écho (Fig.

A1.4.11).

Notons que pour un traitement sans application du shearing on passe

directement au paragraphe A1.6.
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Fig. A1.4 : Cartes 2D de l’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium après
différents traitements détaillés dans les paragraphes A1.4, A1.5 et A1.6. Notons que l’axe vertical
(dimension F1) correspond aux paramètres de gauche : 1t (5, 7, 8, 11, 9 et 12) ou 2ω (10 et 13) et l’axe
horizontal (dimension F2) correspond aux paramètres de droite : 2t  (5 et 7) ou 2ω (8, 11, 9 et 12) ou
encore 1t  (10 et 13). Si on n’effectue pas le shearing sur les cartes 8 et 11, on passe directement aux
cartes 10 et 13. Mais celles-ci ne correspondent pas aux transposées des cartes 8 et 11.

(5) (7)

(8) (11)

(9) (12)

(10) (13)

T.F. en F2 et phasage

Shearing

Transpose F1 en F2

)t,t(f 21
écho )t,t(f 21

échoanti−
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écho ω ),t(f 21

échoanti ω−
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échoanti
sh ω−
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0
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2
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-2
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kHz

0

1

2
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A1.5. Application du shearing

Nous allons éliminer l’effet de cisaillement (shearing, §. III.3.3.b) en appliquant à

l’écho un déphasage de 6INk ×+  et à l’anti-écho un déphasage de 6INk ×−  (où k est

donné dans le tableau III.1) (Process\Phase\Parameters). Dans 2D data\2nd dimension

(Fig. A1.5) on met la phase Zero à 0° et ∆t à 6INk ×± , puis on applique cette phase

(Process\Phase\Phase Correct) à l’écho et à l’anti-écho (Fig. A1.4.9 et A1.4.12).

OK

1st dimension

Zero =

2nd dimension

Zero =degrees degrees

sec.

2D Data

1D Data

Cancel

Phase Correction Parameters

=ω
=ω∆

=t
=∆t

0

0

0

0

0Hz

Hz

sec.

± 79.16u

Fig. A1.5 : Tableau des paramètres de correction de phase (RMN(FAT)) qui permettent d’appliquer le
shearing; Dans ce cas k = 19/12 (§. A1.5)
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A1.6. Transformée de Fourier en F1

Avec ce programme, il est nécessaire de transposer les dimensions F2 et F1 de

l’écho et anti-écho pour effectuer la transformée de Fourier dans la dimension F1

(Process\Transpose) (Fig. A1.4.10 et A1.4.13). On peut si nécessaire rajouter des points

en faisant du zero filling (Process\Zero Filling). On double à chaque fois le nombre de

point en F1.

On effectue ensuite la transformée de Fourier en F2 de l’écho et de l’anti-écho

(Process\Transform\Complex Fourier) (Fig. A1.6.14 et A1.6.15).

A1.7. Spectre d’absorption pure à deux dimensions

Nous avons vu au paragraphe III.3.3.b que pour obtenir un spectre d’absorption

pure il est nécessaire d’inverser l’anti-écho pour changer la direction de la dimension F1

(Process\Reverse Data) (Fig. A1.6.16). On additionne alors le spectre 2D de l’écho et le

spectre 2D inversé de l’anti-écho (Data\Add Data…). On obtient le spectre d’absorption

pure à deux dimensions que l’on nomme « total » (Fig. A1.6.17). On transpose ensuite

les dimensions F1 et F2 (Process\Transpose). Par convention en RMN, on gradue les

axes en F2 de droite à gauche. Il faut donc inverser le spectre en F2 (Process\reverse

data). Puis on inverse la graduation des axes et on passe en ppm en cliquant sur l’axe en

F2 (Fig. A1.6.18).
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Fig. A1.6 : Cartes 2D de l’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium après
différents traitements détaillés dans les paragraphes A1.6 et A1.7. Notons que l’axe vertical (dimension
F1) correspond aux paramètres de gauche : 2ω  (10−17) ou 1ω (18) et l’axe horizontal (dimension F2)
correspond aux paramètres de droite : 1t  (10 et 13) ou 1ω  (14−17) ou encore 2ω  (18).
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A1.8. Offset

Nous avons vu au paragraphe III.3.4 qu’il existe plusieurs conventions pour

graduer les axes de la dimension F1. Dans ce paragraphe nous allons voir comment les

introduire dans le programme RMN(FAT).

La graduation de l’axe dans la dimension F2 est la même pour toutes les

conventions. Elle est obtenue à partir du SR (référence du spectre) et de O1 (fréquence

de la porteuse), elle correspond à l’offset 2FΩ  dans la dimension F2 (III.111, Fig.

A1.7.d),

Frequency Offset = d = 2FΩ SR1O −=

Hz36,4526Hz92,4971 +−=

Hz56,445−=    .

OK

2D Data Parameters

First dimension

Second dimension

Dwell Time (sec)

Initial Time (sec)

Spectrometer Freq. (MHz)

Frequency Offset (Hz)

Number of Complex Points

a

0

256

50u

0

512

Comments

Cancel

Dwell Time (sec)

Initial Time (sec)

Spectrometer Freq. (MHz)

Frequency Offset (Hz)

Number of Complex Points

130.3150

b

d

c

Fig. A1.7 : Tableau des paramètres expérimentaux (RMN(FAT)) dans le cas d’une expérience MQ-MAS
de l’aluminium-27 dans une poudre d’acétylacétonate d’aluminium (§. III.5.1).
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Les conventions données dans le paragraphe III.3.4 agissent sur trois paramètres de la

dimension F1,

– Le dwell-time (Fig. A1.7.a) qui est associé au choix de la période d’évolution ( 1t  ou

1t)k1( + ).

– La fréquence de la porteuse (Spectrometer Freq., Fig. A1.7.b) qui est associée à la

définition du déplacement chimique observé obs
1Gδ  (III.95-III.102), ainsi qu’au choix de

la période d’évolution.

– L’offset (Frequency Offset, Fig. A1.7.c) qui est associé à l’offset en F2 2FΩ  et au

choix de la période d’évolution (III.112 et III.113).

Dans les tableaux A1.1et A1.2, nous donnons les valeurs de ces trois paramètres

en fonction des cinq conventions étudiées au paragraphe III.3.4. Nous utilisons les

paramètres expérimentaux (Tab. III.19) de l’expérience MQ-MAS de l’aluminium-27

de l’acétylacetonate d’aluminium. L’axe F1 des cartes des figures A1.2, A1.4 et A1.6

est défini avec la convention 1casC . Les axes correspondant au cinq conventions sont

représentés sur le spectre de la figure III.10 .
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Tab. A1.1 : Paramètres expérimentaux nécessaires à la graduation de l’axe F1 en fonction des différentes
conventions (§. III.3.4). Cas d’une expérience 3Q-MAS de l’aluminium-27 dans une poudre
d’acétylacétonate d’aluminium (§. III.5.1). Pour un spin I = 5/2, p = 3, k – p = – 17/12, 1 + k = 31/12.

Conventions

Dwell Time

(µs)

(Fig. A1.7.a)

Spectrometer Freq.

(MHz)

(Fig. A1.7.b)

Frequency Offset 1FΩ

(Hz)

(Fig. A1.7.c)

1casC 506IN = 3150,130pt =ω

2F)pk( Ω−

2F1cas1k Ω=

21,631=

'2casC
6IN)k1( +

16,129=
3150,130pt =ω

2Fk1
pk Ω







+
−

2F2cas1k Ω=

34,244=
2casC

''2casC 506IN =
pt)k1( ω+

6471,336=

2F)pk( Ω−

2F1cas1k Ω=

21,631=

a3casC 506IN =
pt)pk( ω−

6129,184−= (*)

2F)pk( Ω−

2F1cas1k Ω=

21,631=

'b3casC
6IN)k1( +

16,129=

pt)pk( ω−

6129,184−= (*)

2Fk1
pk Ω







+
−

2F2cas1k Ω=

34,244=

3casC

''b3casC 506IN =

pt)pk)(k1( ω−+

9167,476−=

2F)pk( Ω−

2F1cas1k Ω=

21,631=

(*) Le logiciel RMN(FAT) n’accepte pas des fréquences de la porteuse négatives. Dans le cas d’une
fréquence de la porteuse négative : on prend la fréquence positive (+184,6129 MHz), on prend l’opposé
de la valeur de la fréquence de l’offset en F1 (–244,34 Hz ou –631,21 Hz) et on inverse l’axe F1.
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Tab. A1.2 : Paramètres expérimentaux nécessaires à la graduation de l’axe F1 en fonction des différentes
conventions (§. III.3.4). Cas d’une expérience MQ-MAS de l’aluminium-27 dans une poudre
d’acétylacétonate d’aluminium (§. III.5.1). Pour un spin I = 5/2, p = 3, k + λ = (19/12) – (3/4).

Conventions

Dwell Time

(µs)

(Fig. A1.7.a)

Spectrometer Freq.

(MHz)

(Fig. A1.7.b)

Frequency Offset 1FΩ

(Hz)

(Fig. A1.7.c)

a4casC 506IN =
ptpω

9450,390=

2F)pk( Ω−

2F1cas1k Ω=

21,631=

'b4casC
6IN)k1( +

16,129=

ptpω

9450,390=

2Fk1
pk Ω







+
−

2F2cas1k Ω=

34,244=

4casC

''b4casC 506IN =
ptp)k1( ω+

9412,1009=

2F)pk( Ω−

2F1cas1k Ω=

21,631=

a5casC 506IN =
pt)k( ωλ+

5958,108=

2F)pk( Ω−

2F1cas1k Ω=

21,631=

'b5casC
6IN)k1( +

16,129=

pt)k( ωλ+

5958,108=

2Fk1
pk Ω







+
−

2F2cas1k Ω=

34,244=

5casC

''b5casC 506IN =
pt)k)(k1( ωλ++

5391,280=

2F)pk( Ω−

2F1cas1k Ω=

21,631=
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CHAPITRE I :
Dynamique quantique d’un système de spins

Le principe de la résonance magnétique nucléaire (RMN) est de mesurer

l’évolution de l’aimantation nucléaire lorsque celle-ci est mise hors équilibre. Cette

aimantation nucléaire résulte de la polarisation de tous les spins de l’échantillon en

présence d’un champ magnétique statique fort. La RMN est donc étroitement liée aux

spins nucléaires. Or ces derniers relèvent des systèmes microscopiques. Il est nécessaire

pour les décrire d’utiliser le formalisme de la mécanique quantique dans lequel l’état

d’un système est exprimé par un vecteur d’état ou plus généralement par l’opérateur

densité.

Ainsi nous serons amenés, dans plusieurs chapitres, à nous servir de quelques

notions quantiques. C’est pour cette raison que le début du premier chapitre est consacré

à la définition de plusieurs outils mathématiques nécessaires à la théorie quantique (§.

I.1). Théorie qui, d’après Goldman (p26-44 [1]), définit l’état d’un système physique

par un vecteur d’état appartenant à un espace vectoriel appelé espace des états, alors

qu’une variable physique est identifiée par un opérateur agissant dans ce même espace

et transformant un vecteur d’état en un autre vecteur d’état.

Les équations du mouvement d’un système quantique seront associées à ces

vecteurs d’état et plus particulièrement à la moyenne d’un ensemble d’opérateurs

hermitiens. En effet cette moyenne correspond aux quantités observables. Nous verrons

qu’il existe plusieurs points de vue permettant de définir ces équations : le point de vue

de Schrödinger, le point de vue d’Heisenberg et le point de vue intermédiaire (§. I.2).

Ces différents points de vue correspondent aux descriptions possibles d’une rotation

d’un objet par rapport à un référentiel. La rotation peut être vue comme une rotation de

l’objet avec un référentiel fixe (qu’on appelle rotation active), comme une rotation du

référentiel avec l’objet fixe (qu’on appelle rotation passive) ou encore comme une

combinaison de ces deux possibilités. Nous retrouverons régulièrement ces différentes

descriptions possibles d’une rotation.
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Nous introduirons ensuite quelques principes de base de la RMN (§. I.3) :

Hamiltonien Zeeman, fréquence de Larmor… Puis nous définirons dans le paragraphe

I.4, un outil mathématique très important en RMN : l’opérateur exponentiel. Cet

opérateur nous servira fréquemment pour les rotations, les changements de

référentiels…

La fin de ce chapitre décrit certaines méthodes permettant l’étude de la

dynamique quantique d’un système de spins par la RMN. Nous commencerons par

décrire la RMN impulsionnelle qui permet à l’aide d’un champ magnétique

radiofréquence d’induire des transitions entre niveaux énergétiques et de mettre hors

équilibre l’aimantation nucléaire (§. I.5). Nous montrerons l’utilité de se placer dans le

référentiel tournant (référentiel lié au champ magnétique radiofréquence), ainsi que les

points communs entre se placer dans le référentiel tournant et se placer dans la

représentation d’interaction (qui correspond au point de vue intermédiaire en mécanique

quantique) (§. I.5.4 et I.5.5).

Pour terminer nous donnerons la définition et les propriétés de l’outil le plus

commode pour décrire la dynamique d’un système quantique : l’opérateur densité (§.

I.6). Nous appliquerons à cet opérateur le cas du référentiel tournant et le cas de la

représentation d’interaction.

Enfin, nous mettrons en évidence l’importance du phénomène d’écho de spins

dans la RMN impulsionnelle (§. I.7). A partir de la matrice densité, nous illustrerons ce

phénomène par un exemple.

Ce chapitre théorique nous permet d’introduire les notions de base de la RMN,

ainsi que les outils et les théories quantiques couramment utilisés en RMN.

Notons que dans les trois chapitres du tome II, les angles utilisés sont par défaut

toujours positif. Lorsque l’angle est négatif on ajoute un signe « – » devant cet

angle.
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I.1. Notions de mécanique quantique

I.1.1. Notation de Dirac

La notation introduite par Dirac permet de noter les éléments d’un espace

vectoriel à l’aide de crochet droit , appelé « ket », contenant un symbole sans

signification mathématique, dont l’unique rôle est de distinguer les vecteurs entre eux.

On écrira, par exemple, un vecteur quelconque de l’espace vectoriel,

ψ    . (I.1)

On définit de la même façon le vecteur d’état conjugué (ou adjoint) par un crochet

gauche  appelé « bra »,

ψ    . (I.2)

I.1.2. Espace vectoriel

L’espace des états F est un espace vectoriel de dimension finie n. Il est composé

de tous les vecteurs d’état possibles(a). F est un espace vectoriel car l’on peut définir, sur

un corps commutatif K (où K = R ou C) et sur ses éléments (vecteurs d’état), deux

opérations ou lois de compositions :

(1) une opération interne, l’addition (notée +), telle que ( ) F, ∈φψ∀  alors

( ) F∈φ+ψ ,

♦  il existe un unique élément neutre 0 , tel que : ψ=ψ+=+ψ 00 ,

♦  tout vecteur ψ  possède un symétrique ou opposé ψ− , tel que : 0=ψ−+ψ ,

♦  l’addition est commutative, ψ+φ=φ+ψ  ;

                                                
(a) Le premier postulat de la mécanique quantique indique que l’état d’un système physique est

complètement défini, à tout instant t, par la connaissance de son vecteur d’état )t(ψ  (Ngô p92 [2]). On

notera que l’ordre des postulats dépend des auteurs (Ngô p91-119 [2] et Elbaz p99-100 [3]).
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(2) une opération externe, la multiplication par un élément de K (appelé scalaire). Cette

loi (notée ψα ) possède les propriétés suivantes, ( ) F, ∈φψ∀  et ( ) K, ∈βα∀ ,

♦  ψα+ψα=φ+ψα )( , distributivité sur F,

♦  ψβ+ψα=ψβ+α )( , distributivité sur K,

♦  ψαβ=ψβα )()( , la multiplication est associative et commutative,

♦  ψ=ψ.1 , 1 étant l’élément unité de K.

Le vecteur bra ψ  possède évidemment les mêmes propriétés.

L’espace des états étant un espace vectoriel de dimension finie n, toutes les bases

de F seront constituées d’une famille de n vecteurs )n...,,2,1( . Pour qu’une

famille de n vecteurs soit une base de F, il faut et il suffit que tout vecteur de F admette

une décomposition unique suivant cette famille,

n...21 n21 λ++λ+λ=ψ    . (I.3)

Les scalaires n21 ...,,, λλλ  sont complètement définis par la donnée du vecteur ψ  et

s’appellent les coordonnées (ou composantes scalaires) de ψ  suivant la base

)n...,,2,1( . En généralisant, on peut dire que toute combinaison linéaire de bras

ou de kets d’un espace vectoriel est également un bra ou un ket de cet espace, c’est le

principe de superposition des états quantiques. De plus les éléments de l’espace

vectoriel vérifient,

ψλ=λψψλ=λψ *et     . (I.4)

Le symbole * indique le complexe conjugué d'un nombre.

On définit sur F le produit scalaire du ket ψ  par le bra φ  par,

ψφ    . (I.5)

Le produit scalaire est un nombre complexe et ce produit n’est pas commutatif,

( )*φψ=ψφ    . (I.6)

Le carré scalaire d’un ket est un nombre réel positif, nul si le ket est nul ou égal à 1 si le

ket est normé à l’unité,
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02 ≥ψ=ψψ    . (I.7)

On notera enfin que le produit scalaire est linéaire par rapport au ket et antilinéaire par

rapport au bra,

ψφλ=ψφλψφλ=λψφ *)(et)(    . (I.8)

I.1.3. Représentation matricielle du produit scalaire

Soit un ensemble de n vecteurs mutuellement orthogonaux n...,,2,1  que

l’on supposera normés. On a,

ijji δ=    , (I.9)

où ijδ  est le symbole de Kronecker(b). Tout ket de l’espace vectoriel F peut être

représenté par une combinaison linéaire des vecteurs de base,

∑λ=λ++λ+λ=ψ
n

1
in21 in...21    , (I.10)

les coefficients iλ  sont les composantes complexes du ket dans cette base. En utilisant

(I.9) on peut obtenir l’une des composantes kλ ,

∑ λ=λ=ψ
n

1
ki ikk    . (I.11)

De même tout bra de l’espace vectoriel F peut être représenté par une

combinaison linéaire des vecteurs de base,

∑λ=λ++λ+λ=ψ
n

1

*
i

*
n

*
2

*
1 in...21    , (I.12)

les coefficients *
iλ  sont les composantes complexes du bra dans cette base. En utilisant

(I.9) on peut obtenir l’une des composantes *
kλ ,

∑ λ=λ=ψ
n

1

*
k

*
i kik    . (I.13)

                                                

(b) Symbole de Kronecker :




=
≠

=δ
jisi,1
jisi,0

ij    .
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On place par convention les composantes d’un ket sous forme d’une matrice à

une colonne (que l’on appellera matrice-colonne) et celles d’un bra sous forme d’une

matrice à une ligne (que l’on appellera matrice-ligne),

( )*
n

*
2

*
1

n

2

1

et λλλ=ψ



















λ

λ
λ

=ψ $
%

   . (I.14)

On passe donc du ket au bra par transposition ligne-colonne et par conjugaison

complexe des éléments. Le bra est ainsi le transposé du complexe conjugué du ket.

I.1.4. Opérateur linéaire

D’après Hladik (p58 [4]), un opérateur linéaire Â  fait correspondre à tout ket

F∈ψ  un autre ket F∈ψ′ , la correspondance étant linéaire,

( )





ψλ+ψλ=ψλ+ψλ

ψ′=ψ=ψ

22112211 ÂÂÂ

ÂÂ
   . (I.15)

Les opérateurs linéaires forment un espace de dimension 2n . Le produit de deux

opérateurs linéaires Â  et B̂ , noté B̂Â , est défini de la façon suivante :

( ) ( )ψ=ψ B̂ÂB̂Â    , (I.16)

B̂  agit d’abord sur ψ  pour donner le ket ψB̂  ; Â agit ensuite sur le ket ψB̂ . En

général, ÂB̂B̂Â ≠ . Le commutateur ]B̂,Â[  de Â  et B̂  est par définition,

ÂB̂B̂Â]B̂,Â[ −=    . (I.17)

De plus, le produit scalaire ψφ Â  est un nombre complexe. Des équations

(I.10) et (I.11), on peut écrire,

∑∑ ψ=λ=ψ
ii

i iii    , (I.18)

et comme le produit scalaire ψi  est un nombre complexe,

∑ ψ=ψ
i

ii    . (I.19)



I.1. Notions de mécanique quantique
7

Le symbole ii  est un opérateur agissant sur le ket ψ  et le transforme en sa

projection sur i ,

iiiii iλ=ψ=ψ    , (I.20)

c’est l’opérateur projection. On obtient la relation de fermeture : la somme des

opérateurs de projection dans une base orthonormée est l’opérateur identité ou unité 1,

1=∑
i

ii    . (I.21)

Appliquons deux fois le théorème de fermeture (I.21),

ψÂ ∑ ψ=
ij

jjÂii ∑ ψ=
ij

ijjÂi

∑ λ=
ij

j ijÂi ∑=
i

i ia    , (I.22)

où,

∑ ∑ λ=λ=
j j

jijji AjÂia    . (I.23)

Soit sous forme matricielle,

















λ

λ
















=

















n

1

nn1n

n111

n

1

AA

AA

a

a
%

&

%'%

&

%    . (I.24)

Donc les éléments, jÂiAij = , sont les éléments de matrice représentant l’opérateur

Â  dans la base i . On note cette matrice, A, sans accent circonflexe.

On définit l’adjoint †Â  d’un opérateur Â  par les relations,

( ) ψ′=ψ=ψψφ=φψ ÂÂetÂÂ †*†    . (I.25)

La matrice de l’opérateur †Â  étant le complexe conjugué de la matrice transposée de

Â . On dit qu’un opérateur est hermitien si,
†ÂÂ =    , (I.26)

et qu’un opérateur est unitaire si,

1== ÂÂÂÂ ††    . (I.27)
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Si l’on considère un opérateur Â  et sa matrice associée dans une certaine base, la

trace de Â  est par définition la somme des éléments diagonaux de cette matrice,

{ } ∑=
i

iÂiÂtr    . (I.28)

Bien que chaque élément de cette matrice dépend de la base utilisée, la trace est

indépendante du choix de la base.

De plus, on dit que ψ  est vecteur propre (ou ket propre) de l’opérateur linéaire

Â  si,

ψλ=ψÂ    , (I.29)

où λ  est un nombre complexe. Cette équation n’a en général des solutions que lorsque

λ  prend certaines valeurs, dites valeurs propres de Â . L’ensemble des valeurs propres

s’appelle le spectre de Â . Si ψ  est vecteur propre de Â  avec la valeur propre λ ,

alors ψα  (où α  est un nombre complexe quelconque) est aussi vecteur propre de Â

avec la même valeur propre :

)(Â)(Â ψαλ=ψαλ=ψα=ψα    . (I.30)

A l’aide d’un exemple, on verra au paragraphe II.6 comment obtenir les vecteurs

propres et les valeurs propres.

I.1.5. Observable

La notion d’observable peut être introduite par le deuxième postulat de la

mécanique quantique : « à toute grandeur physique A d’un système est associée un

opérateur linéaire hermitien Â  agissant sur F. Â  est l’observable représentant la

grandeur physique A ». (Cohen-Tannoudji et collaborateurs p215 [5]). De plus le

résultat d’une mesure concernant A ne peut conduire qu’à une valeur propre de

l’opérateur Â  (Ngô p98 [2]).

Ainsi une observable est un opérateur hermitien possédant certaines

propriétés :

♦  les valeurs propres d’un opérateur hermitien sont réelles,
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♦  deux vecteurs propres d’un opérateur hermitien, correspondant à deux valeurs

propres différentes, sont orthogonaux.

De plus on définit la valeur moyenne d’une observable Â  dans l’état ψ , qu'on

note Â , comme la moyenne des résultats obtenus en effectuant un grand nombre de

mesures de cette observable sur des systèmes tous dans l’état ψ . Si ψ  est normé à

l’unité 1=ψψ , alors,

ψψ=
ψψ
ψψ

= Â
Â

Â    . (I.31)

I.1.6. Quelques définitions sur les matrices

Par la suite on sera souvent amené à utiliser des matrices. Voici quelques

matrices possédant certaines propriétés particulières

♦  matrice inverse de M : 1M − , 1== −− MMMM 11    ,

♦  matrice transposée de M : tM , jiij
t M)M( =    ,

♦  matrice symétrique : M = tM , jiij MM =    ,

♦  matrice complexe conjuguée de M : *M , *
ijij

* )M()M( =    ,

♦  matrice adjointe de M : †M , *t† )M(M = , *
jiij

† )M()M( =    ,

♦  matrice unitaire : 1† MM −=    ,

♦  matrice hermitienne : MM† =    ,

♦  matrice orthogonale : 1t MM −=    .
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I.2. Equations du mouvement

D’après Elbaz (p147-153 [3]), Thankappan (p87-98 [6]) et Weissbluth (p216-

226 [7]), en mécanique quantique, l’état d’un système physique est représenté par un

vecteur d’état défini dans un espace de Hilbert(c). Alors l’équation du mouvement pour

un système quantique peut être une équation différentielle d’un vecteur d’état.

Cependant, les quantités observables ne sont pas ces vecteurs d’état, mais la moyenne

d’un ensemble d’opérateurs hermitiens correspondant à des variables dynamiques. Les

équations du mouvement en mécanique quantique devraient donc s’intéresser à

l’évolution temporelle de ces valeurs moyennes. La valeur moyenne d’un opérateur Â

dans un état représenté par le vecteur d’état normalisé ψ  est donnée par (I.31).

Il existe trois points de vue qui permettent de déterminer l’évolution de Â  avec

le temps :

(1) le vecteur d’état ψ  change avec le temps et l’opérateur Â  reste inchangé, c’est le

point de vue de Schrödinger ;

(2) l’opérateur Â  change avec le temps et le vecteur d’état ψ  reste inchangé, c’est le

point de vue d'Heisenberg ;

(3) l’opérateur Â (d) et le vecteur d’état ψ  changent avec le temps, c’est le point de

vue intermédiaire.

Ces différents points de vue peuvent être comparés avec les différentes

descriptions possibles d’une rotation d’un objet par rapport à un référentiel. La

rotation peut être vue comme une rotation du référentiel avec l’objet fixe (qu’on

appelle rotation passive et qui est équivalent au point de vue de Schrödinger),

comme une rotation de l’objet avec un référentiel fixe (qu’on appelle rotation

active et qui est équivalent au point de vue d’Heisenberg) ou encore comme une

combinaison de ces deux possibilités. L’orientation finale de l’objet relativement au

référentiel devrait être la même pour ces trois points de vue.

                                                
(c) L’espace de Hilbert est muni de certaines propriétés particulières (Elbaz p97 [3], Ngô p73-76 [2]).
(d) Comme il y a rarement ambiguïté entre une grandeur physique, son opérateur associé et la matrice qui

la représente, nous omettrons l’accent circonflexe sur les opérateurs.
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I.2.1. Point de vue de Schrödinger

Les démonstrations, qui permettent d’obtenir les équations du mouvement liées

au point de vue de Schrödinger, se retrouvent dans de très nombreux livres, par exemple

Elbaz (p141-145 [3]), Messiah (p50-62 [8]), Thankappan (p88-94 [6]) ou Weissbluth

(p216-220 [7]). Pour ne pas alourdir le texte on ne donnera que le principe ainsi que les

équations principales.

D’après Thankappan, du point de vue de Schrödinger, le vecteur d’état )t(ψ

est une fonction de t, alors que l’opérateur A ne l’est pas. L’équation du mouvement est

donc une équation sur )t(ψ . Le postulat de la dynamique(e) implique que )t(ψ , à un

temps t quelconque, soit complètement déterminé par )t( 0ψ  au temps initial 0t .

Comme )t(ψ  est un vecteur appartenant à un espace vectoriel, la relation entre

)t( 0ψ  et )t(ψ  est décrite par un opérateur linéaire ou opérateur d’évolution

)t,t(U 0 ,

)t()t,t(U)t( 00 ψ=ψ    . (I.32)

Le problème de dynamique se réduit au problème de la détermination de )t,t(U 0  qui

est un opérateur unitaire possédant certaines propriétés,

1== )t,t(U)t,t(U)t,t(U)t,t(U 0
†

000
†    . (I.33)

De plus )t,t(U 0  vérifie,









==

=
=

− )t,t(U)t,t(U)t,t(U

)t,t(U)t,t(U
)t,t(U)t,t(U)t,t(U

00
1

0
†

00

0101

1    . (I.34)

La linéarité de )t,t(U 0  préserve le principe de superposition des états quantiques (§.

I.1.2) pendant l'évolution du système physique.

                                                
(e) Le postulat sur la dynamique peut être défini comme suit : pour chaque système quantique, il existe une
famille d’opérateurs linéaires )t,t(U 0 , définie dans l’espace de Hilbert lié au système, qui décrit
l’évolution d’un vecteur d’état du temps 0t  au temps t.
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Afin d’introduire l’hamiltonien(f) )t(H  (i.e. l’opérateur d’énergie totale du

système) Thankappan introduit une variation infinitésimale de la variable t dans

)t,t(U 0 . Si ttt1 ∆+= , où t∆  est infinitésimale, on a,

)t,tt(U)t,t(U 1 ∆+=    . (I.35)

L'opérateur unitaire infinitésimal )t,tt(U ∆+  peut se mettre sous la forme,

t)t(iH1)t,tt(U ∆−=∆+    , (I.36)

où l’on considère l’hamiltonien )t(H  comme un générateur de transformation unitaire

infinitésimale. On obtient l’équation d’évolution de )t,t(U 0 ,

t
)t,t(U)t,tt(U 00

∆
−∆+

t
)t,t(U)t,t(U)t,tt(U 00

∆
−∆+

=

{ }
t

)t,t(U1)t,tt(U 0

∆
−∆+

=

t
t)t,t(U)t(iH 0

∆
∆−

=    . (I.37)

En prenant la limite de cette équation lorsque 0t →∆ , on obtient,

dt
)t,t(dU 0

t
t)t,t(U)t(iH

lim 0

0t ∆
∆−

=
→∆

   , (I.38)

ou,

)t,t(U)t(H)t,t(U
dt
di 00 =    . (I.39)

Si on applique cette équation d’opérateur sur le vecteur d’état )t( 0ψ , on obtient,

)t()t,t(U)t(H)t()t,t(U
dt
di 0000 ψ=ψ    , (I.40)

soit en utilisant (I.32)g,

)t()t(iH)t(
dt
d ψ−=ψ    , (I.41)

                                                
(f) Dans la suite du texte, pour simplifier l’écriture, nous utiliserons des hamiltoniens définis en unités de

vitesse angulaire donc (  n’apparaît pas.
(g) On utilise ici « dt  » car on s’intéresse au vecteur d’état )t(ψ  qui ne dépend que du temps. On utilise

« t∂  » lorsqu’on s’intéresse au fonction d’onde (dépend de r et t) (Gerstein et Dybowski p43 [9]).
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c’est l’équation du mouvement du vecteur d’état )t(ψ  qui est connue sous le nom

d’équation dépendante du temps de Schrödinger(h) (Hladik p72 [4]). Déterminons à

présent la même relation avec des vecteurs bras. Prenons les conjugués hermitiens des

deux membres de l’équation (I.41),

)t(H)t(i)t(
dt
d †ψ=ψ    , (I.42)

on obtient l’équation conjuguée de l’équation de Schrödinger (Cohen-Tannoudji et

collaborateurs p237 [5] ; Goldman p93 [1]),

)t(H)t(i)t(
dt
d ψ=ψ    . (I.43)

Notons que )t(H  est hermitien et que la variable temps t ne correspond pas à une

observable en mécanique quantique (à la différence de x, xp …), ce n’est pas un

opérateur mais un paramètre.

Il existe une solution simple à l’équation (I.39), si H  est indépendant du temps,

{ }H)tt(iexp)t,t(U 00 −−=    , (I.44)

de plus, si 0t 0 = ,

)iHtexp()t(U −=    , (I.45)

et d’après (I.32),

)t()iHtexp()t( 0ψ−=ψ    . (I.46)

Il est à noter que pour obtenir les équations (I.32) à (I.46), on peut raisonner de façon

différente(i).

Dérivons à présent la valeur moyenne de l’opérateur A,

                                                
(h) Cette équation est liée au troisième postulat de la mécanique quantique : L’évolution au cours du temps

du vecteur d’état )t(ψ  est gouvernée par l’équation de Schrödinger dépendant du temps (Ngô p114 [2]).
(i) En effet en partant de l’expression classique de l’énergie et en passant à son expression quantique, on

peut en déduire l’équation dépendant du temps de Schrödinger (I.41). De cette équation appliquée après

une variation courte de t, on obtient pour un hamiltonien indépendant du temps et pour 0t 0 = ,

)t()t(U)t()iHtexp()t( 00 ψ=ψ−=ψ . Puis de cette équation et de celle de Schrödinger (I.41), on en

déduit l’équation d’évolution de )t,t(U 0  (I.39) (Goldman p48-50 [1]).



CHAPITRE I : Dynamique quantique d’un système de spins
14






 ψψ+ψ





 ψ=ψψ= )t(

dt
dA)t()t(A)t(

dt
d)t(A)t(

dt
dA

dt
d    ,

(I.47)

en utilisant l’équation de Schrödinger (I.41) et son équation conjuguée (I.43),

A
dt
d ( ) )t()t(iHA)t()t(A)t(H)t(i ψ−ψ+ψψ=

[ ])t(H,Ai−=   , (I.48)

et ceci dans le cas où l’opérateur A ne dépend pas explicitement du temps. Si

l’opérateur A dépend explicitement du temps, l’équation d’évolution de A devient,

[ ]H,Ai
t
AA

dt
d −

∂
∂=    . (I.49)

I.2.2. Point de vue d’Heisenberg

Pour indiquer le point de vue d’Heisenberg nous utiliserons l’indice « H ».

D’après Thankappan (p94-97 [6]) et Weissbluth (p220-221 [7]) le vecteur d’état Hψ

est indépendant du temps alors que l’opérateur HA  est dépendant du temps.

On définit )t(Hψ  par,

)t()t,t(U)t( 0
1

H ψ=ψ −    , (I.50)

où )t(ψ  est un vecteur d’état suivant le point de vue de Schrödinger et l’opérateur

)t,t(U 0  est défini par la relation (I.44). Le vecteur d’état Hψ  est bien indépendant du

temps, en effet,

)t()t()t,t(U)t,t(U)t()t,t(U)t( 0000
1

0
1

H ψ=ψ=ψ=ψ −−    .

(I.51)

La relation (I.50) représente une transformation unitaire (changement de base) dans

l'espace de Hilbert. D’autre part, l’opérateur HA  correspond à l’opérateur A  (selon

Schrödinger) par les relations suivantes,

HA ( ) ( ))t()t,t(UA)t,t(U)t(A 0
1

H0HHH ψψ=ψψ= −
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)t(A)t()t()t,t(UA)t,t(U)t( 0
1

H0 ψψ=ψψ= −

A=    , (I.52)

la valeur moyenne d’un opérateur est indépendante du point de vue. On a donc,

)t,t(AU)t,t(U)t(A 00
1

H
−=    . (I.53)

De plus, on peut dériver l’opérateur HA  dépendant du temps. On obtient alors

l’équation du mouvement d’Heisenberg,

[ ] [ ]HH
H

HH00
1H H,Ai

t
AH,Ai)t,t(U

t
A)t,t(U

dt
dA −

∂
∂=−

∂
∂= −    . (I.54)

En dérivant la valeur moyenne de l’opérateur HA , on obtient, si l’opérateur

dépend explicitement du temps,

[ ]HH
H

H H,Ai
t

A
A

dt
d −

∂
∂

=    . (I.55)

Mais pour un opérateur qui ne dépend pas explicitement du temps (la dépendance par

rapport au temps de HA  se fait indirectement à travers une variable de HA , qui dépend,

elle, directement du temps), on a,

[ ]HHH H,AiA
dt
d −=    . (I.56)

I.2.3. Point de vue intermédiaire : représentation d’interaction

Le point de vue intermédiaire combine les avantages des points de vue

d’Heisenberg et de Schrödinger. Nous utiliserons le symbole « ~ » pour indiquer le

point de vue intermédiaire. D’après Thankappan (p97-98 [6]), l’approche la plus usitée

est le cas d’un hamiltonien total H composé de deux parties, l’une indépendante du

temps 0H  et l’autre dépendante du temps )t(H1 .

On prend l’exemple d’un système soumis à un champ externe. La partie

indépendante du temps est donnée par l’hamiltonien 0H  correspondant au système en
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absence de champ externe et la partie dépendante du temps )t(H1  s’ajoute lorsque le

champ externe est appliqué,

)t(HH)t(H 10 +=    . (I.57)

Le vecteur d’état )t(~ψ  et l’opérateur )t(A~  dans le point de vue intermédiaire sont

définis par,

{ }
{ } { }





−−−==

ψ−=ψ=ψ
−

−

0000000
1

0

000
1

0

H)tt(iexpAH)tt(iexp)t,t(AU)t,t(U)t(A~
)t(H)tt(iexp)t()t,t(U)t(~

   ,

(I.58)

où )t(ψ  et A sont respectivement le vecteur d’état et l’opérateur liés au point de vue

de Schrödinger si bien que,

{ } )t()t(HHi)t(
dt
d

10 ψ+−=ψ    , (I.59)

et la seule variable indépendante est le temps,

t
A

dt
dA

∂
∂=    . (I.60)

Donc de (I.59) et de la première équation de (I.58), on obtient (Gerstein et Dybowski

p72 [9]),

)t(~)t(H~i)t(~
dt
d )1( ψ−=ψ    , (I.61)

où(j),

)t,t(U)t(H)t,t(U)t(H~ 0010
1

0
)1( −=    . (I.62)

Cette dernière équation traduit la représentation d’interaction ou la transformation

dans la représentation d'interaction de 0H . En effet 0H  n’intervient plus explicitement

dans l’équation de Schrödinger (I.61) mais intervient implicitement dans )t(H~ )1(  via

                                                
(j) L’équation (I.62) est déduite de,

)1(01
00

1
0 H~

t
U

iUHUUH~ =





∂
∂

−= −− , avec ( )tiHexpU 00 −=    .
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(I.62). De même de (I.60) et de la deuxième équation de (I.58), on obtient (Elbaz p115-

116 [3]),

[ ] [ ])0()0(
000

1
0 H~,A~i

t
A~H~,A~i)t,t(U

t
A)t,t(U

dt
A~d −

∂
∂=−

∂
∂= −    , (I.63)

où,

00000
1

0
)0( H)t,t(UH)t,t(UH~ == −    . (I.64)

Dans le point de vue intermédiaire le vecteur d’état )t(~ψψψψ  évolue selon l’équation

de Schrödinger (I.61) avec l’hamiltonien )1(H~  (I.62) alors que l’opérateur A~  obéit

à l’équation d'Heisenberg (I.63) avec l’hamiltonien 0H  (I.64). Comme on l’a déjà

fait dans les deux cas précédents on peut dériver la valeur moyenne de l’opérateur A~ ,

[ ])0(H~,A~i
t
A~A~

dt
d −

∂
∂=    . (I.65)

En RMN, on utilise la représentation d'interaction dans le cas des impulsions multiples

(Gerstein et Dybowski p69-76 [9]).
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I.3. Principe de la résonance magnétique nucléaire

I.3.1. Spin nucléaire et moment magnétique associé

Un noyau est caractérisé par un numéro atomique Z, un nombre de masse A et un

spin nucléaire I. Entier ou demi-entier, I dépend de la parité du numéro atomique Z et

du nombre de masse A (Tab. I.1). Ce nombre, dit nombre de spin, permet de définir le

nombre d’états distincts dans lesquels le spin peut se trouver.

A chaque noyau est associé un moment angulaire intrinsèque ℑ
!

 et un moment

magnétique µ! colinéaire à ℑ
!

 :

I
!

(
!! γ=ℑγ=µ    , (I.66)

où 
!
I  est le moment angulaire intrinsèque (sans dimension) d'un noyau (§. III.1.1) ; ( est

la constante de Planck divisée par 2π (( = 1,054x10−34 J.s) ; la constante γ,

caractéristique de chaque isotope, est appelée rapport gyromagnétique. Nous

supposerons par la suite que(k),

                       0>>>>γγγγ    . (I.67)

Tab. I.1 : Valeurs du spin I des noyaux stables (rencontré en RMN) en fonction de la parité du nombre de
masse A et de celle du numéro atomique Z.

A Impair Pair

Z Impair Pair Impair Pair

I 1/2, 3/2, 5/2, 7/2 et 9/2 1, 3, 5, 6 et 7 0

                                                
(k) Le symbole γ  désigne aussi bien le rapport gyromagnétiquene que le 3ème angle d’Euler (§. II.2).
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I.3.2. Effet Zeeman, phénomène de résonance

L’énergie d’un moment magnétique µ!  dans un champ magnétique statique 
!
B0

dirigé suivant l'axe z du référentiel laboratoire (ΣLAB) est :

E = −
!
µ . 0B

!
 = −γ(

!
B0 .

!
I  = −γ( z0IB    , (I.68)

où zI  est l’opérateur de spin associé à la composante de I selon l’axe z. L’opérateur

hamiltonien Zeeman prend la même forme :

0H  = –γ( z0IB    . (I.69)

Etant proportionnel à zI , l'hamiltonien 0H  possède 2I + 1 valeurs propres. Il existe

donc 2I + 1 niveaux d’énergie accessibles, indicés par le nombre quantique magnétique

m,

mHm 0  = Em = −γ(B0 m   , (I.70)

où m varie de −I à +I, par pas d’une unité. La différence d’énergie entre deux niveaux

consécutifs, ∆E = Em–1 − Em = γ(B0 , est constante et proportionnelle à B0 . Une

transition peut avoir lieu entre ces deux niveaux si le système est soumis à une radiation

électromagnétique de fréquence obéissant à la relation de Bohr, ∆E = hν. D’où la

fréquence à laquelle a lieu la transition, appelée fréquence de résonance ou encore

fréquence de Larmor(l) :

πγ=ν 2/B00   ou   00 Bγ=ω    , (I.71)

où ω0 est une vitesse angulaire. L’hamiltonien Zeeman(m) devient alors,

                                                
(l) Il existe deux conventions pour définir la fréquence de résonance. Nous avons choisi 00 Bγ=ω , la

rotation du moment magnétique s’effectue autour de 0B
!

, c’est une rotation négative. Mais on peut aussi

choisir 00 Bγ−=ω , la rotation du moment magnétique s'effectue alors autour du vecteur rotation

00 B
!!

γ−=Ω  lié à 0B
!

 (Munowitz et Pines p8 [10], Goldman p2 [1]), c’est une rotation positive et

00 <ω  (Levitt [11]).
(m) Rappelons que pour simplifier l’écriture, nous utiliserons des hamiltoniens définis en unité de vitesse

angulaire i.e. ( 0H  = −(ω0 zI   devient 0H  = −ω0 zI .
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z00 IH ω−=    . (I.72)

Comme nous avons supposé que γ est positif, ainsi,

0ω  > 0   . (I.73)

Les valeurs propres de 0H  représentent une série finie de niveaux d’énergie

équidistants séparés par la quantité ω0 (Fig. I.1). Pour détecter la présence d’un tel

ensemble de niveaux d’énergie, on induit des transitions entre niveaux à l’aide d’une

interaction dépendante du temps et de vitesse angulaire ω0. On utilise un champ

magnétique radiofréquence 1B
!

 (§. I.5.1). On a vu que la fréquence à laquelle a lieu la

transition (I.71) est proportionnelle au champ 
!
B0 .

0

E
2
3−

2
1−

2
1

2
3

0ω

0ω

0ω

M
!

0B
!

Fig. I.1 : Niveaux d’énergie d’un spin 3/2 en
présence d’un champ magnétique statique 

!
B0 .

 Fig. I.2 : A l’équilibre l’aimantation nucléaire
!

M  est colinéaire à 
!
B0 .

Considérons l’aimantation nucléaire 
!
M résultant de la polarisation de tous les

spins de l’échantillon en présence de 
!
B0 . A l’équilibre thermodynamique, l’aimantation

!
M est colinéaire à 

!
B0  (Fig. I.2). Si une perturbation écarte 

!
M de sa position

d’équilibre, alors 
!
M sera animée d’un mouvement de précession autour de 

!
B0  à la

fréquence de Larmor ν 0  (Fig. I.3). Cette perturbation est provoquée par un champ 
!
B1

(§. I.5.1). Dès que nous parlerons de rotation, nous adopterons la convention main
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droite (n). Ainsi le mouvement de précession d’un noyau de 0>γ  correspond à une

rotation négative autour de 
!
B0 .

M
!

0B
!

0ν−
Fig. I.3 : Si une perturbation écarte l'aimantation
 nucléaire 

!
M  de sa position d’équilibre, 

!
M  est

 animée d’un mouvement de précession autour de
!
B0  à la fréquence de Larmor − 0ν = − 2πω0 /
( 0>γ  (I.67) ; la rotation négative de M

!
 vient de

l'équation 0BMdtMd
!!!

∧= γ ).

On détaillera les opérateurs liés au moment angulaire dans le paragraphe III.1.1.

Pour traiter l’action du champ 
!
B1  par la mécanique quantique, il faut considérer les

propriétés des opérateurs de spin. On utilisera les opérateurs I x , I y  et I z  associés aux

composantes de I selon les axes x, y et z du référentiel (ΣLAB), ainsi que l’opérateur I2

associé à son carré,

m,Imm,IIz =    et   m,I)1I(Im,II2 +=    . (I.74)

m,I  représente un état propre du système pour lequel les valeurs propres de I z  et I2

sont parfaitement définies. Les opérateurs I+  (opérateur de montée) et I−  (opérateur de

descente) sont déterminés à partir des opérateurs Ix  et I y  par les relations :

I+ = I x + i I y    ;   I− = Ix − i I y    ; (I.75)

{ } 1m,I)1m(m)1I(Im,II 21 ±±−+=±    . (I.76)

D’où,

I x = 
2
1 ( I+ + I− )   et   I y  = 

i2
1 ( I+ − I− )   . (I.77)

                                                
(n) Il existe deux conventions pour définir le sens positif de rotation : (1) la main droite (Si l’on place le

pouce de la main droite dans la même direction et dans le même sens que l’axe de rotation, le sens positif

est donné par les doigts restants), et (2) la main gauche (Si l’on place le pouce de la main gauche dans la

même direction et dans le même sens que l’axe de rotation, le sens positif est donné par les doigts

restants) (cf. §. II.1.1).
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De plus ces opérateurs possèdent certaines propriétés de commutations décrites

plus précisément dans le paragraphe III.1.1,

kmjkmjjmjm IiIIII]I,I[ ∈=−=    , (I.78)

où ∈ mjk  est le coefficient de Levi-Civita(o).

                                                

(o) ∈ mjk = 







−  (x, z, y)circulairenpermutatiopas à une espondent  k ne corrsi m, j et1
 x, y ...)y, z ou z,laire (x, tion circune permutaondent à u k correspsi m, j et1

iquessont identsi m et j 0
   .
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I.4. Opérateur exponentiel

Nous allons présenter maintenant un outil mathématique indispensable en RMN.

Il permet d’étudier les rotations, les changements de référentiels… D’après Slichter

(p25-28 [12]), on va utiliser l’équation de Schrödinger (I.41) où l’hamiltonien Zeeman

0H  ne dépend pas explicitement du temps,

)t(H)t(
dt
di 0 ψ=ψ    . (I.79)

Comme on l’a vu au paragraphe I.2.1, si )t(ψ  est solution de cette équation, alors on

peut l’exprimer par rapport à sa valeur à 0t 0 =  par la relation (I.46),

)0()tiHexp()t( 0 ψ−=ψ    . (I.80)

On considère l’hamiltonien Zeeman (I.72), l’équation ci-dessus devient,

)t(ψ )0()tIiexp( z0 ψω=    . (I.81)

Le champ magnétique statique 
!
B0  produit une précession de l’aimantation à la vitesse

angulaire −−−− 0ωωωω  (Fig. I.3). Avec la convention main droite, le sens de la rotation imposée

à l’aimantation par 
!
B0  est négatif. Il est logique de supposer que le vecteur d’état

)t(ψ , qui décrit l'évolution du système physique dans le référentiel (ΣLAB), tourne dans

le sens négatif d’un angle t0ω−  autour du champ 
!
B0. En d’autres termes, )tIiexp( z0ω

est l’opérateur rotation active négative d’angle t0ω−  autour de l’axe z )B( 0

!
≡

(chapitre II). Si on cherche des éléments de matrice de I x  (aimantation initiale dans le

référentiel du laboratoire), on trouve,

)t(I)t(I xx ψψ= )0()tIiexp(I)0()tIiexp( z0xz0 ψωψω=

)0()tIiexp(I)tIiexp()0( z0xz0 ψωω−ψ=

)0()t(I)0( 'x ψψ=    , (I.82)

où on définit l’opérateur )t(I 'x  par,

)tIiexp(I)tIiexp()t(I z0xz0'x ωω−=    . (I.83)

La première valeur moyenne )t(I)t( x ψψ  décrit la précession de l’aimantation,

résultant des effets d’un opérateur indépendant du temps I x  sur un vecteur d’état
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dépendant du temps )t(ψ . C'est le point de vue de Schrödinger. La dernière valeur

moyenne )0()t(I)0( 'x ψψ  décrit les effets d’un opérateur dépendant du temps )t(I 'x

sur un vecteur d’état indépendant du temps )0(ψ . C'est le point de vue d'Heisenberg.

Il est possible de donner une interprétation simple des deux valeurs moyennes

précédentes. Dans le référentiel du laboratoire qui est pris comme fixe, la précession

de l'aimantation autour de 
!
B0 et le référentiel qui lui est associé tournent dans le sens

négatif. La première valeur moyenne est celle de l'aimantation dans le référentiel du

laboratoire. Elle comporte un opérateur de spin fixe et un vecteur d’état, qui décrit le

système étudié, tournant dans le sens négatif autour de 
!
B0 (rotation active négative par

rapport au référentiel du laboratoire). Par contre, dans le référentiel tournant de

l'interaction Zeeman qui est lié à la précession de l'aimantation, l'aimantation est fixe.

Cette dernière est décrite par le vecteur d'état )0(ψ  qui ne dépend pas du temps.

L'opérateur de spin I x , qui est fixe dans le référentiel du laboratoire, devient dépendant

du temps ( )t(I 'x ) et tourne dans le sens positif par rapport au référentiel tournant de

l'interaction Zeeman, c’est une rotation active positive(p). En effet de (I.83) on voit que

)t(I 'x  est du type †
x'x AAI)t(I =  où A est l’opérateur rotation active positive

)tIiexp( z0ω− . La dernière valeur moyenne est celle de l'aimantation dans le référentiel

tournant de l'interaction Zeeman.

En général, il est possible de transformer des exponentiels d’opérateur de spin en

fonctions d’opérateurs de spin plus faciles à manier. Soit une fonction f(φ) :

)Iiexp(I)Iiexp()(f zxz φφ−=φ    . (I.84)

Sa dérivée par rapport à φ est,

)Iiexp(I)Iiexp(iI)(f zxzz φφ−−=φ′ )Iiexp()iI(I)Iiexp( zzxz φφ−+

)Iiexp(II)Iiexp(i zxzz φφ−−= )Iiexp(II)Iiexp(i zzxz φφ−+

                                                
(p)  Ici on est en présence d'un vecteur d'état et d'un opérateur de spin. Dans le cas des impulsions (§. I.6)

on utilise l'opérateur densité qui est le produit du ket )t(ψ  et du bra )t(ψ  (I.130). De plus les points

de vue ne sont pas identiques. Ici on a le point de point de vue d'Heisenberg et pour les impulsions on a le

point de vue intermediaire. Ainsi les impulsions imposent une rotation active négative de l'aimantation

nucléaire.
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)Iiexp(]I,I)[Iiexp(i zzxz φφ−=    . (I.85)

Or d’après les relations de commutations (I.78) :

yzx iI]I,I[ −=    . (I.86)

D’où,

)Iiexp(I)Iiexp()(f zyz φφ−=φ′    . (I.87)

On détermine maintenant la dérivée seconde de f(φ) :

)Iiexp(]I,I)[Iiexp(i)(f zzyz
'' φφ−=φ    . (I.88)

Or,

xzy iI]I,I[ =    , (I.89)

on obtient une équation différentielle du 2ème ordre sans second membre :

0)(f)(f =φ+φ′′    , (I.90)

dont la solution est du type,

f A B( ) cos sinφ φ φ= +    . (I.91)

On détermine A et B avec les conditions initiales :

yx IB)0(fetIA)0(f ==′==    . (I.92)

On obtient :

)(f φ )Iiexp(I)Iiexp( zxz φφ−= φ+φ= sinIcosI yx    . (I.93)

On procède de la même façon pour les opérateurs zy IetI  avec les axes de

rotations zxy IetI,I . Les résultats obtenus sont répertoriés dans le tableau I.2. Il existe

d’autres méthodes mathématiques pour les obtenir. L’une d’entre elle sera détaillée en

annexe (A.1). Il est important de remarquer que ces relations sont obtenues à partir des

relations de commutations des opérateurs (I.78). Le tableau I.2 correspond à une

rotation active positive ou passive négative (§. II.1.4.a). On donne en annexe (A.1) le

tableau correspondant à une rotation passive positive ou active négative (§. II.1.4.b). On

notera de plus que dans le tableau I.2 les opérateurs de spin se trouvent sous forme de

matrice-ligne (forme rencontrée quand les matrices rotation de Wigner sont utilisées §.

III.4.2).

De façon générale, les composantes d'espace sont toujours mises sous forme de

matrice-colonne, celles des spins sont mises en matrice-ligne, alors que les vecteurs de

base se trouvent sous forme de matrice-ligne ou matrice-colonne. De plus Gerstein et
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Dybowski (p3 [9]) utilisent la convention main gauche, leurs matrices rotations sont les

matrices transposées de celles du tableau I.2.

Tab. I.2 : Action de l’opérateur rotation active positive sur les opérateurs de spins. Les trois matrices
3X3 (de la partie supérieur du tableau) sont les matrices rotations actives positives (chapitre II). On
notera que le regroupement d'opérateurs de spin sous forme de matrice-ligne vient de l’utilisation des
matrices rotations de Wigner pour la rotation des tenseurs (§. III. 4.2), alors que le regroupement
d'opérateurs de spin sous forme de matrice-colonne vient des rotations des fonctions.

( ) ( )
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I.5. RMN impulsionnelle

Comme on l’a indiqué (§. I.3.2), pour détecter la présence d’un ensemble de

niveaux d’énergie, on induit des transitions entre ces niveaux à l’aide d’une interaction

)t(H1  dépendante du temps et de la vitesse angulaire ω0. On utilise un champ

magnétique radiofréquence 
!
B1  créé par une bobine solénoïde parcourue par un courant

alternatif. L'axe de cette bobine est en général perpendiculaire à 
!
B0.

La probabilité par seconde que l’interaction )t(H1  induit une transition entre

deux états m  et n  est proportionnelle à la quantité 
2

1 n)t(Hm , )t(H1  étant

l’hamiltonien relatif au champ 1B
!

. L’étude de n)t(Hm 1  se traduit par une condition

nécessaire à l'apparition d'une transition : le champ 1B
!

 doit être polarisé

perpendiculairement au champ magnétique statique 
!
B0  (Canet p27 [13]).

I.5.1. Hamiltonien radiofréquence dans le référentiel du
laboratoire

La base de la RMN est de mesurer l’évolution de l’aimantation nucléaire lorsque

celle-ci est mise hors équilibre. On considère un champ magnétique oscillant

LABr1p u)tcos(B2B !!
ω= , avec B B1 0<< , orienté – polarisé – selon LABx!  du référentiel

(ΣLAB)(q). Nous supposerons par la suite que,

                                                
(q) Dans tous les chapitres qui vont suivre on sera amené à utiliser plusieurs référentiels :

ΣLAB qui correspond au référentiel lié au laboratoire de vecteurs de base )z,y,x( LABLAB
!!!

 et d’axes

)z,y,x( LABLAB  ; ΣOBS qui correspond au référentiel tournant de vecteurs de base )z,y,x( OBSOBS
!!!

 et

d’axes )z,y,x( OBSOBS  ; ΣPAS qui correspond au référentiel lié au système d’axes propres de vecteurs de

base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 et d’axes )Z,Y,X( PASPASPAS  ; ΣMAS qui correspond au référentiel lié à la

turbine de vecteurs de base )z,y,x( MASMASMAS
!!!

 et d’axes )z,y,x( MASMASMAS .
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                       0r >>>>ωωωω    . (I.94)

Ce champ pB
!

, perpendiculaire à 
!
B0 , peut être décomposé en deux champs +B

!
 et 1B

!

animés d’un mouvement circulaire, respectivement à la vitesse angulaire +ωr  et –ωr

(Fig. I.4) :

PB
!

 LABr1 x)tcos(B2 !ϕ+ω=

{ } LAB
)t(i)t(i

1 xeeB rr
!ϕ+ωϕ+ω −=

{ } LABrr1 x)tsin(i)tcos(B !ϕ+ω+ϕ+ω=

{ } LABrr1 x)tsin(i)tcos(B !ϕ+ω−ϕ+ω+

{ }LABrLABr1 y)tsin(x)tcos(B !! ϕ+ω+ϕ+ω=

{ }LABrLABr1 y)tsin(x)tcos(B !! ϕ+ω−ϕ+ω+    . (I.95)

Soit,

{ }
{ }





ϕ+ω−ϕ+ω=

ϕ+ω+ϕ+ω=+

LABrLABr11

LABrLABr1

y)tsin(x)tcos(BB

y)tsin(x)tcos(BB
!!!

!!!

   . (I.96)

Si on adopte cette décomposition, il est raisonnable d’envisager que seul le champ 1B
!

tournant dans le même sens que l'aimantation nucléaire soit susceptible d’agir sur cette

dernière (i.e. la rotation négative).

Pour rendre compte d’une expérience de RMN, on peut donc envisager un champ
!
B0  orienté selon la direction z!  du référentiel (ΣLAB) et un champ 1B

!
 animé d’un

mouvement circulaire, à la vitesse angulaire –ωr , dans le plan )y,x( LABLAB
!!  de ce

même référentiel. Dans le référentiel (ΣLAB), le mouvement de l'aimantation nucléaire

en présence de ces deux champs magnétiques est complexe.

Pour pouvoir suivre plus facilement le mouvement de l'aimantation nucléaire, on

définit le référentiel (ΣOBS) formé par les trois vecteurs )z,y,x( OBSOBS
!!!  tournant dans le

sens négatif autour de z! , à la vitesse angulaire –ωr , tel que le champ 1B
!

 y apparaîtra

stationnaire (Fig. I.5). Le référentiel (ΣOBS) est appelé simplement référentiel tournant

par la suite.
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ϕ−

+B
!

PB
!

1B
!

LABx!

LABy!

OBSx!ϕ

OBSy! trω−

trω−
ϕ−

1B
!

LABx!

LABy!

OBSx!

OBSy!

Fig. I.4 : Décomposition d’un champ magnétique

PB
!

 polarisé selon LABx!  en deux champs tournants

+B
!

et 1B
!

.

Fig. I.5 : Définition du référentiel tournant (ΣOBS)
dans lequel 0B

!
et 1B

!
 sont stationnaires. A t = 0,

(ΣOBS) et (ΣPAS) sont confondus.

D’après Canet (p92-97 [13]), l’équation du mouvement de l’aimantation

nucléaire, exprimée dans le référentiel tournant, est de même nature que celle qui

prévaut dans le référentiel (ΣLAB), à condition de substituer au champ magnétique

10 BB
!!

+  un champ magnétique effectif 
!
Beff  (Fig. I.6). En effet dans le référentiel

tournant (ΣΣΣΣOBS), l’aimantation nucléaire est animée d’un mouvement de rotation

active négative autour de effB
!

 (on parlera de nutation) à la fréquence angulaire :

π
ω−ω+γ

−=
π

γ
−=ν−

2
)(B

2
B 2

r0
2
1

2
eff

nut    , (I.97)

!
Beff  faisant avec l’axe OBSz  un angle θ  tel que,

r0

1B
tg

ω−ω
γ

=θ    . (I.98)

On suppose que la fréquence angulaire du champ 1B
!

, ω πr / 2 , est suffisamment proche

de la fréquence de Larmor 0ν  qui généralement se situe dans le domaine de la dizaine à

la centaine de MHz – c’est la raison pour laquelle on parle de champ radiofréquence – et

que son amplitude soit suffisamment importante pour que r01B ω−ω>>γ . Dans ces

conditions, 
!
Beff  coïncide avec 

!
B1  et la fréquence de nutation nutν  (I.97) est simplement
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égale à rfω /2π, où rfω  est l’amplitude du champ radiofréquence 
!
B1  exprimée en vitesse

angulaire :

rfω  = 1Bγ    . (I.99)

effΩ
!

1Ω
!

1B
!OBSx!

effB
!

OBSz!

γ
ω− r

0B
!!

θ

x′

θ

Fig. I.6 : Champ magnétique effectif effB
!

dans le cas où la rotation du vecteur
aimantation s'effectue autour du champ
magnétique et en utilisant la convention
main droite. A la résonance 0r B

!! γω =  et

effB
!

 se trouve en 1B
!

. Nous avons indiqué
le vecteur rotation effΩ

!
 lié champ effectif

effB
!

utilisé par l'autre convention (note de
bas de page (l)) où la rotation du vecteur
aimantation s'effectue autour du vecteur
rotation et en utilisant la convention main
droite. A la résonance 0r B

!! γω =  et effΩ
!

 se
trouve en 11 B

!!
γΩ −= .

Pour obtenir les hamiltoniens )t(Het)t(H 1
1
+  associés aux couplages des spins

avec les deux champs magnétiques radiofréquences +B
!

 et 
!
B1, on utilise les deux

relations de (I.96). On a dans (ΣLAB),

{ }
{ }





ϕ+ω−ϕ+ωω−=γ−=

ϕ+ω+ϕ+ωω−=γ−= ++

)tsin(I)tcos(IB.I)t(H

)tsin(I)tcos(IB.I)t(H

ryrxrf11

ryrxrf
1

!!

!!

   . (I.100)

D’après les tableaux I.2 et A.1.1, on a,

{ } { }
{ } { }




ϕ+ω−ϕ+ωω−=
ϕ+ωϕ+ω−ω−=+

zrxzrrf1

zrxzrrf
1

I)t(iexpII)t(iexp)t(H
I)t(iexpII)t(iexp)t(H

   . (I.101)

Si l’on compare les opérateurs exponentiels de ces équations avec le sens de rotation des

deux composantes du champ pB
!

, )t(H1
+  est associé à la rotation active positive de +B

!

autour de 
!
B0  alors que )t(H1  est associé à la rotation active négative de 

!
B1  autour de

!
B0 . Ces dernières remarques confirment bien ce que l’on a envisagé pour l’opérateur

exponentiel (§. I.4).



I.5. RMN impulsionnelle
31

I.5.2. Hamiltonien radiofréquence dans le référentiel tournant

Dans le référentiel laboratoire (ΣLAB), le référentiel tournant (ΣOBS) lié à 
!
B1

effectue une rotation passive négative d'un angle trω−  autour de 0B
!

 et les opérateurs

de spin sont fixes. L’hamitonien radiofréquence )t(H1  (I.100) défini dans (ΣLAB) traduit

l’interaction des spins avec 
!
B1 . Il peut se mettre sous la forme matricielle,

)t(H1  = ( )















ϕ+ω−

ϕ+ω
ω−

0
)tsin(

)tcos(
III r

r

zyxrf    . (I.102)

On obtient l'hamiltonien radiofréquence )1(
RH  dans le référentiel tournant (ΣOBS) en

imposant que le champ magnétique 
!
B1  soit fixe. Par conséquent le système de spins

effectue une rotation active positive d'un angle trω  autour de 0B
!

. Mathématiquement,

on multiplie la matrice-ligne représentant l’aimantation ( )zyx III  par la matrice

rotation active correspondante :

)1(
RH  = ( )
















ϕ+ω−

ϕ+ω
















ωω
ω−ω

ω−
0

)tsin(
)tcos(

100
0tcostsin
0tsintcos

III r

r

rr

rr

zyxrf

= ( )















ϕ−

ϕ
ω−

0
sin

cos
III zyxrf { }ϕ−ϕω−= sinIcosI yxrf

= )Iiexp()I)(Iiexp( zxrfz ϕ−ω−ϕ    . (I.103)

On peut aussi utiliser la seconde relation de (I.101). Car )1(
RH  et )t(H1  sont reliés par la

relation suivante :
)1(

RH  = 1
1 R)t(RH −    , (I.104)

avec,

R = )tIiexp( zrω−    , (I.105)

on remarque que R permet d’éliminer le temps t dans )t(H1  dans (I.101). Soit,

)1(
RH  = )Iiexp()I)(Iiexp( zxrfz ϕ−ω−ϕ    . (I.106)
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Il est dès lors possible d’imposer à l’aimantation nucléaire M
!

 le mouvement de

rotation de son choix dans (ΣOBS). L’aimantation M
!

 est tout d’abord basculée dans le

plan )y,x( OBSOBS
!!  par le champ 

!
B1 , ce qui correspond à une rotation active négative de

l’aimantation M
!

 autour de 
!
B1 (Fig. I.7). L’angle de basculement ou angle de rotation

trfω  dépend de la durée d’application t de 
!
B1 . Le récepteur détectant le signal se trouve

le long de OBSy! . Le champ 1B
!

 est supprimé au temps t t= °90  de manière à obtenir

2/t 90rf π=ω ° , on observe alors le retour à l’équilibre de l’aimantation suivant 
!
B0 . La

composante de l’aimantation nucléaire dans le plan )y,x( OBSOBS
!!  induit dans la bobine

le signal de précession libre (FID : free induction decay) qui décroît avec le temps.

Plus généralement, avec notre convention où la rotation du vecteur aimantation

s'effectue autour d'un champ magnétique et la convention main droite, appliquer

une impulsion X à l’échantillon signifie que le champ 
!
B1  associé se trouve sur l'axe

xOBS  du référentiel tournant et que l’angle de basculement est trfω− . En d'autres

termes, à la fin de l'excitation du système de spins par une impulsion X d’angle de

basculement 2/t90rf π−=ω− ° , le vecteur aimantation se trouve sur l'axe OBSy .

ATTENTION : En RMN impulsionnelle traditionnelle, on applique la convention

main gauche et l'axe de rotation du vecteur aimantation est défini par un champ

magnétique. Par conséquence, le sens de rotation du vecteur aimantation est le

sens inverse du sens trigonométrique qui est utilisé en mathématique (rotation main

droite) et que nous avons adopté. Par exemple, pour une impulsion X de 90° on note

traditionnellement l’angle de basculement par 2t90rf π=ω ° . Par contre avec notre

convention qui respecte le sens trigonométrique, une impulsion X de 90° sera notée

2trf π−=ω−  ; puisque 0tet0rf >>ω (r).

                                                
(r) Rappelons que nous avons choisi la convention 00 Bγ=ω  avec z00 IH ω−= , ainsi le mouvement de

précession d’un noyau de rapport gyromagnétique 0>γ  correspond à une rotation négative autour de

0B
!

. Si l’on prend la convention 00 Bγ−=ω  avec z00 IH ω= , le mouvement de précession d’un noyau de

0>γ  correspond à une rotation positive autour du vecteur rotation défini par 00 B
!!

γ−=Ω .
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Il est possible de sélectionner à volonté l’axe de rotation de l'aimantation en appliquant

une impulsion ϕ  ; une impulsion ϕ  signifie que le champ 1B
!

 se trouve sur un axe

faisant un angle ϕ  avec l’axe OBSx . Pour cela il suffit de modifier la phase ϕ  de

l’émission radiofréquence. Avec un déphasage de °=ϕ 180 , le champ 1B
!

 se trouve le

long de − OBSx , à la fin de l'excitation du système de spins par une impulsion d’angle de

basculement 2/t90rf π−=ω− ° , le vecteur aimantation se trouve sur l'axe OBSy− . On

obtient,

xrf
)1(

R IH ω=    . (I.107)

C'est l'hamiltonien radiofréquence d'une impulsion –X.

De même avec un déphasage de °=ϕ 90 , le champ 1B
!

 se trouve le long de

− OBSy , à la fin de l'excitation du système de spins par une impulsion d’angle de

basculement 2/t90rf π−=ω− ° , le vecteur aimantation se trouve sur l'axe OBSx . On

obtient,

yrf
)1(

R IH ω=    . (I.108)

C'est l'hamiltonien radiofréquence d'une impulsion –Y(s).

                                                
(s) Par contre, pour l'autre convention où la rotation du vecteur aimantation s'effectue autour du vecteur

rotation et la convention main droite positive (note de bas de page (l)), le référentiel (ΣOBS) est déphasé de

180° par rapport au référentiel (ΣLAB), ainsi l’axe OBSx  se trouve en LABx−  (Fig. I.4). Appliquer une

impulsion X à l’échantillon signifie que le vecteur rotation 1Ω
!

 se trouve sur l'axe OBSx  du référentiel

tournant et que l’angle de basculement est trfω . En d'autres termes, à la fin de l'excitation du système de

spins par une impulsion X d’angle de basculement 2/t 90rf π=ω ° , le vecteur aimantation se trouve sur

l'axe − OBSy . Ces différences sont dues au fait que le champ 1B
!

 et le vecteur rotation sont de sens opposé

pour un noyau ayant un rapport gyromagnétique positif (Fig. I.6). La convention où la rotation du vecteur

aimantation s'effectue autour du vecteur rotation est de plus en plus utilisée parce qu'elle est appliquée en

RMN haute-résolution liquide.
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2
trf

π−=ω−

OBSx!

OBSz!

OBSy!M
!

0B
!

1B
!

π−=ω− trf

M
!

OBSy!

OBSz!

OBSx!

Fig. I.7 : Mouvement de l’aimantation
nucléaire 

!
M , à partir de l’équilibre sous

l’effet d’une impulsion +X d’angle +π/2
(convention RMN) ou – π/2 (convention
mathématique).

Fig. I.8 : Mouvement de l’aimantation
nucléaire 

!
M , à partir de l’équilibre sous

l’effet d’une impulsion +X d’angle +π
(convention RMN) ou – π, (convention
mathématique).

I.5.3. Cas d’une impulsion +X

L’étude d’un nouvel échantillon exige la détermination de la durée d’impulsion

correspondant à un angle de basculement de 90° ( 2/t 90rf π=ω ° ) et cela afin d’obtenir la

valeur de rfω . En effet cet angle permet de placer l’aimantation nucléaire dans le plan

)y,x( OBSOBS
!!  où le détecteur se trouve sur l'axe OBSy! . On obtient alors un signal

maximum(t).

Que devient le signal de précession libre après la disparition du champ 1B
!

 ?

Si le système de spins n'est soumis à aucune interaction, l'aimantation restera sur l'axe

OBSy! . Mais l’inhomogénéité du champ 
!
B0 perçue par l'échantillon, 0Bδ , induit

différentes fréquences de précession provoquant l’apparition de paquets de spins

                                                
(t) En fait, il est plus facile de déterminer la valeur de la durée d’impulsion correspondant à un angle de

180° et d’en déduire la valeur de t90°. Car après cette impulsion l’aimantation se trouve sur l’axe −z, le

signal détecté est pratiquement nul (Fig. I.8) et est indépendant de la relaxation spin-réseau 1T .

En effet si le système de spins n’a pas le temps de relaxer (i.e. que la durée entre deux impulsions est trop

courte pour permettre aux spins de revenir à leur état d’équilibre), alors la durée t90° ne donnera pas le

signal maximal attendu. Il faut en général que la durée entre deux impulsions soit supérieure à 5 fois le

temps de relaxation spin-réseau.
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déphasés les uns des autres. Le signal de précession naît de la somme de toutes les

portions de l’échantillon et comme tous les paquets n’ont pas le même déplacement, la

résultante du signal décroît.

D’après les solutions des équations de Bloch (I.109), le signal de précession libre

décroît exponentiellement avec la constante de temps de relaxation transversale 2T  de

l’ordre de )B(1 0γδ  (Canet p99 [13]),

{ }







−−=

ω−=
ω−=

)T/texp(1MM

tsin)T/texp(MM
tcos)T/texp(MM

10z

20y

20x

   , (I.109)

où r0 ω−ω=ω  est la vitesse angulaire dans le référentiel tournant. Rappelons que 1T ,

temps de relaxation longitudinale, contrôle le retour de l’aimantation nucléaire vers sa

position d’équilibre, alors que 2T  contrôle la destruction de l’aimantation nucléaire

transversale.

La technique d’écho de spins utilise une seconde impulsion pour éliminer l'effet

de 0Bδ  (§. I.7).

I.5.4. Référentiel tournant

D’après Slichter (p29-31 [12]) il est intéressant de se placer dans le référentiel

tournant à la vitesse angulaire rω−  )0( r >ω  où 1B
!

 semble être stationnaire. On choisit

le cas où 0=ϕ  et on étudie la transformation de l’équation de Schrödinger (I.41) par

une rotation et pour cela on va utiliser l’opérateur exponentiel (§. I.4). Dans (ΣLAB), on a

un champ 1B
!

 tournant à la vitesse angulaire rω−  et un champ 0B
!

. Si l’on prend les

notations précédantes (I.72) et (I.101), l’hamiltonien total du système est,

)t(HHH 10 +=

)tIiexp(I)tIiexp(I zrxzrrfz0 ω−ωω−ω−=    , (I.110)

où 0H  est l’hamiltonien Zeeman lié à 0B
!

 et )t(H1  est lié au champ 1B
!

 (I.100).

L’idée est, à partir de l’équation de Schrödinger, d’enlever les opérateurs

exponentiels encadrant xI  et de les transférer sur )t(ψ . D’après ce que l’on a vu au

paragraphe I.4, on peut dire que la première relation suivante,
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)t()tIiexp()t( zrR ψω−=ψ  et )t()tIiexp()t( Rzr ψω=ψ    ,

(I.111)

indique que l’on passe de )t(ψ  à )t(Rψ  par une rotation d’un angle négatif trω− ,

c’est-à-dire une rotation passive négative (puisque c’est le même temps t dans )t(ψ  et

)t(Rψ ). En dérivant la seconde relation de (I.111), on obtient,

)t(
dt
d)tIiexp()t()tIiexp(Ii)t(

dt
d

RzrRzrzr ψω+ψωω=ψ    . (I.112)

Si l’on remplace dans l’équation de Schrödinger (I.41), )t(ψ  par (I.111) et H par

(I.110), on obtient,

)t(
dt
d ψ { } )t()tIiexp()tIiexp(I)tIiexp(Ii Rzrzrxzrrfz0 ψωω−ωω+ω=    .

(I.113)

L’égalité (I.113) = (I.112) donne,

{ } )t()tIiexp()tIiexp(I)tIiexp(Ii Rzrzrxzrrfz0 ψωω−ωω+ω

)t(
dt
d)tIiexp()t()tIiexp(Ii RzrRzrzr ψω+ψωω=    . (I.114)

En multipliant à gauche tous les termes de cette égalité par )tIiexp( zrω− , on obtient,

)t(iH)t(
dt
d

RRR ψ−=ψ    , (I.115)

( ) xrfzr0R IIH ω−ω−ω−=    . (I.116)

Dans cette équation la dépendance temporelle de 1B
!

 a été éliminée, on est dans le

référentiel tournant. En RMN, on appelle l’offset la différence :

r0 ω−ω=δω    . (I.117)

On verra dans le paragraphe traitant la matrice densité l’influence pratique de l’offset

(Fig. I.10, §. I.6.4.e). Lorsque l’offset est nul on se trouve bien à la résonance puisque

0r ω=ω .
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Il est à noter que l’on trouve aussi RH  sous la forme généralisée(u),

11
R R

t
RiRHRH −− 







∂
∂+=    avec   )tIiexp(R zrω−=    , (I.118)

cette expression vient de la matrice densité (I.163). Une solution de l’équation (I.115)

est du type,

)0()tiHexp()t( RRR ψ−=ψ    . (I.119)

Appliquons, pour un spin ½ , cette démonstration liée au passage dans le

référentiel tournant dans le cas d’une impulsion +X d’angle trfω−  à la résonance

)IHHet( xrf
)1(

RR0r ω−==ω=ω . Le signal est détecté suivant l’axe OBSy  (Fig. I.7). En

utilisant (I.119) et le tableau I.2, nous obtenons,

)t(I y )t(I)t( RyR ψψ=

)0()tIiexp(I)tIiexp()0( RxrfyxrfR ψωω−ψ=

( ) )0(tsinItcosI)0( RrfzrfyR ψω+ωψ=

tsin)0(Itcos)0(I rfzrfy ω+ω=    . (I.120)

Si l’aimantation est le long de l’axe OBSz  à t = 0, alors 0)0(Iy =  et

tsin)0(I)t(I rfzy ω=    , (I.121)

et si )2(t rfωπ= , alors(v),

)0(I)t(I zy =    . (I.122)

                                                
(u) On trouve parfois dans le littérature (Munowitz et Pines p13 [10]) l’équation (I.118) sous la forme,








∂
∂

−= −−

t
U

iUHUUH 01
00

1
0R , avec ( )tiHexpU ext0 −=    .

(v) Notons que l’on peut aussi développer les vecteurs d’état. Gerstein et Dybowski (p51-52 [9])

déterminent les composantes de l’aimantation nucléaire à partir des vecteurs d’état et de l’équation de

Schrödinger.
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I.5.5. Représentation d’interaction

D’après Gerstein et Dybowski (p69-74 [9]), l’idée consiste à se placer dans un

référentiel où il n’y a pas d’interaction dépendante du temps i.e. revenir au point de vue

de Schrödinger. Pour cela, on fait une ou plusieurs transformations qui accomplissent

une succession de déplacements et qui prennent en compte des portions sélectionnées de

l’hamiltonien décrivant le système. On va appliquer la représentation d’interaction

Zeeman au cas précèdent,

)tIiexp(I)tIiexp(I)t(HHH zrxzrrfz010 ω−ωω−ω−=+=    . (I.123)

Par transformation dans le référentiel tournant de l’interaction Zeeman, le champ

Zeeman est annulé dans la description du système lié à ce référentiel. Le champ

radiofréquence est stationnaire dans ce référentiel transformé. Si 0t 0 = , (I.58) se

transforme en,

)t()tIiexp()t()t(U)t(~
z0

1
0 ψω−=ψ=ψ −    . (I.124)

L’équation (I.61) devient,

)t(~H~)t(~
dt
di )1( ψ=ψ

)t(~)tIiexp()t(H)tIiexp( z01z0 ψωω−=

)t(~)tIiexp()tIiexp(I)tIiexp()tIiexp( z0zrxzrz0rf ψωω−ωω−ω−=

{ } { } )t(~tI)(iexpItI)(iexp zr0xzr0rf ψω−ωω−ω−ω−=

{ } )t(~t)sin(It)cos(I r0yr0xrf ψω−ω+ω−ωω−=    .

(I.125)

En remplaçant )t(H1  dans (I.125) par son expression dans (I.123) et pour 0r ω=ω  (i.e.

que l’on se place à la résonance), on obtient,

)t(~I)t(~
dt
di xrf ψω−=ψ    . (I.126)
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Si l’on reprend l’équation correspondant au passage dans le référentiel tournant (I.115)

et que l’on se place à la résonance,

)t(I)t(
dt
di RxrfR ψω−=ψ    . (I.127)

Dans ce cas, on remarque que passer dans le référentiel tournant revient à une

représentation d’interaction(w), en effet,
)1(

Rxrf
)1( HIH~ =ω−=    et   )t()t(~

Rψ=ψ    . (I.128)

                                                
(w) Pour Goldman (p111-112 [1]) notre définition de la représentation d'interaction Zeeman et notre

transformation dans le référentiel tournant du champ radiofréquence correspondent respectivement au

point de vue de Heisenberg et à la représentation d'interaction qu'il a définis.
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I.6. Matrice densité

La dynamique de spins isolés peut être décrite en terme de mouvement classique

du vecteur aimantation nucléaire. Mais pour décrire un ensemble de spins, il est

nécessaire de recourir au formalisme de la mécanique quantique où un état du système

est exprimé par un vecteur d’état, ou plus généralement par l’opérateur densité.

Lorsque le système de spins peut se ramener à un vecteur – aimantation nucléaire

de composantes zyx MetM,M – les mouvements de précession et de nutation

peuvent être décrits par les équations de Bloch (Canet p97-99 [13]). Mais lorsque l’on

doit prendre en compte tous les systèmes constituant l’échantillon et considérer les

différents états d’un système on utilisera l’opérateur densité.

I.6.1. Opérateur densité

La discussion théorique qui va suivre est basée sur l’opérateur densité, qui

permet une description commode de la dynamique d’un système quantique. Cet

opérateur permet une description simple du mélange statistique d’états. D’après Ernst

et collaborateurs (p9-12 [14]), pour définir l’opérateur densité d’un système quantique

entier et dériver l’équation de mouvement, on utilise l’équation d’évolution de

Schrödinger dépendante du temps (I.41) d’un vecteur d’état ψ( )t  :

)t()t(iH)t(
dt
d ψ−=ψ    , (I.129)

H(t) est l’hamiltonien, c’est-à-dire l’opérateur d’énergie total du système, qui est lui-

même dépendant du temps. Pour définir l’opérateur densité on doit étudier deux cas

particuliers :

(1) Dans le cas idéal d’un état pur, l’état du système est parfaitement connu. Tous les

systèmes de spins de l’ensemble des systèmes constituant l’échantillon sont dans le

même état et peuvent être décris par le même vecteur d’état normalisé ψ( )t  avec

1=ψψ )t()t( . Alors l’opérateur densité correspondant ρ  est défini par le produit du

ket ψ( )t  et du bra ψ( )t ,
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jk)t(c)t(c)t()t()t(
k j

*
jk∑∑=ψψ=ρ    . (I.130)

(2) La situation est différente pour un mélange statistique d’états, c’est-à-dire pour un

ensemble à l’équilibre thermique. Ici on ne peut qu’indiquer que la probabilité pg  qu’un

système de spins de l’ensemble des systèmes constituant l’échantillon se trouve, parmi

tous les états possibles du mélange statistique, dans l’état ψ g t( ) . L’opérateur densité

est une moyenne sur l’ensemble :

)t(ρ )t()t(p g

g

gg ψψ= ∑

jk)t(c)t(cjk)t(c)t(cp
k j

*g
j

g
k

k j

*g
j

g
k

g

g ∑∑∑∑∑ ==    , (I.131)

où 1=∑
g

gp , et la barre représente une moyenne sur l’ensemble des systèmes

constituant l’échantillon.

La signification physique de l’opérateur densité peut être appréciée en

considérant les éléments de matrice dans la base orthonormée { }j . Pour un état pur on

obtient d’après l’équation (I.9) :

)t(c)t(csjkr)t(c)t(cs)t(r *
sr

*
j

k j
k ==ρ ∑∑    , (I.132)

et pour un mélange statistique :

)t(c)t(c)t(c)t(cps)t(r *g
s

g
r

*g
s

g

g
r

g ==ρ ∑    . (I.133)

Il est clair que ρ( )t  est un opérateur hermitien :

r t s s t rρ ρ( ) ( ) *=    . (I.134)

En particulier une interprétation simple de la matrice densité est possible dans la base

des états propres de l’hamiltonien H. Les éléments diagonaux :

r
2

rrr P)t(cr)t(r ==ρ=ρ    , (I.135)

sont des nombres réels positifs qui représentent la probabilité de trouver, lors d’une

mesure, le système dans l’état r , ce système étant initialement dans l’état r . Pr  est la

population de l’état r . Ces nombres réels positifs sont nuls si tous les 2
r )t(c  sont

nuls. Pour les éléments non diagonaux :
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)t(c)t(cs)t(r *
srrs =ρ=ρ    , (I.136)

ce sont des nombres complexes qui traduisent les effets d’interférence entre les états r

et s  qui peuvent apparaître lorsque l’état ψ g t( )  est une superposition linéaire

cohérente de ces états. Ces éléments non diagonaux sont souvent désignés sous le nom

de cohérence. L’élément de matrice ρrs t( )  est l’amplitude complexe de la cohérence

exprimée par l’opérateur r s . De plus une cohérence peut être associée à une

transition entre deux états r  et s . Cette notion de cohérence a déjà été développée

dans les chapitres I et III du tome I.

Parce que les vecteurs d’état sont normalisés :

∑
=

==ψψ
n

1r

2
r )t(c 1   , (I.137)

la trace de la matrice densité est aussi égale à l’unité,

{ } ∑ ∑
= =

==ρ=ρ
n

1r

n

1r
rrr Ptr 1   . (I.138)

I.6.2. Equation d’évolution de l’opérateur densité

D’après Ernst et collaborateurs (p12-13 [14]) l’évolution dans le temps de

l’opérateur densité se déduit de l’équation de Schrödinger (I.41) et (I.43) :

)t(
dt
d ρ 





 ψψ+ψ





 ψ= )t(

dt
d)t()t()t(

dt
d

)t(H)t()t(i)t()t()t(iH ψψ+ψψ−=    , (I.139)

[ ])t(),t(Hi)t(
dt
d ρ−=ρ    . (I.140)

Cette équation différentielle s’appelle l’équation de Liouville-von Neumann ou

plus simplement l’équation d’évolution de l’opérateur densité. Elle a une importance

centrale dans le calcul de la dynamique des systèmes quantiques. On peut remarquer la

similitude entre cette équation et celle de Schrödinger (I.41) mais on ne retrouve pas

cette correspondance avec celle d'Heisenberg (I.54), le commutateur est inversé. De
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plus ici l’opérateur densité est défini par le vecteur d’état (I.130) alors que pour

Heisenberg cet opérateur est indépendant du vecteur d’état. D’après Ernst et

collaborateurs (p72-75 [14]), une solution peut être donnée par,

ρ ρ( ) ( ) ( ) ( )t U t U t= −0 1    , (I.141)

où,

{ }∫ ′′−=
t

0
td)t(HiexpT)t(U !!!    . (I.142)

T!!!  est l’opérateur de Dyson ordonnant le temps, qui définit une méthode pour évaluer

les fonctions exponentielles dans le cas où les hamiltoniens à des temps différents ne

commuteraient pas ( [ ] 0)t(H),t(H ≠′′′ ). La théorie de l’hamitonien moyen permet de

rendre un hamiltonien indépendant du temps. En effet l’évolution d’un système est

gouvernée par un hamiltonien H t( )  dépendant du temps. Peut-on alors déterminer un

hamiltonien moyen capable de décrire l’évolution effective du système dans un

intervalle tc ? Cet hamiltonien devra alors être indépendant du temps dans cet intervalle.

Un développement qui permet d’obtenir cet hamiltonien moyen H  est donné par le

« développement de Magnus ». En utilisant cet hamiltonien moyen indépendant du

temps l’expression de U(t) devient :

( )tHiexp)t(U −=    . (I.143)

On retrouve l’opérateur exponentiel qui correspond ici à l’opérateur d’évolution.

Si on utilise les conventions choisies dans (§. I.6.1) pour 0H , on peut écrire :

)t(LABρ )tiHexp()0()tiHexp( 0LAB0 ρ−=

)tIiexp()0()tIiexp( z0LABz0 ω−ρω=    , (I.144)

où 0H  est l’hamiltonien Zeeman.

I.6.3. Valeurs moyennes d’une observable

Ernst et collaborateurs (p13-14 [14]) indiquent que pour des vecteurs d’état

normalisés, la valeur moyenne A  de l’opérateur associé à une observable arbitraire A

est :

A p t t A tg g g

g
= ∑ ( ) ( ) ( )ψ ψ    . (I.145)
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Or de façon générale, pour un état pur la valeur moyenne de A, à l’instant t, est,

A t A t c t c t r A sr s
sr

= = ∑∑ψ ψ( ) ( ) ( ) ( )*    , (I.146)

d’où pour un mélange statistique d’états,

A ∑∑∑=
r s

g
s

*g
r

g

g sAr)t(c)t(c)t(p    , (I.147)

et d’après (I.133),

A ∑∑ ρ=
r s

sArr)t(s = ∑ s t A s
s

ρ( )

A { }A)t(tr ρ=    . (I.148)

La valeur moyenne d’une observable est évaluée par la trace de la matrice produit de

l’opérateur associé à l’observable et de l’opérateur densité. L’équation (I.148) est liée au

point de vue de Schrödinger. En effet la dépendance du système par rapport au temps

est donnée par l’opérateur densité (lié aux vecteurs d’état) tandis que l’opérateur A est

indépendant du temps. D’après Ernst et collaborateurs (p13 [14]) il est possible de

rendre l’observable A dépendant du temps et de retrouver le point de vue

d’Heisenberg. En utilisant l’équation (I.141) et le fait qu’une permutation circulaire

dans la trace n’affecte pas le résultat, on a,

A { }A)t(tr ρ= { }A)t(U)0()t(Utr 1−ρ=

{ })t(AU)t(U)0(tr 1−ρ= { })t(A)0(tr ρ=    , (I.149)

où l’opérateur d’Heisenberg A(t) est solution de l’équation (I.56).

I.6.4. Référentiel tournant et représentation d’interaction

I.6.4.a. Référentiel tournant

A partir de Slichter (p165-169 [12]) on va examiner la transformation que subit

l’équation différentielle de l’opérateur densité lorsque l'on utilise le référentiel tournant.

Prenons le cas où l’hamiltonien total est de la forme (I.123),

)tIiexp(I)tIiexp(I)t(HHH zrxzrrfz010 ω−ωω−ω−=+=    , (I.150)
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où 0H  est lié au champ 0B
"

 et )t(H1  est lié au champ 1B
"

. Dans le référentiel du

laboratoire (ΣLAB), on a (I.140),

[ ]ρ−=ρ ,Hi
dt
d    . (I.151)

En introduisant )tIiexp(R zrω−= , défini par (I.118), dans l'équation ci-dessus on a,

{ })RIRI()RIRI(i
dt
d

x
1

rfz0x
1

rfz0
−− ω−ω−ρ−ρω−ω−−=ρ    . (I.152)

Afin d’éliminer l’opérateur R dans (I.152) on définit une nouvelle variable,
1

R RR −ρ=ρ    ou   RR R
1ρ=ρ −    . (I.153)

On dérive cette nouvelle expression de ρ ,

RIRiR
dt

dRRRIi
dt
d

zR
1

r
R1

R
1

zr ρω−ρ+ρω=ρ −−−    . (I.154)

Après avoir multiplié à gauche par R et à droite par 1R −  les deux membres de l’égalité

obtenue de (I.152) = (I.154), puis en utilisant le fait que R et zI  commutent et enfin en

introduisant les équations (I.153) on obtient,

zRr
R

RzrxRrfzR0RxrfRz0 Ii
dt

dIiIiIiIiIi ρω−ρ+ρω=ρω−ρω−ρω+ρω    ,

(I.155)

soit,

[ ]RR
R ,Hi

dt
d ρ−=ρ    , (I.156)

xrfzr0R II)(H ω−ω−ω−=    . (I.157)

L’opérateur densité est exprimé dans le référentiel tournant (ΣOBS). Les expressions

(I.151) et (I.156) ont la même forme. Comme RH  est indépendant du temps, une

solution de (I.156) est,

)tiHexp()0()tiHexp()t( RRRR ρ−=ρ    . (I.158)

On va généraliser cette démonstration. De (I.151) = (I.154) on a,

HiiHRIRiR
dt

dRRRIi zR
1

r
R1

R
1

zr ρ+ρ−=ρω−ρ+ρω −−−    . (I.159)

Or d’après (I.153),
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HiiHIiR
dt

dRIi zr
R1

zr ρ+ρ−=ρω−ρ+ρω −    , (I.160)

soit,

)IIHH(iR
dt

dR zrzr
R1 ρω−ρω+ρ+ρ−=ρ−    . (I.161)

Si l’on multiplie à gauche par R, à droite par 1R −  et en insérant RR 1− entre ρ  et H,

dt
d Rρ 1

zrzr
11 R)IIRHRRHR(iR −−− ρω−ρω+ρ+ρ−=

)IIRHRRHR(i RzrzRr
1

RR
1 ρω−ρω+ρ+ρ−= −−

[ ]Rzr
1 ,IRHRi ρω+−= −

[ ]RR ,Hi ρ−=    , (I.162)

avec,

11
zr

1
R R

t
RiRHRIRHRH −−− 







∂
∂+=ω+=    . (I.163)

Cette transformation de similitude, appliquée à l'hamiltonien H, laisse l'équation du

mouvement de l'opérateur densité sous la même forme avec ρ et H remplacés par Rρ  et

RH .

I.6.4.b. Représentation d’interaction

Toujours à partir de Slichter (p163-164 [12]) on applique la représentation

d’interaction au cas de l’opérateur densité. On se place dans le cas où,

)tIiexp(I)tIiexp(I)t(HHH zrxzrrfz010 ω−ωω−ω−=+=    . (I.164)

L’équation (I.140) de l’opérateur densité devient,

[ ]ρ+−=ρ ),t(HHi
dt
d

10    , (I.165)

si 0)t(H1 ≈ , une solution de (I.165) est,

)tiHexp()0()tiHexp()t( 00 ρ−=ρ    . (I.166)
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On définit alors une quantité ρ~  liée à la représentation d’interaction (§. I.2.3.),

telle que,

)tiHexp()t(~)tiHexp()t( 00 ρ−=ρ    , (I.167)

soit,

)tiHexp()t()tiHexp()t(~
00 −ρ=ρ    . (I.168)

Si l’on dérive la nouvelle expression de )t(ρ  dans (I.167),

[ ] )tiHexp(
dt

~d)tiHexp(H,i
dt
d

000 




 ρ−+ρ=ρ    . (I.169)

En reliant cette dernière équation à (I.165),

[ ] [ ] [ ])t(H,iH,i)tiHexp(
dt

~d)tiHexp(H,i 10000 ρ+ρ=




 ρ−+ρ    , (I.170)

après simplification par [ ]0H,i ρ  et multiplication à droite de chaque terme par

)tiHexp( 0−  et à gauche de chaque terme par )tiHexp( 0 , on obtient,

[ ]ρ−=ρ ~,H~i
dt

~d )1(    , (I.171)

)tIiexp()t(H)tIiexp()tiHexp()t(H)tiHexp(H~ z01z0010
)1( ωω−=−=    .

(I.172)

On remarque alors que ρ~  ne dépend plus explicitement de )t(H1  mais la dépendance

temporelle est gouvernée par )1(H~ . Une solution de (I.171) est du type,

)tH~iexp()0()tH~iexp()t(~ )1()1( ρ−=ρ    . (I.173)

Si le système possède d’autres interactions, on procède de la même façon pour se

retrouver dans le référentiel adéquat. On remarque qu’à la résonance ( 0r ω=ω ) se

placer dans le référentiel tournant revient à une représentation d’interaction. En effet de

(I.153) et (I.168) on déduit,

)t()tIiexp()t()tIiexp()t(~
Rz0z0 ρ=ωρω−=ρ    , (I.174)

ainsi que des équations (I.157) et (I.172),
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)1(
xrf

)1(
R H~IH =ω−=    . (I.175)

I.6.4.c. Opérateur densité à l'équilibre thermodynamique

On commence par introduire l’aimantation nucléaire à l’équilibre

thermodynamique (Abragam p2 [15]). L’aimantation nucléaire résulte de la polarisation

de tous les spins de l’échantillon en présence d’un champ statique 0B
"

. Il convient donc

d’appliquer un traitement statistique à cet ensemble de systèmes. Les différentes

orientations des spins par rapport au champ, décrites par différentes valeurs du nombre

quantique magnétique m du spin quantifié le long du champ, correspondent à des

énergies magnétiques différentes mE . D’après la loi fondamentale de Boltzmann de la

mécanique statistique, les populations mP  des niveaux d’énergie sont proportionnelles

à,

( ) ( )kTmBexpkTEexp 0m #γ=−    , (I.176)

où k est la constante de Boltzmann ( 123 K.J103806,1k −−= x ) et T la température absolue.

L’aimantation nucléaire résultante d’un échantillon contenant N spins sera,

( )

( )∑

∑

−=

−=

γ

γ
γ= I

Im
0

0

I

Im
0

kTmBexp

kTmBexpm
NM

#

#

#    . (I.177)

Une évaluation numérique de l’argument de l’exponentielle permet de justifier

l’approximation,

( ) ( )kTmB1kTmBexp 00 ## γ+=γ    , (I.178)

pour les températures usuelles (hypothèse dite de « hautes températures »). On en déduit

une nouvelle expression 0M ,

00
0

22

I

Im

2

0
22

0 B
kT3

)1I(IBN
1I2

m

kT
BN

M χ=
+γ

=
+

γ
=

∑
−= ##

   , (I.179)
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où 0χ  est la susceptibilité nucléaire statique. La proportionnalité de 0χ  à T1  constitue

la loi de Curie(x). A l’équilibre thermodynamique :

)kT/Hexp(
Z
1)0( 0−=ρ )kT/IBexp(

1I2
1

z0#γ
+

=    . (I.180)

De (I.153), on obtient,

)0(Rρ )0()tIiexp()kT/IBexp()tIiexp(
1I2

1
zrz0zr ρ=ωγω−

+
= #    .

(I.181)

L’approximation des hautes températures donne,

...)
kT

IB
1(

1I2
1)0( z0

R +
γ

+
+

=ρ
#

   . (I.182)

Puisque à t = 0 l’aimantation nucléaire se trouve le long de l’axe z, on a avant

l’impulsion,

kT)1I2/(IB)0( z0R +γ=ρ #    , (I.183)

le premier terme du développement en série ne donnant pas de contribution au signal.

I.6.4.d. Aimantation nucléaire à la résonance après une impulsion +X

Nous allons utiliser la matrice densité pour décrire l'évolution d'un système de

spins 1/2 excités par une impulsion +X d’angle 2π . L’aimantation nucléaire se trouve

alors selon l’axe y. L’opérateur associé à la composante de l’aimantation nucléaire selon

l’axe y est donné par yy IM #γ= (y) (Slichter p172 [12]), nous avons, de (I.148),

)t(M y { }yR I)t(tr #γρ=    . (I.184)

                                                
(x) Dans la suite du texte pour simplifier les notations, nous utiliserons parfois les approximations

suivantes, yy IM =  et zR I)0( =ρ , alors nous obtiendrons une aimantation nucléaire 0I  tel que,

0
0

220 M
BN
kT)1I2(I

#γ
+

=    .

(y) Afin de retrouver la loi de Curie nous introduisons à nouveau #  dans les équations.
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En utilisant les équations (I.157), (I.158) et le tableau A.1.1, l’équation (I.184)

devient à la résonance ( 0r ω=ω ) :

)t(M y { }yR I)t(tr #γρ=

{ }yxrfRxrf I)tIiexp()0()tIiexp(tr #γω−ρω=









γω−
+

γ
ω= yxrf

z0
xrf I)tIiexp(

kT)1I2(
IB

)tIiexp(tr #
#









γω−ω
+

γ
= yxrfzxrf

0 I)tIiexp(I)tIiexp(
kT)1I2(

B
tr #

#

( )








ω+ω
+

γ
= yrfzrfy

0
22

ItcosItsinI
kT)1I2(

B
tr

#

{ } { }( )tcosIItrtsinItr
kT)1I2(

B
rfyzrf

2
y

0
22

ω+ω
+

γ
=

#
   . (I.185)

Or d’après Goldman (p76 [1]),

{ } { } { } { } )1I2)(1I(I
3
1ItrItrItret0IItr 2

z
2
y

2
xyz ++====    , (I.186)

donc

tsin)1I(I
kT3

B
)t(M rf

0
22

y ω+
γ

=
#

   . (I.187)

Si )2(t rfωπ= , alors,

)1I(I
kT3

B
)t(M 0

22

y +
γ

=
#

   , (I.188)

on retrouve ici une loi de Curie (I.179).

I.6.4.e. Aimantation nucléaire hors-résonance après une impulsion +X

A partir de Gerstein et Dybowski [9] on généralise cet exemple. Pour simplifier

les équations on considère, pour une impulsion quelconque +k, que l’amplitude du

signal est donnée par une relation du type,

)I(trI gRg ρ=    , (I.189)

on va montrer, à partir du référentiel tournant, comment évaluer les différentes traces.

Dans le référentiel tournant on a les relations (I.157) et (I.158),
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xrfzxrfzr0R IIII)(H ω−δω−=ω−ω−ω−=    , (I.190)

)tiHexp()0()tiHexp()t( RRRR ρ−=ρ    . (I.191)

On peut alors considérer que RH  est le couplage des spins avec le champ effectif,

ikB rfeff

"""
ω+δω=    , (I.192)

(Fig. I.9). Le champ effB
"

 se trouve le long de l’axe incliné z′  obtenue par rotation

passive positive de l'axe OBSz"  d’un angle θ  par rapport à l’axe OBSy" . L’opérateur

rotation lié à cette rotation passive positive est donné par l’équation (III.52),

)Iiexp(U yθ=    . (I.193)

OBSy"

1B
"

OBSx"

effB
"

OBSz"

γ
ω− r

0B
""

θ

z′

Fig. I.9 : Champ magnétique effectif effB
"

(à la résonance : 0r B
"" γω = ).

On détermine l’hamiltonien lié à ce référentiel incliné en se servant du tableau A.1.1,
)2(

RH )Iiexp(H)Iiexp( yRy θ−θ=

)Iiexp()II)(Iiexp( yxrfzy θ−ω−δω−θ=

{ })sinIcosI()sinIcosI( zxrfxz θ+θω+θ−θδω−=

{ })sincos(I)sincos(I rfzrfx θω+θδω+θδω−θω−=    . (I.194)

A l’équation (I.191) on remarque l’on a besoin de connaître l’exponentiel de

l’hamiltonien )2(
RH . La représentation matricielle de cet hamiltonien n’est pas diagonale.

Or mathématiquement il n’est pas possible de déterminer l’exponentiel d’une matrice

non diagonale. Pour obtenir )2(
RH  sous forme diagonale, il faut annuler la composante

xI  pour ne plus avoir que zI ,

0sincosrf =θδω−θω    , (I.195)
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qui donne comme solution,













ω

δω=
δω+ω

δω=θ

ω

ω=
δω+ω

ω=θ

⇒
δω
ω=θ

2
e

22
rf

2
e

rf

22
rf

rf

rf

cos

sin

tg    . (I.196)

22
rfe δω+ω=ω    . (I.197)

Si l’on introduit ces deux solutions dans )2(
RH , on obtient,

)2(
RH zez2

e

2
e II ω−=

ω

ω
−=    . (I.198)

Pour continuer le calcul nous pouvons procéder de deux façons :

(1) Nous pouvons considérer que )0(Rρ  n’est pas définie a priori et nous calculons

chaque composante de la réponse du système de spins après une impulsion

radiofréquence. Nous retrouvons ici le point de vue d’Heisenberg (I.149).

Pour une impulsion +X de durée pt , l’amplitude du signal selon l’axe y est

donnée par,

)t(I py { }ypR I)t(tr ρ=













ρ= θθ−θ−θ−
y

IitiH

a
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IitiHIi Ieee)0(eeetr yp
)2(
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tiHIi
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IitiHIi Ieee)0(eeetr yp
)2(

Ryyp
)2(
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$$$$$ %$$$$$ &'













ρ= θθ−θ−θ−
y

c

IitiHIi
R

IitiHIi Ieee)0(eeetr yp
)2(

Ryyp
)2(

Ry

$$$$$$ %$$$$$$ &'
   . (I.199)

Cette équation correspond à trois calculs successifs,

(a) nous passons du référentiel tournant au référentiel incliné,

(b) nous calculons la matrice densité dans le référentiel incliné,

(c) nous repassons du référentiel incliné au référentiel tournant.
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Nous allons utiliser une propriété de la trace d’un produit de matrices : la permutation

circulaire des matrices n’affecte pas la trace,

{ } { } ...CABtrABCtr ==    . (I.200)

De cette propriété et des résultats obtenus dans le tableau I.2, nous obtenons,

)t(I py







θ−θ−θ= )Iiexp()tiHexp(

I

)Iiexp(I)Iiexp(tr yp
)2(

R

y

yyy $$$$ %$$$$ &'

})tiHexp()Iiexp()0( p
)2(

RyR θ−ρ×

{ })Iiexp()0()Iiexp()tIiexp(I)tIiexp(tr yRypzeypze θ−ρθωω−=

( ){ })Iiexp()0()Iiexp(tcosItsinItr yRypeypex θ−ρθω+ω−=

( ){ })0()Iiexp(tcosItsinI)Iiexp(tr Rypeypexy ρθω+ω−θ−=

( ){ peypezpex tcosItsinsinItsincosItr ω+ωθ+ωθ−= })0(Rρ

pezpex tsinsin)0(Itsincos)0(I ωθ+ωθ−=

pey tcos)0(I ω+    . (I.201)

A partir d’ici on impose la valeur initiale )0(Rρ . Si, à t = 0, l’aimantation nucléaire se

trouve le long de l’axe z on peut écrire, pour simplifier, que zR I)0( =ρ ,

pe0py tsinsinI)t(I ωθ=    . (I.202)

Si nous ne prenons pas les formes simplifiées de l'amplitude du signal (I.189) et de la

valeur initiale de l'opérateur )0(Rρ , alors l'expression de 0I  correspond à la loi de Curie

(I.188).

Considérons maintenant la composante de l’aimantation nucléaire suivant l’axe

x. Il suffit de résoudre, de la même façon que pour yI , l’équation suivante,

)t(I px { )0()Iiexp()tiHexp()Iiexp(tr Ryp
)2(

Ry ρθ−θ−=

}xyp
)2(

Ry I)Iiexp()tiHexp()Iiexp( θθ−×

θω+θ+ωθ= costsin)0(I)sintcos(cos)0(I pey
2

pe
2

x

θθω−+ cossin)tcos1()0(I pez    . (I.203)

Avec la valeur initiale zR I)0( =ρ , nous obtenons,
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)t(I px θθω−= cossin)tcos1(I pe0    . (I.204)

De même, considérons la composante de l’aimantation selon l’axe z , à nouveau

il suffit de résoudre l’équation suivante,

)t(I pz { )0()Iiexp()tiHexp()Iiexp(tr Ryp
)2(

Ry ρθ−θ−=

}zyp
)2(

Ry I)Iiexp()tiHexp()Iiexp( θθ−×

θθ+ω−= sincos)1tcos()0(I pex

)costcos(sin)0(Isintsin)0(I 2
pe

2
zpey θ+ωθ+θω−    .

(I.205)

Avec la valeur initiale zR I)0( =ρ ,

)t(I pz )costcos(sinI 2
pe

2
0 θ+ωθ=    . (I.206)

(2) La deuxième manière de considérer le système est de fixer )0(Rρ  et de calculer de

façon générale la réponse des spins après une impulsion radiofréquence. Nous

retrouvons ici le point de vue de Schrödinger (I.148). Fixons dès le départ la valeur de

zR I)0( =ρ .

Pour une impulsion +x, la matrice densité est,

)t( pRρ zyp
)2(

Ry I)Iiexp()tiHexp()Iiexp( θ−θ−=

)Iiexp()tiHexp()Iiexp( yp
)2(

Ry θθ−×    . (I.207)

Dans ce cas on n’a pas besoin d’utiliser la propriété de la trace (I.200). En utilisant les

tableaux I.2 et A.I.1, nous avons,

)t( pRρ

)sinIcosI)(Itiexp()Iiexp( xzzpey θ−θωθ−= )Iiexp()Itiexp( yzpe θω−

)sintsinIsintcosIcosI)(Iiexp( peypexzy θω+θω−θθ−= )Iiexp( yθ

θω+θθωθ−= sintsinIcossin)tcoscos1(I peypex

)cossint(cosI 22
pez θ+θω+    . (I.208)
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Fig. I.10 : Figure du haut : pour une impulsion +x, variation de l’intensité du signal en fonction de
l’offset (δω)  pour les composantes de l’aimantation nucléaire selon les axes x, y et z pour 2t( prf πω =
et kHz502rf =πω ). On remarque que la composante zM est toujours positive quel que soit l’offset et
que cette composante tend vers 1 lorsque l’offset devient très grand. C’est une fonction paire. Les
composantes zM  et xM  sont nulles quand l’offset est nul (à la résonance). Pour un offset positif la
composante xM  est toujours positive alors que pour un offset négatif elle est toujours négative (en
passant par des valeurs nulles dans les deux cas). C’est une fonction impaire. La composante yM  est
maximum quand l’offset est nul (à la résonance). Puis cette composante oscille entre valeurs positives,
nulles et négatives pour tendre vers zéro quand l’offset devient grand. C’est une fonction paire. Figure
du bas : on remarque que cette fonction est symétrique par rapport à l’axe yM suivant que l’offset est
positif ou négatif. Cette courbe indique que pour un offset équivalent ou supérieur à rf3ω± , le signal
devient très rapidement petit.
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Alors les trois composantes de l’aimantation sont :

)t(I px { } θθω−=ρ= cossin)tcos1(II)t(tr pe0xpR    , (I.209)

{ } pe0ypRpy tsinsinII)t(tr)t(I ωθ=ρ=    , (I.210)

)t(I pz { } )costcos(sinII)t(tr 2
pe

2
0zpR θ+ωθ=ρ=    . (I.211)

Nous retrouvons respectivement les relations (I.204), (I.202) et (I.206).

Les effets de l’offset δω sur l’intensité du signal sont représentés et discutés à la

figure I.10. Ainsi, il est possible de diminuer l’intensité d'un signal gênant en le mettant

hors résonance.

A la résonance, 1sinet0cos,rfe =φ=φω=ω , nous obtenons,

prf0pzpxprf0py tcosI)t(I;0)t(I;tsinI)t(I ω==ω=    , (I.212)

et pour 2t prf π=ω , les équations ci-dessus deviennent,

0)t(I;I)t(I;0)t(I pz0pypx ===    . (I.213)

Pour un spin 1/2, nous retrouvons pour )t(I py  les expressions obtenues en (I.122) et

(I.188). Comme nous l’avons déjà remarqué plus haut, 0I  correspond à la loi de Curie

simplifiée.
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I.7. Echo de spins

D’après Slichter (p39-43 [12]), la découverte de l’écho de spins en RMN par

Hahn a permis de développer les séquences d’impulsions.

I.7.1. Prédiction de l'écho de spins avec le modèle vectoriel

Soit un système de spins initialement à l’équilibre thermique. L’aimantation

nucléaire M
"

 résultant de la polarisation de tous les spins de l’échantillon est colinéaire

au champ magnétique statique 0B
"

 selon l’axe z (Fig. I.11.a). Il existe une distribution

du champ magnétique statique sur l’échantillon et la valeur moyenne du champ

magnétique est 0B
"

. Négligeons les effets de 1T .

Soit un champ magnétique radiofréquence 1B
"

 de vitesse angulaire

00r Bγ=ω=ω  à t = 0. On suppose que le champ 1B
"

 est suffisamment fort pour que la

durée d'impulsion soit négligeable devant la durée de la précession libre. Avec une

impulsion +X d’angle mathématique 2π−  ou 2π  en RMN, l’aimantation nucléaire

M
"

 se retrouve le long de l’axe y (Fig. I.11.b). Si le champ 0B  était homogène,

l’aimantation nucléaire de chaque portion de l’échantillon resterait orienté selon l’axe y.

Mais l’existence de 0Bδ  impose une distribution de fréquences de précession.

Pendant l’intervalle de temps τ , l’aimantation Mδ , liée à une petite portion de

l’échantillon, reste dans le plan (x, y) puisque l’on néglige 1T . Mais à la fin de τ , la

direction de Mδ  sera en avance par rapport à la direction +y d’un angle (Fig. I.11.c),

0Bγτδ=θ    . (I.214)

Comme 0Bδ  peut être négatif ou positif l’avance peut être négative ou positive.

A τ=t , on applique une seconde impulsion +X d’angle mathématique π−  ou π

en RMN (Fig. I.11.d). Alors la direction de Mδ  devient en retard par rapport à la

direction –y d’un même angle θ .

Au temps τ= 2t , tous les spins sont en phases. On a reconstruit l’aimantation

nucléaire M
"

 (Fig. I.11.e). On note que la forme du signal à τ= 2t  est identique à la
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décroissance obtenue après l’impulsion initiale (Fig. I.11). La croissance du signal

d’écho juste avant τ= 2t  est le miroir dans le temps de la décroissance après τ= 2t .

I.7.2. Prédiction de l'écho de spins avec l’opérateur densité

On va dériver l'écho d'un groupe de spins sans interaction (Slichter p169-

173 [12]), mais se trouvant dans un champ 0B
"

 inhomogène, avec la séquence

d’impulsions notée mathématiquement ),2( π−π−  ou ),2( ππ  en RMN (Fig. I.11).

Pour cela, on se place dans le référentiel tournant (§. I.6.4) et on utilise les équations

(I.156) et (I.157),

[ ]RR
R ,Hi

dt
d ρ−=ρ    , (I.215)

xrfzeR IIH ω−ω−=    , (I.216)

pour décrire l'évolution du système de spins. Durant les deux impulsions, l’hamiltonien

donné par (I.216) peut être simplifié, si erf ω>>ω ,

xrf
)1(

RR IHH ω−==    . (I.217)

Le système de spins est à l’équilibre thermique, la matrice densité est

kT
IB

1I2
1)0( z0

R
#γ

+
=ρ    . (I.218)

A t = 0, on applique la première impulsion X d'angle mathématique 2π− .

De l’équation (I.158), on tire,

)tiHexp()0()tiHexp()t( 1
)1(

RR1
)1(

R1R ρ−=ρ (I.219)

)Itiexp()0()Itiexp( x1rfRx1rf ω−ρω=

)I
2

iexp()0()I
2

iexp( xRx
π−ρπ=    . (I.220)

Dans l’intervalle τ , on a,

)Iiexp()t()Iiexp()t,( ze1Rze1R τω−ρτω=τρ    . (I.221)

Pendant la seconde impulsion X d'angle mathématique π− , on a,

)Iiexp()t,()Iiexp()t,,t( x1Rx13R π−τρπ=τρ    . (I.222)
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Fig. I.11 : La précession libre est positive puisque l’impulsion X bascule l’aimantation sur l’axe +y où
se trouve le récepteur. Par contre, l’écho est négatif car il se retrouve en –y. La forme du signal d’écho
juste avant τ2t =  est le miroir dans le temps de celle après τ2t = .



CHAPITRE I : Dynamique quantique d’un système de spins
60

Enfin,

{ } { }ze13Rze13R I)t(iexp)t,,t(I)t(iexp)t,,t,t( τ−ω−τρτ−ω=τρ    .

(I.223)

On multiplie à droite et à gauche par ( ) ( ) 1IiexpIiexp xx =π−π  le membre de droite de

l’égalité (I.223),

)t,,t,t( 13R τρ = ( ) ( )xx IiexpIiexp π−π

{ } ( ) ( )zexze IiexpIiexpI)t(iexp τωπτ−ω×

( )zexRx IiexpI
2

iexp)0(I
2

iexp τω−


 π−ρ


 π×

( ) { }zex I)t(iexpIiexp τ−ω−π−×

( ) ( )xx IiexpIiexp π−π×    . (I.224)

En utilisant le tableau A.1.1 (Annexe), on obtient,

yxzx II
2

iexpII
2

iexp =




 π−





 π    . (I.225)

De cette relation ainsi que celle démontrée en Annexe (A.3), on a,

( ) { } ( )xzex IiexpI)t(iexpIiexp πτ−ωπ−

( ) ( ){ }xezx Iiexp)t(iIIiexpexp πτ−ωπ−=

{ }ze I)t(iexp τ−ω−=    . (I.226)

En introduisant la relation (I.226) dans )t,,t,t( 13R τρ , on obtient,

)t,,t,t( 13R τρ ( ) { } ( )zezex IiexpI)t(iexpIiexp τωτ−ω−π=

( )zey IiexpI τω−× { } ( )xze IiexpI)t(iexp π−τ−ω    . (I.227)

Alors quand τ= 2t , )t,,t,t( 13R τρ  devient,

)2(R τρ ( ) ( )xyx IiexpIIiexp π−π= = yI−    , (I.228)

)2(R τρ  est indépendant de eω . Par conséquent on observe l’écho. De plus, )2(R τρ  est

la même que si on avait appliqué une simple impulsion mathématique 2π  ou 2π− en

RMN.

Calculons le signal au sommet de l’écho. Des équations (I.184) et (I.228)

déterminons les valeurs de )2(M x τ  et )2(M y τ ,
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)2(Mi)2(M yx τ+τ { })2()iII(tr Ryx τρ+γ= #

{ })I)(iII(tr
kT

B
)1I2(

N
yyx

0
22

−+
γ

+
=

#
   . (I.229)

Or,

( ) ( ) 3/)1I(I)1I2(IItret0IItr yyyx ++==    , (I.230)

on obtient,

)2(Mi)2(M yx τ+τ 000
22 BiiB

kT3
)1I(NI χ−=γ+−= #    . (I.231)

La présence de – i à τ= 2t  indique que la composante de l’aimantation selon l’axe x est

nul, que l’amplitude est la même que l’aimantation à l’équilibre thermique 00Bχ  et

qu’elle se trouve dans la direction – y. Sur la figure I.11.e, on remarque que l’écho est

négatif (le récepteur se trouve en +y, l’écho se forme en –y).
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CHAPITRE II :
Traitements classiques des rotations

Dans le chapitre I du tome I, pour simplifier nos calculs nous serons amenés à

écrire l’hamiltonien HQ lié à l’interaction quadrupolaire, sous forme de tenseur

sphérique irréductible, lors du passage du référentiel du système d’axes principaux du

gradient de champ électrique (ΣPAS) au référentiel tournant (ΣOBS). Puisque le

changement de référentiel peut être considéré comme une rotation et que nous sommes

en présence de tenseurs sphériques irréductibles, nous utiliserons comme outil

mathématique : la matrice rotation de Wigner. Afin de faciliter la compréhension du

traitement quantique de la rotation des tenseurs, ainsi que la théorie permettant d’obtenir

cette matrice rotation de Wigner (chapitre III), nous allons commencer par étudier

d’une façon classique la rotation. Il est reconnu qu’un phénomène physique reste

indépendant du référentiel choisi, mais le traitement mathématique peut varier selon les

conventions.

Nous commencerons par voir l’importance, lorsque nous effectuons un calcul, de

bien définir les conventions utilisées. Il existe pour les rotations quatre conventions

principales (§. II.1) :

(1) la rotation main droite et la rotation main gauche. Convention qui impose le sens de

rotation ;

(2) matrice à une ligne (matrice-ligne) et matrice à une colonne (matrice-colonne).

Convention associée au choix du type de représentation matricielle pour les

coordonnées des objets et les vecteurs de base (vecteur-ligne et vecteur-colonne) ;

(3) référentiel fixe et référentiel mobile. Convention qui définit les référentiels lors du

passage du référentiel fixe au référentiel mobile ;

(4) rotation passive et rotation active. Convention qui détermine si l’on fait tourner

l’objet ou le référentiel.

Les rotations en mécanique classique agissent sur les vecteurs de base et sur les

vecteurs représentant des objets. Elles interviennent plus particulièrement sur les

coordonnées de ces vecteurs. Nous allons donc nous intéresser à l’action des rotations

aux angles d’Euler sur ces outils mathématiques. Nous nous intéresserons à la rotation
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positive aux angles d’Euler ),,( γβα  des vecteurs de base. En partant de vecteurs de

base exprimés en matrices-lignes ou matrices-colonnes, nous obtiendrons alors deux

types de matrice de passage (respectivement ),,(A γβα  et ),,(P αβγ ) (§. II.2).

Nous utiliserons ces deux matrices dans le cas du changement de coordonnées

d’un objet par rotation aux angles d’Euler. Nous montrerons alors que la matrice

),,(A γβα  est associée à une rotation active positive et que la matrice ),,(P αβγ  est

associée à une rotation passive positive (§. II.3). Nous donnerons en annexe A.2 la

définition mathématique de la matrice de passage et nous la comparerons avec nos deux

matrices ),,(A γβα  et ),,(P αβγ .

Dans un premier temps, nous étudierons une application directe de ces matrices

en RMN, en nous intéressant au cas d’une impulsion +X (§. II.4). Puis dans un

deuxième temps, nous verrons la place de ces matrices dans la transformation d’un

tenseur cartésien d’ordre 2 (§. II.5). Pour finir, nous déterminerons les analogies entre

matrice de passage et matrice des vecteurs propres. En effet la relation décrivant un

changement de système de coordonnées est du même type que celle reliant une matrice

avec sa matrice des valeurs propres (§. II.6).

Ce chapitre nous montre qu’il existe des relations entre les différentes façons

d’étudier les rotations (active, passive…) ainsi qu’entre les matrices liées à ces

rotations. Nous verrons dans le chapitre suivant qu’il existe des relations similaires pour

les rotations traitées de façon quantique.

Nous ne traiterons pas les matrices rotations par rapport aux axes fixes.
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II.1. Choix des conventions utilisées

Avant d’appliquer une rotation à un référentiel ou à un objet, il est important de

bien préciser les conventions utilisées et de différencier pour un référentiel donné les

vecteurs orthonormés )z,y,x( !!! , les axes )z,y,x(  ainsi que les coordonnées d’un objet

)(X zy,x,
!

. De plus, ce que l’on connaît a priori en RMN, c’est l’état du système dans

le référentiel du système d’axes principaux (ΣPAS) (§. I.1, tome I). Mais pour obtenir les

données relatives à cet état, on doit passer dans le référentiel du laboratoire (ΣLAB) ou

plus précisément dans le référentiel tournant (ΣOBS), où l’on détecte un signal (§. I.5). Or

suivant les conventions prises et cela bien que le phénomène physique soit identique, les

outils mathématiques utilisés seront différents (il est évident qu’un phénomène physique

reste indépendant du référentiel choisi).

Il est nécessaire d’indiquer au moins quatre conventions principales :

(1) rotation main droite et rotation main gauche,

(2) matrice-ligne et matrice-colonne, vecteur-ligne et vecteur-colonne,

(3) référentiel fixe et référentiel mobile,

(4) rotation passive et rotation active.

Avant de détailler ces quatre conventions, on rappelle que mathématiquement le

passage d’un référentiel (Σa) à un référentiel (Σb) est décrit par une matrice carrée de

passage R (ou matrice rotation) de la façon suivante :

(Coordonnées du vecteur dans (ΣΣΣΣa)) = R ××××  (Coordonnées du vecteur dans (ΣΣΣΣb))   ,

pour des coordonnées sous forme de matrice-colonne ou encore,

(Coordonnées du vecteur dans (ΣΣΣΣa)) = (Coordonnées du vecteur dans (ΣΣΣΣb)) ××××  R−−−−1   ,

pour des coordonnées sous forme de matrice-ligne(z).

Pour expliciter les trois premières conventions, on utilisera l’exemple simple

d’un vecteur PAS)0,1(u!  de coordonnées (1, 0) se trouvant dans le référentiel du système

d’axes principaux (ΣPAS) et on l’exprimera dans (ΣOBS), déduit de (ΣPAS) par une rotation

d'angle de 2/π±  autour de z!  ( 2π+  pour la figure II.1 et 2π−  pour la figure II.2).

                                                
(z) On verra au paragraphe A.2 (Annexe) la définition précise d’une matrice de passage en mathématique

et les raisons pour lesquelles on introduit deux types de matrices de passage liées aux choix de matrice-

ligne ou de matrice-colonne.
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Par souci de simplification on ne s’occupera pas des coordonnées selon l’axe z

commun.

PAS)0,1(u!Z
!

OBSy!

PASY
!

OBSx!

2
π

PASX
!

Z
!

OBSy!

PASY
!

OBSx!

PASX
!

2
π−PAS)0,1(u!

Fig. II.1 : Position du vecteur PAS)0,1(u!  lié au
référentiel fixe (Σ PAS) dans le repère mobile
(Σ OBS).

Fig. II.2 : Position du vecteur PAS)0,1(u!  lié au
référentiel mobile (Σ PAS) dans le repère fixe
(Σ OBS).

II.1.1. Rotation main droite et rotation main gauche

On doit dans un premier temps préciser le sens de rotation :

(1) main droite (on place le pouce de la main droite dans la même direction et dans le

même sens que l’axe de rotation, le sens positif de rotation est alors donné par les doigts

restants, Fig. II.3).

(2) ou main gauche (on place le pouce de la main gauche dans la même direction et

dans le même sens que l’axe de rotation, le sens positif de rotation est donné par les

doigts restants).

Il est inutile de rentrer dans les détails pour s’apercevoir que la convention main

droite et la convention main gauche ne donnent pas le même résultat. En effet, puisque

les angles seront de signe contraire, les matrices de passage de (ΣPAS) à (ΣOBS) ne seront

pas identiques ainsi que les coordonnées de !u  dans (ΣOBS).

Par la suite nous prendrons toujours la convention main droite. Nous ne

préciserons alors que si la rotation est positive ou négative selon la convention main

droite. En RMN, on utilise souvent la convention main gauche pour décrire la rotation

du vecteur aimantation autour d'un champ magnétique de radio-fréquence (Gerstein et

Dybowski p3, 70-71 [1], ainsi que Günther p220-223 [2]).
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ROTATION
POSITIVE

Fig. II.3 : Convention main droite : si l’on place le pouce de la main droite dans la même direction et
dans le même sens que l’axe de rotation, alors le sens positif de rotation est donné par les doigts restants
(Schmidt-Rohr et Spiess p445 [3]).

II.1.2. Matrice-ligne et matrice-colonne

On doit ensuite préciser si les coordonnées d’un vecteur sont représentées par des

matrices-colonnes ou des matrices-lignes. En général les coordonnées d’un objet sont

représentées par des matrices-colonnes. Le fait de prendre une matrice-colonne ou une

matrice-ligne donnera comme précédemment une matrice de passage différente(aa)

(l’une sera la transposée de l’autre) (Fig. II.1) :

( ) ( ) 




 −
=−











−

=





− 01

10
0110et

0
1

01
10

1
0

PASOBS
PASOBS

   . (II.1)

De plus, comme on l’a précisé au début du paragraphe II.1, l’ordre des matrices n’est

pas le même. La multiplication d’une matrice de passage R par une matrice-colonne B

                                                
(aa) Mathématiquement, la première matrice est la matrice de passage de (ΣPAS) à (ΣOBS) et la seconde est

la transposée de cette matrice ou encore la matrice de passage de (ΣOBS) à (ΣPAS) (cf. §. A.2, Annexe).



CHAPITRE II : Traitements classiques des rotations
68

sera notée C = RB, avec ∑=
k

kjkj BRC , alors que la multiplication d’une matrice de

passage R par une matrice-ligne B sera notée C = BR−1, avec ( )∑ −=
k

kj
1

kj RBC . Par la

suite nous prendrons toujours des matrices-colonnes pour représenter les

coordonnées d’un objet.

II.1.3. Référentiel fixe et référentiel mobile

Il est important de distinguer le référentiel fixe et le référentiel mobile. C’est-à-

dire de quel référentiel (Σa) à quel référentiel (Σb) on passe et cela en ne perdant pas de

vue qu’en RMN, le système est connu dans (ΣPAS) et que l’on veut le décrire dans

(ΣOBS).

On connaît les coordonnées de !u  dans (ΣPAS), ce que l’on veut c’est les exprimer

dans (ΣOBS). Dans la figure II.1, le référentiel fixe est (ΣΣΣΣPAS) et le référentiel mobile

est (ΣΣΣΣOBS), c’est-à-dire que l’on passe de (ΣPAS) à (ΣOBS) par une rotation positive d’un

angle 2/π  autour de z! . Les coordonnées de !u  dans (ΣOBS) sont obtenues par la relation

matricielle suivante :

0
1

0 1
1 0

1
0−






 = −















OBS PAS

   . (II.2)

Maintenant dans le cas de la figure II.2, le référentiel fixe est (ΣΣΣΣOBS) et le

référentiel mobile est (ΣΣΣΣPAS). On passe de (ΣPAS) à (ΣOBS) par une rotation négative

d’un angle 2/π−  autour de z! . Cette fois, les coordonnées de !u  dans (ΣOBS) sont

obtenues par la relation matricielle suivante :

PASOBS 0
1

01
10

1
0












 −
=





   . (II.3)

On remarque que la matrice carrée dans (II.2) est la transposée de celle dans (II.3), de

plus les coordonnées de u!  dans (ΣOBS) sont différentes(bb), voir (II.2) et (II.3).

                                                
(bb)  Généralement, les termes utilisés pour ce changement de référentiel sont : on met le référentiel fixe en

coïncidence avec le référentiel mobile (Haeberlen p11 [4]). Pour nous (ΣOBS) sera mobile et (ΣPAS) sera

fixe.
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II.1.4. Rotation passive et rotation active autour d’un seul axe

Pour finir, on doit indiquer si c’est le référentiel qui tourne (rotation passive) ou

si c’est l’objet qui tourne (rotation active). Cette distinction est très importante lorsque

l’on étudie les coordonnées d’un objet. Mais il est inutile de la préciser pour les vecteurs

de base. Pour une rotation passive, une rotation des vecteurs de base correspond

naturellement à une rotation passive. Mais dans le cas d’une rotation active on peut se

placer dans le référentiel lié à l’objet ce qui revient à une rotation active pour les

vecteurs de bases.

II.1.4.a. Rotation active positive

On va étudier la rotation active positive, c’est-à-dire que l’on fait tourner l’objet

et que le référentiel reste fixe (Fig. II.4). On prend le cas d’un objet quelconque de

coordonnées a11 )y,x(  dans le référentiel (Σa). Après une rotation positive de l’objet

d’un angle θ  autour de az! , ces coordonnées sont a)y,x( . Ces deux systèmes de

coordonnées sont reliés par la relation (Goldman p58 [5]) :

iyx + )iyx(e 11
i += θ

)iyx)(sini(cos 11 +θ+θ=

)cosysinx(isinycosx 1111 θ+θ+θ−θ=    . (II.4)

Soit sous forme matricielle :













θθ
θ−θ

=






1

1

y
x

cossin
sincos

y
x

   . (II.5)
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aZ
!

aX
!

θ

aY
!

y

1y

1xx

Fig. II.4 : Rotation active positive d’un angle θ
autour de az!  dans un repère fixe (Σ a).

Il est à noter qu’une rotation active positive d’un angle θ  est identique à une

rotation passive négative d’un angle θ−  autour de az!  (Fig. II.5). En effet dans les

deux cas on obtient la même matrice de passage déterminée précédemment ainsi que les

mêmes coordonnées pour l’objet (II.5).

aZ
!

aX
!

θ

aY
!

y

x

y

aX
!

aZ
!

x

aY
!

θ−

θ−

Fig. II.5 : Rotation active positive (Fig. de gauche) équivaut à une rotation passive négative (Fig. de
droite).

II.1.4.b. Rotation passive positive

Pour la rotation passive positive, on étudiera le cas d’un objet quelconque de

coordonnées a)y,x( dans le référentiel (Σa). Pour la rotation passive positive, c’est le

référentiel qui tourne d’un angle θ , alors que l’objet reste fixe (Fig. II.6). Après rotation

du référentiel (Σa), les coordonnées de l’objet dans le nouveau référentiel (Σb) sont
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b)y,x( ′′ . Pour obtenir ces dernières à partir de a)y,x( , on utilise les propriétés de

l’angle θ , indiquées sur la figure II.7 (Munowitz p254-255 [6]),

11 CAOACOx ′+=′=′    , (II.6)

ECOECOy 22 ′−=′=′    , (II.7)

avec,

111 cosxcosOCOA θ=θ=    , (II.8)

2221 sinysinOCCA θ=θ=′    , (II.9)

332 cosycosOCOE θ=θ=    , (II.10)

4412 sinxsinOCEC θ=θ=′    , (II.11)

4321 θ=θ=θ=θ=θ    . (II.12)

θ

y

x

aY
!

bY
!

bX
!

aX
!

aZ
!bZ

!

x′y′ θ

4θ

2θ

3θ

1θ

1C′

2C

E

A

o 1C

2C′

Fig. II.6 : Rotation passive positive d’un angle θ
autour de az! .

Fig. II.7 : Propriétés de l’angle θ .

Soit,

θ−θ=′
θ+θ=′

sinxcosyy
sinycosxx

   , (II.13)

ou sous forme matricielle,













θθ−
θθ

=





′
′

y
x

cossin
sincos

y
x

   . (II.14)
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On constate que si la rotation est active positive ou passive positive la matrice de

passage n’est pas identique, l’une (II.5) est la transposée de l’autre (II.14).

De même que précédemment, il est à noter qu’une rotation passive positive est

identique à une rotation active négative (la matrice de passage est identique ainsi que

les coordonnées de l’objet) (Fig. II.8).

Pour conclure ce paragraphe, nous pouvons dire qu’il est important, avant tout

changement de référentiel, de bien définir les conventions utilisées. En effet, suivant les

conventions choisies les matrices de passages changent, ainsi que les coordonnées de

l’objet dans le nouveau référentiel. Nous verrons par la suite (§. III.4.2) qu’il en est de

même pour les matrices rotations de Wigner, l’une sera la transposée du complexe

conjugué de l’autre. Les exemples étudiés précédemment étaient simples, mais dans le

cas des angles d’Euler cela se complique puisqu’il y a trois angles de rotation.

aX
!

aZ
!

aY
!

x

y
θ−

y x

θ
aY
!

aX
!

aZ
!bZ

!

bX
!

bY
!

θ

Fig. II.8 : Rotation active négative (Fig. de gauche) équivaut à une rotation passive positive (Fig. de
droite).
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II.2. Rotation positive des vecteurs de base

On désigne le référentiel fixe comme étant le référentiel lié au système d’axes

principaux (ΣPAS) de vecteurs orthonormés )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 dans lequel on connaît le

système physique étudié. Le référentiel mobile étant le référentiel tournant (ΣOBS) de

vecteurs orthonormés )z,y,x( OBSOBSOBS
!!!  où on cherche à connaître le système physique

étudié. Ce choix sera utile lorsque l’on étudiera l’interaction quadrupolaire (chapitre I

du tome I). Pour les vecteurs de base, il est inutile de préciser si c’est une rotation

passive ou active. En effet pour une rotation active on peut se placer dans le référentiel

lié à l’objet ce qui revient à une rotation active pour les vecteurs de bases.

II.2.1. Rotation positive des vecteurs de base sous forme de
vecteurs-colonnes

On commence par utiliser des matrices-colonnes pour les vecteurs de base.

D’après Bouten [7], on peut schématiser cette opération par une matrice ),,(P αβγ

associée aux angles d’Euler qui sont définis sur les figures II.9, II.10 et II.11 :
















αβγ=

















PAS

PAS

PAS

OBS

OBS

OBS

Z
Y
X

),,(P
z
y
x

"

!

!

!

!

!

   . (II.15)

D'abord, on débute par une rotation positive d’angle α autour de PASZ
!

, qui

transforme )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 en )Z,Y,X( PAS

!!!
 (Fig. II.9). Soit sous forme

matricielle(cc) :

















PASZ
Y
X

!

!

!
















α=

PAS

PAS

PAS

Z

Z
Y
X

)(P
PAS "

!

!

!

                                                
(cc) Nous utilisons cette notation matricielle (vecteurs sous forme de matrice) pour faciliter la

compréhension de notre démonstration (Graybeal p60-61 [8] et Elbaz p110 [9]). Normalement, il n’est

pas correct de multiplier des matrices de vecteurs par des matrices de nombre.
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PAS

PAS

PAS

PASPASPASPASPASPAS

PASPASPAS

PASPASPAS

Z
Y
X

Z.ZY.ZX.Z
Z.YY.YX.Y
Z.XY.XX.X

"

!

!

!!!!!!

!!!!!!

!!!!!!
































αα−
αα

=

PAS

PAS

PAS

Z
Y
X

100
0cossin
0sincos

"

!

!

   . (II.16)

On note que les colonnes de la matrice )(P
PASZ α!  expriment respectivement les

coordonnées de PASPASPAS ZetY,X
!!!

 dans le référentiel de vecteurs de base

)Z,Y,X( PAS

!!!
. La matrice )(P

PASZ α!  est la matrice de passage de la base )Z,Y,X( PAS

!!!

vers la base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
, bien qu'on effectue une rotation qui transforme

)Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 en )Z,Y,X( PAS

!!!
. Cette anomalie est due au fait qu'on a écrit les

vecteurs de base sous forme de matrices-colonnes.

Puis on effectue une rotation positive d’angle β autour de
!
Y , qui transforme

)Z,Y,X( PAS

!!!
 en )z,Y,X( OBS

!!!
′  (Fig. II.10), c’est-à-dire :

































ββ

β−β
=















β=















 ′
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Y

OBS Z
Y
X

cos0sin
010

sin0cos

Z
Y
X

)(P
z

Y
X

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!    . (II.17)

Finalement on effectue une rotation positive d’angle γ autour de !zOBS , qui

transforme )z,Y,X( OBS
!!!

′  en )z,y,x( OBSOBSOBS
!!!  (Fig. II.11), soit,
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γγ−
γγ

=














 ′
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z

OBS

OBS
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z
Y
X

100
0cossin
0sincos
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Y
X

)(P
z
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OBS !

!

!

!

!

!

!

!

!

!

= )(P)(P)(P
PASOBS ZYz αβγ !!!
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Z
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!

   . (II.18)
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Fig. II.9 : 1er angle d’Euler α. Fig. II.10 : 2ème angle d’Euler β.

Fig. II.11 : 3ème angle d’Euler γ.

Par conséquent, la matrice ),,(P αβγ  est obtenue simplement par le produit de trois

matrices(dd) :

                                                
(dd) Pour effectuer une rotation positive d’un angle θ  autour d’un axe x qui transforme la matrice-colonne

















a

a

z
y
x

!

!

!

 en la matrice-colonne 
















b

b

z
y
x

!

!

!

, la matrice à utiliser est,

















θθ−
θθ=θ

cossin0
sincos0

001
)(Px

!    .
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)(P)(P)(P),,(P
PASOBS ZYz αβγ=αβγ !!!    . (II.19)

Soit sous forme de matrice,

=αβγ ),,(P

PASPASPAS ZYX
!!!

















ββαβα
γβαγ+αβγ−γα−αβγ−
γβ−γα+αβγαγ−αβγ

cossinsinsincos
sinsincoscossincossincossincoscossin
cossinsincossincoscossinsincoscoscos

z
y
x

OBS

OBS

OBS

!

!

!

   .

(II.20)

Les colonnes de la matrice ),,(P αβγ  donnent respectivement les coordonnées des

vecteurs de base PASPASPAS ZetY,X
!!!

 dans le référentiel de vecteurs de base

)z,y,x( OBSOBSOBS
!!! . Par définition, la matrice ),,(P αβγ  est la matrice de passage de

la base )z,y,x( OBSOBSOBS
!!!  vers la base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
, bien qu'on effectue des

rotations successives qui transforment la base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 en la base

)z,y,x( OBSOBSOBS
!!! . Comme nous l'avons déjà signalé, cette contradiction est due au

fait que les vecteurs de base sont exprimés sous forme de matrices-colonnes.

Bien que le produit des trois matrices )(Pet)(P),(P
PASOBS ZYz αβγ !!!  place les angles

d’Euler dans l’ordre ),,( αβγ  (d’où la notation ),,(P αβγ (ee)), les rotations

s’effectuent bien dans l’ordre γβα puis, . On remarque que le premier angle d’Euler α

se trouve à droite dans ),,(P αβγ .

                                                
(ee) D’après, Goldstein (p146-147 [10]), nous avons utilisé la convention appelée Y-convention car la

rotation d’angle β  s’effectue autour de l’axe Y. Mais il utilise la convention appelée X-convention car la

rotation d’angle β  s’effectue autour de l’axe X (Landau et Lifshitz p201 [11], Graybeal p58-59 [8],

Feynman qui inverse αααα et ββββ chapitre 6 p18 [12]). Le choix des conventions utilisées pour les angles

d’Euler est souvent lié aux sujets traités (mécanique classique, mécanique quantique…).
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II.2.2. Rotation positive des vecteurs de base sous forme de
vecteurs-lignes

On utilise maintenant des vecteurs-lignes pour les vecteurs de base (c'est

l'approche classique pour définir la matrice de passage de la base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!

vers la base )z,y,x( OBSOBSOBS
!!!  en mathématique). On peut schématiser cette opération

par une matrice ),,(A γβα , que l’on va déterminer et dont les angles d’Euler sont

toujours ceux définis sur les figures II.9, II.10 et II.11 :

( ) ( ) ),,(AZYXzyx PASPASPASOBSOBSOBS γβα=
!!!!!!    . (II.21)

D'abord, on commence par une rotation positive d’angle α autour de PASZ
!

, qui

transforme )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 en )Z,Y,X( PAS

!!!
 (Fig. II.9), soit sous forme

matricielle :

( )PASZYX
!!! ( ) )(AZYX

PASZPASPASPAS α= !
!!!

( )















=

PASPASPASPAS

PASPASPASPAS

PASPASPASPAS

PASPASPAS

Z.ZY.ZX.Z
Z.YY.YX.Y
Z.XY.XX.X

ZYX
!!!!!!

!!!!!!

!!!!!!

!!!

( )















αα
α−α

=
100
0cossin
0sincos

ZYX PASPASPAS

!!!

( ) )(PZYX
PASZPASPASPAS α−= !

!!!
   . (II.22)

Les colonnes de la matrice )(A
PASZ α!  donnent respectivement les coordonnées de

PASZetY,X
!!!

 dans le référentiel de vecteurs de base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
.

Puis on effectue une rotation positive d’angle β autour de
!
Y , qui transforme

)Z,Y,X( PAS

!!!
 en )z,Y,X( OBS

!!!
′  (Fig. II.10), c’est-à-dire :

( )OBSzYX !!!
′ ( ) )(AZYX YPAS β= !

!!!

( )
















ββ−

ββ
=

cos0sin
010

sin0cos
ZYX PAS

!!!
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( ) )(PZYX YPAS β−= !
!!!

   . (II.23)

Finalement on effectue une rotation positive d’angle γ autour de OBSz! , qui

transforme )z,Y,X( OBS
!!!

′  en )z,y,x( OBSOBSOBS
!!!  (Fig. II.11), soit,

( )OBSOBSOBS zyx !!! ( ) )(AzYX
OBSzOBS γ′= !

!!!

( )















γγ
γ−γ

′=
100
0cossin
0sincos

zYX OBS
!!!

( ) )(PzYX
OBSzOBS γ−′= !

!!!

= ( )PASPASPAS ZYX
!!!

)(A)(A)(A
OBSPAS zYZ γβα !!!    .

(II.24)

Par conséquent, la matrice ),,(A γβα  est obtenue simplement par le produit de trois

matrices (Bouten [7], Messiah (p918 [13]))(ff) :

)(A)(A)(A),,(A
OBSPAS zYZ γβα=γβα !!!    . (II.25)

Soit sous forme de matrice,

=γβα ),,(A

OBSOBSOBS zyx !!!

















ββγγβ−
αβαγ+αβγ−γα+αβγ
βαγα−αβγ−αγ−αβγ

cossinsincossin
sinsincoscossincossinsincossincoscos
sincoscossincoscossinsinsincoscoscos

Z
Y
X

PAS

PAS

PAS

!

!

!

   .

(II.26)

Les colonnes de la matrice ),,(A γβα  sont respectivement les coordonnées de

OBSOBSOBS zety,x !!!  dans le référentiel de vecteurs de base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
. Ceci est

                                                
(ff) Pour une rotation positive d’un angle θ  autour d’un axe x qui transforme la matrice-ligne )z,y,x( aa

!!!

en la matrice-ligne )z,y,x( bb
!!!

, la matrice de passage sera,

















θθ
θ−θ=θ

cossin0
sincos0
001

)(A x!    .
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en accord avec la relation (II.21). Par définition, la matrice ),,(A γβα  est la matrice de

passage de la base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 à la base ( )OBSOBSOBS zyx !!! . L'anomalie

signalée dans le paragraphe II.2.1 n'existe pas ici, grâce au fait que les vecteurs de base

sont exprimés sous forme de matrices-lignes. On remarque cette fois que le produit des

trois matrices )(Aet)(A),(A
OBSPAS zYZ γβα !!!  place les angles d’Euler dans le même ordre

que les rotations ),,( γβα  (d’où la notation )),,(A γβα . Il est à noter que le premier

angle d’Euler se trouve à gauche dans ),,(A γβα .

De plus, on a les relations suivantes(gg) :

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )









γ−=γ=γ=γ

β−=β=β=β

α−=α=α=α

−

−

−

)(P)(P)(P)(A

)(P)(P)(P)(A

)(P)(P)(P)(A

OBSOBSOBSOBS

PASPASPASPAS

z
1

z
t

zz

Y
1

Y
t

YY

Z
1

Z
t

ZZ

!!!!

!!!!

!!!!

   , (II.27)

de plus par construction,

),,(A γβα )(A)(A)(A
OBSPAS zYZ γβα= !!!

)(P)(P)(P
OBSPAS zYZ γ−β−α−= !!!    . (II.28)

On remarque alors que,

( ) ( ) ),,(P),,(P),,(P),,(A 1t γ−β−α−=αβγ=αβγ=γβα −    .

(II.29)

En inversant l’ordre des angles et le sens de rotation, on obtient ),,(A γβα  à partir de

),,(P αβγ . De même pour P,

( ) ( ) ),,(A),,(A),,(A),,(P 1t α−β−γ−=γβα=γβα=αβγ −    .

(II.30)

Ces deux relations (II.29) et (II.30) ont l’inconvénient de ne pas faire apparaître les

axes de rotation concernés, ce qui peut créer des confusions sur les axes de

rotation.

                                                
(gg) On notera que la matrice de passage P d’une base orthonormale à une autre base orthonormale est une

matrice orthogonale qui possède la propriété suivante, tPP 1 =−  (où tP est la matrice transposée et 1P −

la matrice inverse). De plus ici les matrices ),,(P αβγ  et ),,(A γβα  sont des matrices réelles.
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Comme on l’a indiqué, il est inutile de préciser si la rotation est active ou passive

pour les vecteurs de bases (car on peut toujours, lors d’une rotation active, lier ces

vecteurs de base à l’objet). On montrera au paragraphe II.3 que la matrice ),,(P αβγ

correspond à une matrice rotation passive (multiplication à droite par une matrice-

colonne contenant les coordonnées de l’objet) et la matrice ),,(A γβα  correspond à

une matrice rotation active (multiplication à droite par une matrice-colonne contenant

les coordonnées de l’objet). On verra plus loin (§. II.3) l’importance de ce choix.
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II.3. Changement de coordonnées d’un objet

Dans ce paragraphe nous allons déterminer le rôle des matrices ),,(P αβγ  et

),,(A γβα . Pour cela nous allons observer les modifications des coordonnées d’un

vecteur lorsque nous effectuons soit une rotation active du vecteur soit une rotation

passive du référentiel fixe (ΣPAS) vers le référentiel mobile (ΣOBS).

II.3.1. Rotation passive positive

Nous choisissons, pour commencer, la rotation passive positive (i.e. que l’objet

ne bouge pas), ainsi que la matrice ),,(A γβα  pour le changement des vecteurs de base

(ces vecteurs de base sont représentés par des matrices-lignes et ceci afin d’obtenir des

coordonnées sous forme d’une matrice-colonne (II.34), c’est l’approche classique en

mathématiques)

( ) ( ) ),,(AZYXzyx PASPASPASOBSOBSOBS γβα=
!!!!!!    , (II.31)

où ),,(A γβα  est la matrice de passage du référentiel fixe (ΣPAS) au référentiel mobile

(ΣOBS), définie dans le paragraphe précédent (II.26).

Nous pouvons exprimer les coordonnées ( PASPASPAS z,y,x ) d’un vecteur X
!

 dans

le référentiel (ΣPAS) comme suit (Fig. II.12) :

PASPASPAS ZYXX
!!!!

PASPASPAS zyx ++=    . (II.32)

Nous pouvons aussi exprimer les coordonnées ( OBSOBSOBS zyx ,, ) de ce même vecteur

dans le référentiel (ΣOBS) comme suit (Fig. II.13) :

OBSOBSOBS zyxX !!!!
OBSOBSOBS zyx ++=    . (II.33)

Sous forme matricielle, l’égalité de (II.32) = (II.33) s'écrit(hh),

( ) ( )















=
















OBS

OBS

OBS

PAS

PAS

PAS

z
y
x

z
y
x

OBSOBSOBSPASPASPAS zyxZYX !!!!!!
   . (II.34)

                                                
(hh) Nous rappelons que cette notation matricielle est utilisée pour faciliter la compréhension de notre

démonstration (Graybeal p60-61 [8] et Elbaz p110 [9]).
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PASz

PASx
PASy

PASX
!

PASZ
!

PASY
!

X
!

OBSz!

OBSy!
OBSz

OBSy

OBSx

OBSx!

X
!

Fig. II.12 : Coordonnées du vecteur X
!

lié au
référentiel fixe (ΣPAS).

Fig. II.13 : Coordonnées du vecteur X
!

lié au
référentiel mobile (ΣOBS).

En utilisant la relation (II.31), nous obtenons :

( ) ( )
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y
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   .

(II.35)

Soit(ii),
















γβα=
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y
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),,(A    , (II.36)

( ) ( )















γβαγβα=
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OBS
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PAS

PAS

PAS

z
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x

z
y
x

),,(A),,(A),,(A 11    . (II.37)

D’où,

                                                
(ii) La relation (II.36) complète la définition de la matrice ),,(A γβα  comme la matrice de passage du

référentiel (ΣPAS) possédant les vecteurs de base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 vers le référentiel (ΣOBS) possédant

les vecteurs de base )z,y,x( OBSOBS
!!!

. Cette matrice permet d'exprimer les coordonnées d'un vecteur dans

(ΣPAS) en fonction des coordonnées du même vecteur dans (ΣOBS).
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1),,(A    , (II.38)

soit d’après (II.30),
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),,(P    . (II.39)

Ou encore,

PASOBS )X)(,,(P)X(
∑∑

αβγ=
!!

   . (II.40)

Plus généralement, pour une rotation passive positive, nous noterons (Bouten [7]),
















αβγ=

















′
′
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z
y
x

),,(P
z
y
x

   . (II.41)

Les coordonnées fixes sont x, y et z ; les coordonnées mobiles sont zety,x ′′′ .

Remarquons que bien qu’étant partis d’une matrice ),,(A γβα  (i.e. multiplication de

matrices-lignes (II.31), nous retrouvons au bout du compte la matrice ),,(P αβγ  (i.e.

multiplication de matrices-colonnes (II.39)). Nous pouvons donc considérer que la

matrice ),,(P αβγ  est associée à une rotation passive positive d’un objet dont les

coordonnées sont exprimées sous forme de matrice-colonne.

Il est à noter, toujours pour une rotation passive, que si nous avions utilisé la

relation (II.15) contenant la matrice ),,(P αβγ  à la place de la relation (II.31)

contenant la matrice ),,(A γβα , nous aurions obtenu la matrice ),,(A γβα  dans

(II.39) et (II.41). Mais les coordonnées seraient exprimées par une matrice-ligne, or par

convention nous utilisons une matrice-colonne pour les coordonnées.

II.3.2. Rotation active positive

Nous choisissons ensuite la rotation active positive (i.e. que nous tournons

l’objet), ainsi que la matrice ),,(A γβα  pour le changement des vecteurs de base (dans
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ce cas ces vecteurs sont représentés par des matrices-lignes et ceci afin d’obtenir des

coordonnées sous forme de matrice-colonne (II.46)),

( ) ( ) ),,(AZYXzyx PASPASPASOBSOBSOBS γβα=
!!!!!!    , (II.42)

où ),,(A γβα  est la matrice de passage du référentiel fixe (ΣPAS) au référentiel mobile

(ΣOBS), définie par (II.26).

Nous pouvons exprimer les coordonnées ( 111 z,y,x ) d’un vecteur PASX
!

 dans le

référentiel (ΣPAS) comme suit (Fig. II.14) :

PAS1PAS1PAS1
PAS ZYX

!!!!
zyX x ++=    . (II.43)

Nous pouvons aussi exprimer les coordonnées ( 111 z,y,x ) de ce même vecteur dans le

référentiel (ΣOBS) lié à l’objet (Fig. II.15) comme suit :

OBS1OBS1OBS1
OBS zyxX !!!!

zyx ++=    . (II.44)

Déterminons les coordonnées ),,( zyx  de OBSX
!

 dans le référentiel (ΣPAS),

PASPASPAS
OBS ZYXX

!!!!
zyx ++=    . (II.45)

C’est le même vecteur OBSX
!

, donc de l’égalité (II.44) = (II.45) nous obtenons :

( ) ( )
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1

1

1

OBSOBSOBSPASPASPAS zyxZYX
z
y
x

z
y
x

!!!!!!
   . (II.46)

1y

1x

PASX
!

PASZ
!

PASY
!

PASX
!

1z PASX
!

1x

OBSy!
1y

OBSz!
OBSX

!

OBSx!

1z

Fig. II.14 : Coordonnées du vecteur PASX
!

lié au
référentiel fixe (ΣPAS).

Fig. II.15 : Coordonnées du vecteur OBSX
!

lié au
référentiel mobile (ΣOBS).
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En utilisant la relation (II.42), nous obtenons :

( ) ( )















γβα=

















1

1

1

PASPASPASPASPASPAS ),,(AZYXZYX
z
y
x

z
y
x

!!!!!!
   , (II.47)

soit,

PASPAS ))(,,(A)X( PASOBS
∑∑

γβα= X
!!

   . (II.48)

Plus généralement, pour une rotation active positive, nous noterons (Bouten [7]),
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z
y
x

z
y
x

   . (II.49)

Les coordonnées fixes sont 111 et, zyx , les coordonnées mobiles sont zyx et, .

Remarquons qu’en partant d’une matrice ),,(A γβα  (i.e. multiplication de matrices-

lignes (II.42)), nous retrouvons de nouveau la matrice ),,(A γβα  (II.49). Nous

pouvons donc considérer que la matrice ),,(A γβα  est associée à une rotation active

positive.

Il est à noter, toujours pour une rotation active, que si nous avions utilisé la

relation (II.15) contenant la matrice ),,(P αβγ  à la place de la relation (II.42)

contenant la matrice ),,(A γβα , nous aurions obtenu la matrice ),,(P αβγ à

l’équation (II.49). Mais les coordonnées seraient exprimées par une matrice-ligne, or par

convention nous utilisons une matrice-colonne pour les coordonnées.

Par souci de simplification, nous n’avons pas représenté les angles d’Euler (Fig.

II.12-15), mais ils sont présents dans les matrices rotations ),,(P αβγ  et ),,(A γβα .
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En conclusion, nous pouvons dire que ces deux derniers paragraphes confirment

bien le choix d’associer la matrice ),,(A γγγγββββαααα  (II.26) à une rotation active positive et

d’associer la matrice ),,(P ααααββββγγγγ  (II.20) à une rotation passive positive. En effet, pour

des coordonnées exprimées par des matrices-colonne, la rotation passive positive fait

intervenir la matrice ),,(P αβγ  (II.41), alors que la rotation active positive fait

intervenir la matrice ),,(A γβα  (II.49).

De plus des relations (II.29), (II.30) et de ce dernier paragraphe nous pouvons

conclure que pour les coordonnées, une rotation passive positive γγγγββββαααα ##

correspond à une rotation active négative αααα−−−−ββββ−−−−γγγγ−−−− ## , de même une rotation

active positive γγγγββββαααα ##  correspond à une rotation passive négative

αααα−−−−ββββ−−−−γγγγ−−−− ## . C'est une généralisation des cas traités au paragraphe II.1.4.

Nous donnons, en annexe A.2, la définition mathématique de la matrice de

passage, que nous comparons aux matrice ),,(A γβα  et ),,(P αβγ .
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II.4. Exemple d’une impulsion +X

A partir des matrices rotations que nous venons d’étudier, nous allons traiter le

cas d’un spin 1/2, hors résonance, soumis à une impulsion +X. Comme nous l’avons vu

au premier chapitre, nous allons nous placer dans le référentiel tournant, il existe donc

un champ magnétique effectif lié au référentiel incliné (dans ce référentiel le champ

effectif se trouve le long de l’axe x′ ) (Fig. II.16).

Afin de déterminer l’aimantation nucléaire après une impulsion +X, nous devons

nous placer dans ce référentiel incliné. D’après la figure II.16, le passage du référentiel

tournant au référentiel incliné correspond à une rotation passive négative d’un angle

)2( θ−π−  autour de l’axe OBSy , donc de (II.23) nous avons,
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cos(

   . (II.50)

Le spin étant hors résonance, l’impulsion +X impose une rotation active négative d’un

angle pe tω−  de l’aimantation nucléaire autour du champ magnétique effectif se

trouvant le long de l’axe x ′  (note de bas de page (ff)),
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   . (II.51)

OBSy!

1B
!

OBSx!

effB
!

OBSz!

γ
ω− r

0B
!!

θ

x′

Fig. II.16 : Champ magnétique effectif (à
la résonance : 0r B! γω = ).
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Enfin le retour du référentiel incliné au référentiel tournant correspond à une

rotation passive positive d’un angle )2( θ−π  autour de l’axe OBSy ,
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sin0cos
010
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   , (II.52)

qui est la matrice transposée de (II.50). Considérons qu’à 0t p = , l’aimantation

nucléaire M
!

se trouve le long de l’axe OBSz , alors 0MM
!!

= . Les composantes de

l’aimantation après une impulsion +X sont données par,
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(II.53)

où C = cos et S = sin. Nous obtenons alors,
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   . (II.54)

Nous retrouvons bien les mêmes équations que (I.204), (I.202) et (I.206). Il est à noter

que ces résultats correspondent à ceux obtenus par Ernst et collaborateurs (p119-

124 [14]) où le champ 1B
!

 est placé le long de l’axe –y. Remarquons de plus que cette

approche est plus simple que celle proposée en §. I.6.4.e, mais cette démonstration n’est

valable que pour un vecteur alors que celle du §. I.6.4.e est valable pour tous les spins.
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II.5. Exemple de transformation d’un tenseur cartésien
d’ordre 2

Pour étudier les effets d'une rotation passive sur les lois de transformations d’un

tenseur cartésien d’ordre 2 et montrer le rôle des matrices rotations ),,(A γβα  et

),,(P αβγ , on peut prendre le cas du déplacement chimique étudié par Gerstein et

Dybowski (p109 [1]).

L’anisotropie moléculaire impose au noyau un effet d’écran. Le résultat de cet

effet produit le terme suivant dans l’hamiltonien total,
)0(BIH σγ=    , (II.55)

où σ est un tenseur d’ordre 2 et )0(B  le champ magnétique statique. σ est le tenseur

d’écran ou encore le tenseur du déplacement chimique.

On connaît le tenseur du déplacement chimique dans (ΣPAS) et on veut le

connaître dans (ΣOBS). On exprime l’hamiltonien (II.55) dans deux systèmes de

coordonnées : (ΣPAS) et (ΣOBS). Les grandeurs )0(
PASPASPAS Bet,I σ  sont exprimées dans le

référentiel (ΣPAS), alors que les grandeurs )0(
OBSOBSOBS Bet,I σ  sont exprimées dans le

référentiel (ΣOBS). Quel que soit le système de coordonnées utilisé, le système physique

reste le même,

OBSPAS HH =    , (II.56)

c’est-à-dire,
)0(

PASPASPAS
)0(

OBSOBSOBS BIBI σγ=σγ    . (II.57)

On notera que )0(B  et I sont des vecteurs ( )0(B  étant ici une matrice-colonne et I une

matrice-ligne) donc les relations de passage de (ΣPAS) à (ΣOBS) se traduisent par :
)0(

PAS
)0(

OBS B),,(PB αβγ=   et  [ ] 1
PASPASOBS ),,(PI),,(AII −αβγ=γβα=    ,

(II.58)

où ),,(A γβα  (II.26) et ),,(P αβγ  (II.20) sont respectivement la matrice de passage

de (ΣPAS) à (ΣOBS) et sa matrice inverse. On obtient,

[ ] )0(
PASPASPAS

)0(
PASOBS

1
PAS BIB),,(P),,(PI σ=αβγσαβγ −    , (II.59)

[ ] PASOBS
1 ),,(P),,(P σ=αβγσαβγ −    , (II.60)
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ou encore(jj),

[ ] 1
PASOBS ),,(P),,(P −αβγσαβγ=σ    . (II.61)

On trouve le même type de loi de transformation donnée par l’équation (III.60) (i.e. que

)r(HetPAS
!

σ  sont encadrés par une matrice rotation passive et sa matrice inverse ou

par un opérateur rotation passive et par son inverse). On notera qu’à chaque changement

de référentiel il faut multiplier PASσ  par deux matrices. Cette procédure peut être assez

longue lors de plusieurs changements de référentiels. On verra que l’utilisation de la

matrice rotation de Wigner peut la simplifier (chapitre III). On rappelle de plus que les

angles α, β et γ sont les angles d'Euler qui repèrent (ΣOBS) par rapport à (ΣPAS).

                                                
(jj)  En terme mathématique, si PASσ  et OBSσ  sont des matrices décrivant respectivement le tenseur du

déplacement chimique dans (ΣPAS) et (ΣOBS) et si la matrice ),,(A γβα  est la matrice de passage de

(ΣPAS) à (ΣOBS), alors on a le schéma suivant :

(ΣPAS)  → γβα ),,(A  (ΣOBS)

=PASX
!

),,(A γβα OBSX
!

 (voir la relation (II.36))

[ ] 1
OBSPAS ),,(A),,(A −γβασγβα=σ    .

D’après l’équation A2.5 la relation (II.61) doit s’écrire (Bonhomme et Livage [15], ainsi que Grant

p1303-1304 [16]),

[ ] ),,(A),,(A PAS
1

OBS γβασγβα=σ −    .
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II.6. Analogie entre matrice de passage et matrice des
vecteurs propres

II.6.1. Diagonalisation d’une matrice

Soit M une matrice carrée ( 33× ), on veut déterminer ses valeurs propres et ses

vecteurs propres et déduire la matrice des valeurs propres N et la matrice des vecteurs

propres U (§. I.1.4). Pour diagonaliser une matrice il suffit de résoudre l’équation

suivante :

0)M(dét =λ− 1    , (II.62)

où 1 est ici la matrice identité. On obtient alors dans un cas simple les trois valeurs

propres λ 1 , λ 2  et 3λ
(kk), qui constituent la matrice des valeurs propres N. Puis on

injecte, une par une, les valeurs λ k  dans le système déduit de M :
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0z)M(yMxM
0zMy)M(xM
0zMyMx)M(

k333231

23k2221

1312k11

   . (II.63)

On obtient alors trois solutions )V,V,V( 131211 , )V,V,V( 232221  et )V,V,V( 333231  qui

constituent les vecteurs propres. Du système précédent, on déduit le nouveau système :
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   . (II.64)

Si on regroupe ces trois équations en une seule, on obtient,

                                                
(kk) Notons que dans certains cas il n’y a qu’une ou deux valeurs propres.
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   . (II.65)

On obtient une relation entre M et N :

UNMU =    , (II.66)

soit,

M UNU= −1    . (II.67)

On remarque que la matrice des valeurs propres N est diagonale.

II.6.2. Diagonalisation et changement de référentiel : cas de la
matrice densité

Si l’on compare les équations (II.67) et (II.61), on peut dire que

mathématiquement la relation reliant une matrice M à sa matrice des valeurs propres N

est analogue à un changement de référentiel. On peut par exemple considérer que M est

liée au référentiel (ΣOBS) et que N est liée au référentiel (ΣPAS). Si l’on passe de (ΣPAS) à

(ΣOBS), alors dans ce cas la matrice des vecteurs propres U est l’équivalent de la matrice

de passage ),,(P αβγ  de (ΣOBS) à (ΣPAS). On écrira :

M UM UOBS PAS= −1    . (II.68)

Une différence entre la diagonalisation d’une matrice et le changement de

référentiel vient du fait que pour la diagonalisation d’une matrice, on connaît la matrice

MOBS  et on cherche sa matrice des valeurs propres M PAS , alors que pour le changement

de référentiel on connaît la matrice associée à (ΣPAS) et on cherche celle associée à

(ΣOBS).

En RMN on utilise souvent la diagonalisation d’une matrice et le changement de

référentiel afin d’évaluer la matrice densité (§.I.6.4).
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On a vu dans le paragraphe I.6.2 que l’opérateur densité vérifie l’équation

suivante,

)tiHexp()0()tiHexp()t( OBSOBSOBSOBS ρ−=ρ    , (II.69)

or on connaît le système dans le référentiel (ΣPAS), il est donc nécessaire de modifier

cette équation afin de pouvoir l’évaluer. Soit OBSM  la matrice associée à OBSH . D’après

ce que l’on vient de voir, OBSM  et PASM  sont reliées par la relation (II.68). En annexe

(A.3), on démontre que l’on a la relation suivante,
1

PAS
1

PASOBS U)tiMexp(U)tUiUMexp()tiMexp( −− −=−=−    . (II.70)

Donc si l’on l’introduit dans l’opérateur densité (II.69),

1
PASOBS

1
PASOBS U)tiMexp(U)0(U)tiMexp(U)t( −− ρ−=ρ    . (II.71)

En fait, la mise en œuvre de l’équation (II.69) pour retrouve l’équation (II.71) implique

deux changements de référentiel : (ΣOBS) ⇒  (ΣPAS),
1

PAS

PASOBS

OBS
1

PASOBS U)tiMexp(U)0(U)tiMexp(U)t( −

⇒

−

ΣΣ
ρ−=ρ

$$%$$&'
   , (II.72)

puis (ΣPAS) ⇒ (ΣOBS),

$$$$$$$$ %$$$$$$$$ &'
OBSPAS

1
PASOBS

1
PASOBS U)tiMexp(U)0(U)tiMexp(U)t(

ΣΣ
ρ−=ρ
⇒

−−    . (II.73)

Notons que l’équation (II.71) sera utilisée dans les trois chapitres du tome I.

II.6.3. Matrice densité dans le cas d’une impulsion +X

Nous allons appliquer cette démonstration dans le cas simple d’un spin 1/2 excité

par une impulsion +X dans le référentiel tournant et utiliser les conventions définies

dans le paragraphe I.5.2. A la résonance nous avons,
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Le calcul de,

( ) 0Mdet OBS =λ− 1    , (II.75)
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donne deux racines,

2
rfω±=λ    , (II.76)

donc,
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En injectant chacune des racines dans (II.75), le système d’équations,
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   , (II.78)

donne deux solutions,

yxetyx =−=    . (II.79)

Nous prenons alors deux couples de valeurs vérifiant ces deux solutions,
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Après normalisation nous obtenons,
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De (II.66), nous obtenons,

















ω
−

ω



















−
=


















−















ω
−

ω
−

2
0

0
2

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

0
2

2
0

rf

rf

rf

rf

   , (II.82)

et(ll) de (II.68),

                                                
(ll) La relation qui permet d’obtenir la matrice inverse d’une matrice (2X2) est la suivante,
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Déterminons la matrice densité donnée par (II.71) à partir de (II.83). Du paragraphe

I.6.1 nous savons que la matrice densité, dans l'approximation des hautes températures,

est de la forme,







−+
−

=ρ
aicb
icba

OBS    , (II.84)

où a, b et c sont des nombres réels. Pour obtenir ces différentes valeurs nous allons

déterminer la trace de la matrice densité associée à zyx IetI,I ,
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Calculons la matrice densité donnée par l’équation (II.71) à partir de (II.83) et (II.88),

dans le cas où zOBS I)0( =ρ ,
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Si nous utilisons certaines propriétés mathématiques(mm), nous obtenons alors,












−+
−

zyx

yxz

IIiI
IiII

















ω−ω

ω−ω
=

tcos
2
1tsin

2
i

tsin
2
itcos

2
1

rfrf

rfrf
   . (II.91)

Nous retrouvons bien les relations (I.212) obtenues au premier chapitre.

                                                
(mm) On rappelle pour mémoire que,

)basin(bcosasinbcosasin;
2

)iaexp()iaexp(
acos +=+

−+
=    ,

asinacosa2cos;
i2

)iaexp()iaexp(
asin 22 −=

−−
=    .



Références du chapitre II
97

Références du chapitre II :

(1) GERSTEIN B. C. and DYBOWSKI C. R., Transient Techniques in NMR of

Solids "An Introduction to Theory and Practice", Academic Press, Orlondo

(1985).

(2) GÜNTHER H., La spectroscopie de RMN : Principes de Base, Concepts et

Applications de la Spectroscopie de Résonance Magnétique Nucléaire du Proton

et du Carbon 13 en Chimie, Masson, Paris (1994).

(3) SCHMIDT-ROHR K. and SPIESS H. W., Multidimensional Solid-State NMR

and Polymers, Academic Press, London (1994).

(4) HAEBERLEN U., High Resolution NMR in Solids "Selective Averaging", in

Adv. Magn. Reson., Suppl. 1, Academic Press, New York (1976).

(5) GOLDMAN M., Quantum Description of High-Resolution NMR in Liquids,

Clarendon Press, Oxford (1988).

(6) MUNOWITZ M. and PINES A., Principles and Applications of Multiple-

Quantum NMR, in Advances in Chemical Physics, I. Prigogine and S. A. Rice,

Vol. 66, J. Wiley and Sons, New York (1987).

(7) BOUTEN M., "On the Rotation Operators in Quantum Mechanics", Physica, 42,

572-580 (1969).

(8) GRAYBEAL J. D., Molecular Spectroscopy, McGraw-Hill, New York (1988).

(9) ELBAZ E., Quantique, Ellipses, Paris (1995).

(10) GOLDSTEIN H., Classical Mechanics, 2nd edn., Addison-Wesley, Reading

(1980).

(11) LANDAU L. D. and LIFSHITZ E. M., Quantum Mechanics "Non-Relativistic

Theory", in Course of Theoretical physics, Vol. 3, Pergamon, London (1959).

(12) FEYNMAN R. P., Mécanique Quantique Tome III, Addison-Wesley, London

(1970).

(13) MESSIAH A., Mécanique Quantique I et II, Dunod, Paris (1964).

(14) ERNST R. R., BODENHAUSEN G. and WOKAUN A., Principles of Nuclear

Magnetic Resonance in One and Two Dimensions, Clarendon Press, Oxford

(1992).



CHAPITRE II : Traitements classiques des rotations
98

(15) BONHOMME C. and LIVAGE J., "Pictorial Representation of Anisotropy and

Macroscopic Reorientations of Samples in Solid-State NMR: First-Order

Interactions", J. Phys. Chem. A, 102, 375-385 (1998).

(16) GRANT D. M., Chemical Shift Tensors, in Vol. 2, D. M. Grant and R. K. Harris,

Encyclopedia of Nuclear Magnetic Resonance, J. Wiley and Sons, Chichester

(1996) 1298-1321.



99

CHAPITRE III :
Traitements quantiques de la rotation des tenseurs

La théorie liée à l’interaction quadrupolaire peut être traitée en utilisant des

tenseurs sphériques irréductibles pour les hamiltoniens.

Nous sommes habitués à utiliser certaines grandeurs physiques comme la masse

ou l’énergie qui ne sont pas reliées à l’orientation de nos systèmes de coordonnées ou

qui n’ont pas de direction privilégiée. Ces grandeurs sont des scalaires ou des tenseurs

d’ordre 0 (ils ne possèdent qu’une composante).

D’autres grandeurs, comme la position d’un objet dans l’espace, sont associées à

leur direction aussi bien qu’à leur ampleur. Ces grandeurs sont des vecteurs ou des

tenseurs d’ordre 1. Nous avons vu leurs propriétés de transformations par rotations au

chapitre II.

 Considérons à présent le moment d’inertie M en mécanique classique. Pour un

système de particules, les éléments de M sont donnés par :

M m r rkj k j=∑ α α α
α

  avec k, j =1, 2, 3   , (III.1)

où r kα  est le vecteur position de la particule α  et mα  sa masse. Le moment d’inertie est

alors un tenseur formé de 6 composantes indépendantes (M Mkj jk= ) et représente un

tenseur symétrique d’ordre 2. Nous verrons dans le paragraphe III.1 les lois de

transformations par rotation d’un tenseur associé à une fonction ou à un opérateur.

Nous utilisons des tenseurs sphériques irréductibles afin de faciliter les calculs

liés au changement de référentiel. En effet ces tenseurs nous permettent d’introduire la

matrice rotation de Wigner. Après avoir traité de façon classique les rotations (chapitre

II) nous allons nous intéresser aux traitements quantiques de la rotation des tenseurs et

ainsi obtenir cette matrice rotation de Wigner.

En mécanique classique, on associe aux mouvements de rotation le moment

cinétique. De même en mécanique quantique, on introduit un moment cinétique ou

angulaire. Avant de discuter des opérateurs rotations, nous allons rappeler la définition

des moments angulaires en mécanique quantique, ainsi que quelques-unes de leurs

propriétés (relations de commutations, fonctions propres…) (§. III.1.1). En mécanique
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quantique nous verrons que les rotations des fonctions d’espace ou des fonctions de spin

s’effectuent à l’aide d’opérateurs rotations (opérateur lié à l’opérateur exponentiel vu au

chapitre I). Comme pour les rotations classiques, il est nécessaire pour les traitements

quantiques des rotations de préciser les conventions utilisées (§. II.1). Nous

déterminerons, pour un angle ϕ  ou α , l’opérateur rotation active positive (§. III.1.2)

ainsi que l’opérateur rotation passive positive (§. III.1.3). Nous observerons leurs

actions sur une fonction d’espace et sur un opérateur d’espace. Nous généraliserons ces

opérateurs rotations dans le cas d’une rotation aux angles d’Euler. Nous verrons alors

qu’il y a deux façons de considérer l’opérateur rotation passive positive : selon Wolf et

selon Fano (§. III.1.3.c).

Jusqu’ici les rotations aux angles d’Euler s’effectuaient autour des axes du

référentiel mobile, mais les relations de commutations des opérateurs moment angulaire

dans ce référentiel ne sont pas identiques à celles obtenues dans le référentiel fixe (§.

III.2.1). Ainsi, à partir des opérateurs rotations par rapport au référentiel mobile, nous

déterminerons les opérateurs rotations par rapport au référentiel fixe (§. III.2.2 et

III.2.3).

Nous ferons ensuite le lien entre les opérateurs rotations passives et les

opérateurs rotations actives (nous partirons d’une rotation passive positive (§. III.3.1)

puis d’une rotation active positive (§. III.3.2)). Nous récapitulerons, dans les figures

III.9 et III.10, les différentes façons de décrire une rotation aux angles d’Euler en

mécanique quantique. Afin de justifier ces différentes relations nous traiterons deux

exemples de rotation d’une fonction (§. III.3.3 et III.3.4).

Après avoir défini les tenseurs irréductibles (§. III.4), nous traiterons des

exemples de rotations de tenseurs d’espace et nous montrerons les différentes

possibilités d’étudier ces rotations de tenseurs sphériques irréductibles (§. III.4.1). Nous

en déduirons, suivant les conventions prises, les matrices rotations de Wigner pour la

rotation active positive et pour la rotation passive positive (§. III.4.2.a et III.4.2.b).

Nous donnerons alors les définitions et les propriétés de ces différentes matrices (§.

III.4.2.c). Nous insisterons ensuite, par des exemples de la littérature, sur l’importance

de choisir et de déclarer les conventions (§. III.4.2.d).



101

Les impulsions radiofréquence en RMN agissant sur les spins, nous étudierons

pour commencer des exemples de rotation de tenseur d’opérateurs de spin (§.

III.4.3.a-c). Puis nous généraliserons les lois de transformations par rotation des

tenseurs d’opérateurs de spin (§. III.4.3.d). Enfin pour finir nous traiterons, comme

dans les chapitres I et II, le cas d’une impulsion +X (§. III.4.3.e). Notons qu’en général,

les rotations des tenseurs d’espace sont actives ou passives mais que les rotations des

tenseurs d’opérateurs de spin sont actives.
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III.1. Opérateur rotation

L’outil mathématique utilisé en mécanique quantique pour rendre compte d’une

rotation est l’opérateur rotation. On va déterminer dans ce paragraphe les opérateurs

rotations et montrer les différentes façons de considérer les rotations en mécanique

quantique.

Avant de s’intéresser à l’opérateur rotation, on va étudier le moment angulaire(nn)

en mécanique quantique.

III.1.1. Moment angulaire

D’après Weissbluth (p1-4 [1]), on définit le moment angulaire d’une particule de

quantité de mouvement(oo) p
!  = m v!  placée à une distance r!  de l’origine d'un système

d'axes cartésiens )z,y,x(  par le produit vectoriel :

pr
!!!
∧=L    , (III.2)

dont les composantes sont :









−=

−=

−=

xyz

zxy

yzx

pypx
pxpz

pzpy

L
L
L

   . (III.3)

En mécanique quantique, on associe au quantité de mouvement p
!  un opérateur

égal à − ∇i( (pp). D’après Goldman (p47-48 [3]) les opérateurs x, y et z ne commutent

pas avec les opérateurs zyx petp,p . En effet, si on les applique sur une fonction

arbitraire continue et différentiable )z,y,x(f , on obtient,

x
fxifxpx ∂
∂−= (    , (III.4)

                                                
(nn) On dit aussi moment cinétique.
(oo) Nous utilisons quantité de mouvement au lieu d'impulsion pour différencier p de l'impulsion

radiofréquence en RMN.
(pp) 4ème postulat de la mécanique quantique qui permet de déterminer, à partir d’une expression classique

d’une quantité A, l’expression de l’opérateur associé Â  et cela par des règles de quantification (Ngô

p117 [2]).
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et,








∂
∂+−=
x
fxfixfpx (    , (III.5)

soit,

( ) fifxpxp xx (=−    . (III.6)

Donc,

(i]p,z[]p,y[]p,x[ zyx ===    . (III.7)

En procédant de la même façon que pour obtenir l’équation (III.7), on obtient alors les

relations connues sous le nom de « relations de commutations canoniques » (Cohen-

Tannoudji et collaborateurs p150-151 [4], Elbaz p190 [5]),
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   . (III.8)

On définit aussi pour L
!

 un opérateur moment angulaire L
!
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L
!

(
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=L    , (III.9)

dont les composantes sont(qq),
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Trois opérateurs jouent un rôle important en mécanique quantique,










++=

−=

+=

−

+

2
z

2
y

2
x

2

yx

yx

LLLL
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   . (III.11)

                                                
(qq) Cette notation est compatible avec les hamiltoniens définis en unités de vitesse angulaire.
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On nomme +L , opérateur de montée, et −L , opérateur de descente. Il est utile de

considérer les composantes sphériques de ces opérateurs(rr),
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   , (III.12)

où θ
)

 et ϕ)  sont respectivement l'angle polaire et l'angle azimutal de L
!

. Entre les

coordonnées cartésiennes et sphériques on a les relations suivantes,
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En utilisant ces coordonnées sphériques, on définit trois autres opérateurs,
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Pour obtenir les relations de commutations liées aux opérateurs moments

angulaires, il suffit de développer les opérateurs à l’aide de (III.3) et de se servir des

relations (III.8). D’après Cohen-Tannoudji et collaborateurs (p649 [6]), on a alors les

relations de commutations suivantes,

kmjkmjjmjm LiLLLL]L,L[ ∈=−=    , (III.15)

où m, j et k correspondent à (x, y, z) et ∈ mjk  est le coefficient de Levi-Civita, par

exemple :

[ ] yzx iLL,L −=    . (III.16)

                                                
(rr)  Nous utilisons les angles ),( ϕθ ))

 pour les harmoniques sphériques car par la suite nous utiliserons les

angles d’Euler ),,( ξθϕ  pour la rotation active.
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De plus, on a :

±± ±= L]L,L[ z    ;   [ ] 110 LL,L ±± ±=    ;   [ ] 011 LL,L =+−    . (III.17)

Et enfin,

0]L,L[ 2 =µ    , (III.18)

où µL  représente les opérateurs cartésiens )L,L,L( zyx  et sphériques )L,L,L( 011 −+ .

Ces relations sont vraies quel que soit le moment angulaire étudié. De façon générale,

en mécanique quantique on notera un moment angulaire J.

Le fait que deux opérateurs commutent implique qu’il existe un ensemble

commun d'états propres pour ces deux opérateurs. De la relation (III.18) on choisit

conventionnellement un ensemble d'états propres m,j  pour les opérateurs 2J  et zJ  où

les valeurs propres sont spécifiées par,

m,jmm,jJ z =    ;   m,j)1j(jm,jJ 2 +=    , (III.19)

et aussi,

( ) 1m,j)1m(m)1j(j
2
1m,jJ 1 ±±−+=± *    , (III.20)

1m,j)1m(m)1j(jm,jJ ±±−+=±    . (III.21)

Le nombre quantique j peut prendre différentes valeurs qui traduisent des

moments angulaires particuliers. Si j peut prendre des valeurs entières et demi-entières,

alors le moment angulaire correspond à un moment angulaire intrinsèque, appelé spin.

On notera les opérateurs de spin pour les noyaux, I. Mais si j ne peut prendre que des

valeurs entières, alors il s’agit d’un moment angulaire de type orbital, c’est-à-dire

l’équivalent d’un mouvement classique de rotation autour d’un axe (comme un électron

autour d’un noyau). On le notera L.

Comme 2L  et zL  commutent (III.18), il existe simultanément une fonction

propre de ces deux opérateurs. Les harmoniques sphériques peuvent être ces fonctions

propres, ils satisfont à,







ϕθ=ϕθ

ϕθ+=ϕθ

),(mY),(YL

),(Y)1(),(YL

mmz

mm
2

))))

))
++

))

++

++    . (III.22)

L’expression générale des harmoniques sphériques normalisées est,
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ϕ
+

θ
+
−

π
+−=ϕθ

)
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)

+

++)) imm2
mm

m e)(cosP
)!m(
)!m(

4
12)1(),(Y    , (III.23)

où )(cosP m θ
)

+  est le polynôme de Legendre associé, avec +  = 0, 1, 2,… et m = + , +  –

1, …, – + . Les premières expressions de ces harmoniques sphériques(ss) sont données

dans le tableau III.1. Pour +  > 2, voir Weissbluth p4 [1].

Tab. III.1 : Harmoniques sphériques lmY  jusqu’à l’ordre 2=+  exprimés en coordonnées cartésiennes et
sphériques (ces fonctions se retrouvent souvent en RMN).

+ m )z,y,x(Yr m+
+ ),(Y m ϕθ ))
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0 0
π4
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8
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8
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π
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4
1

4
5 2 −θ
π
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5 ±
π

* ϕ±θθ
π
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* iesincos
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3
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2 ± 2 2)iyx(
8
3

4
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π

ϕ±θ
π

)) i22 esin
8
3

4
5

                                                
(ss) On note parfois les harmoniques sphériques mY+ . Nous utilisons la notation mY+  car par la suite nous

rajouterons d’autres exposants (§. III.4).
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III.1.2. Opérateur rotation active positive

En RMN, comme on étudie les noyaux, on utilise le moment angulaire de spin.

Dans la suite du texte nous écrirons alors les moments angulaires par la lettre I au lieu

de J, sauf aux paragraphes III.4.1 et III.4.2 traitant les matrices rotations de Wigner où J

sera employé de nouveau. Suivant la suggestion de Chaichian et Hagedon (p53 [7]),

nous affectons l'indice « A » ou « P » aux fonctions et aux opérateurs pour distinguer

une rotation active d'une rotation passive(tt).

La rotation active d'une fonction d'espace peut être décrite de deux façons :

(ra1) La première façon utilise un seul référentiel et un point particulier de l’espace

comme argument pour décrire la rotation active d'une fonction. La fonction et

son argument changent d'expression analytique après une rotation. Les

arguments successifs sont celui du point particulier subissant les rotations.

(ra2) La seconde façon utilise deux référentiels pour décrire la rotation active d'une

fonction. Initialement, ces deux référentiels sont confondus. L'un est le référentiel

initial qui est fixe par convention(uu). L'autre est le référentiel qui suit la rotation

active de la fonction. C'est un référentiel mobile par définition(vv). Les expressions

analytiques de la fonction exprimées toujours dans le même référentiel fixe sont

donc différentes mais elles ont le même argument, celui défini dans le référentiel

fixe. Le référentiel mobile sert à indiquer les axes de rotation et à définir les

angles d'Euler(ww).

                                                
(tt) Pour les tenseurs et les matrices rotations de Wigner, nous mettons explicitement en exposant "passif"

ou "actif".
(uu) Cette convention est implicite dans la littérature.
(vv) On dit aussi référentiel propre de la fonction.
(ww) Weissbluth (p53-55 [1]) et Wigner (p357-358 [8]) définissent les angles d'Euler avec les axes fixes

du référentiel initial, voir figure III.5.
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III.1.2.a. Rotation d’une fonction

D’après Goldman (p51-54 [3]) et Messiah (Tome II p453 [9]) on va déterminer

l’opérateur rotation active positive et observer son action sur une fonction d’espace (par

exemple la masse d’un corps inhomogène ou encore une fonction d’onde qui représente

la probabilité de présence d’un électron) )r( 1
!Ψ  à une distance 1r

!  de l'origine d'un

référentiel )z,y,x( . On étudie le cas d’une rotation active positive d’un angle ϕ

autour de z!  (Fig. III.1), on obtient alors une nouvelle fonction d'espace )r(A
!

Ψ′  dans le

même référentiel )z,y,x(  tel que :

)r()r( 1A
!!

Ψ=Ψ′    . (III.24)

On vient d'appliquer la première façon de décrire une rotation active (ra1).

Il existe une relation entre 1r
!  et r!  (§. II.3.2)(xx),

1z r)(Ar !!
! ϕ=     , (III.25)

soit encore (II.16),

( ) r
100
0cossin
0sincos

r)(Pr)(Ar z
1

z1
!!!!

!!
















ϕϕ−
ϕϕ

=ϕ=ϕ= −    . (III.26)

De la relation (III.24), on obtient,

( )r)(P)r()r( z1A
!!!

! ϕΨ=Ψ=Ψ′    . (III.27)

                                                
(xx) Comme on écrit les coordonnées sous forme de matrice-colonne (§. II.1.2), on appelle désormais les

matrices actives A et les matrices passives P, respectivement, matrice rotation active positive et matrice

rotation passive positive.
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ϕ

x

y

z

)r(A
!Ψ′

)r( 1
!Ψ

Final

Initial

Fig. III.1 : Rotation active positive d’un angle ϕ
autour de l’axe z d’une fonction d’espace (par
exemple la masse d’un corps inhomogène ou
encore une fonction d’onde qui représente la
probabilité de présence d’un électron).

D’après (III.26), il est facile d’exprimer les coordonnées de 1r
!

 )z,y,x( 111  en fonction

de celles de r!  )z,y,x(  :
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   . (III.28)

Si l’angle ϕ  est très petit, alors 




=ϕ
ε=ϕ
1cos

sin
 et (III.28) devient :
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Soit en reportant dans (III.27) :

z)x,yy,x()zy,x,(A ε−ε+Ψ=Ψ′    , (III.30)

qui devient, si Ψ  est différentiable :

)zy,x,(AΨ′ )zy,x,(
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x)zy,x,( Ψ
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)zy,x,(
x

y
y

x1 Ψ














∂
∂+

∂
∂−ε+=    . (III.31)

En utilisant les moments angulaires de spin (III.10), on obtient :

( ) )zy,x,(Ii1)zy,x,( zA Ψε−=Ψ′    . (III.32)

Une rotation d’un angle fini ϕ  autour de l’axe z  peut être décrit par une succession de

N rotations d’angle ε
ϕ

=
N

. Si on prend la limite quand N → ∞ ou ε → 0 pour ϕ
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constant, on obtient alors l’opérateur rotation active positive d'angle ϕϕϕϕ autour de

l'axe z :

)Iiexp(
N

iI1lim z

N

zN
ϕ−=





 ϕ−

∞→
   . (III.33)

Par la suite, cet opérateur sera aussi noté par,

)Iiexp()z,(R zA ϕ−=ϕ    , (III.34)

c'est une exponentielle complexe ayant un signe moins dans son argument ;

l'opérateur de spin est zI . La rotation active d'une fonction est,

)zy,x,()z,(R)zy,x,( AA Ψϕ=Ψ′    . (III.35)

Si on se réfère à l’équation (III.27), on obtient de plus, (Messiah Tome II p450 [9])

( )r)(P)r()r()z,(R)r( z

3

1

2

A

1

A
!!!!

! ϕΨ=Ψ=Ψϕ=Ψ′    . (III.36)

Cette relation est très importante, en effet l’opérateur )z,(R A ϕϕϕϕ  traduit deux types

de rotation : les deux premiers termes (égalité 1) indiquent une rotation active

positive de la fonction (l’argument r!  reste identique), alors que les trois derniers

termes (égalités 2 et 3) indiquent une rotation de l’argument avec la matrice

passive )(Pz ϕϕϕϕ!  (la fonction ΨΨΨΨ  reste identique).

III.1.2.b. Rotations aux angles d’Euler d’une fonction

D’après Brink et Satchler (p20 [10]), on généralise le résultat (III.36) aux trois

angles d’Euler(yy) ),,( ξθϕ  (Fig. III.2), afin de déterminer l’opérateur rotation active

positive autour des axes appartenant aux référentiels mobiles successifs vus du

                                                
(yy) Notons qu’en général les angles d’Euler s’écrivent ),,( γβα  mais pour différencier la rotation

passive de la rotation active, nous écrivons les angles d’Euler pour la rotation active sous la forme

),,( ξθϕ  sauf dans les paragraphes III.4.1 et III.4.2 concernant la matrice rotation de Wigner où, pour

être en accord avec la littérature, nous utiliserons de nouveau ),,( γβα  pour la rotation active.
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référentiel initial )z,y,x(  qui est un référentiel fixe par convention. Par la suite nous

écrirons simplement « autour des axes mobiles ». On applique la seconde façon de

décrire la rotation active d'une fonction (ra2).

La première rotation d'angle ϕ  autour de l’axe z transforme le référentiel

)z,y,x(  en un nouveau référentiel )z,y,x( ′′′  ; l'opérateur )Iiexp( zϕ−  transforme la

fonction )r(!Ψ  en )r(A
!Ψ′  :

)r()Iiexp()r( z

1

A
!! Ψϕ−=Ψ′    . (III.37)

Le nouveau référentiel )z,y,x( ′′′  qui est un référentiel mobile suit la rotation de la

fonction. Les fonctions AΨ′  et Ψ  sont exprimées dans le référentiel initial )z,y,x(  ;

elles ont donc le même argument r! . L'axe de rotation z appartient au référentiel avant la

rotation de la fonction.

La deuxième rotation d'angle θ  autour de l’axe y′  avec l’opérateur, )Iiexp( 'yθ− ,

transforme la fonction )r(A
!

Ψ′  en une nouvelle fonction )r(A
!

Ψ′′  ainsi que le référentiel

)z,y,x( ′′′  en un nouveau référentiel )z,y,x( ′′′′′′  :

)r()Iiexp()Iiexp()r()Iiexp()r( z'yA'y

1

A
!!! Ψϕ−θ−=Ψ′θ−=Ψ′′    . (III.38)

Les fonctions AΨ′′ , AΨ′  et Ψ  sont exprimées toujours dans le même référentiel

)z,y,x(  ; elles ont toujours le même argument r! . L'axe de rotation y' appartient au

référentiel juste avant la 2e rotation de la fonction.

La troisième rotation d'angle ξ  autour de l’axe z ′′  avec l’opérateur, )Iiexp( ''zξ− ,

transforme la fonction )r(A
!Ψ′′  en une nouvelle fonction )r(A

!
Ψ ′′′  ainsi que le référentiel

)z,y,x( ′′′′′′  en un nouveau référentiel )z,y,x( ′′′′′′′′′  :

)r(A
!Ψ ′′′ )r()Iiexp( A''z

1 !Ψ′′ξ−=

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z'y''z
!Ψϕ−θ−ξ−=

)r(),,(R mob
A

!Ψϕθξ=    . (III.39)

Les fonctions AΨ ′′′ , AΨ′′  et Ψ  sont exprimées toujours dans le même référentiel

)z,y,x(  ; elles ont toujours le même argument r! . Ces remarques sont en accord avec

la définition de rotation active d'une fonction, la rotation ayant lieu dans le référentiel

fixe. L'axe de rotation z ′′  appartient au référentiel juste avant la 3e rotation de la
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fonction. On obtient ainsi l’opérateur rotation active positive autour des axes

mobiles )z,y,z( ′′′′′′′′′′′′ (zz) (Goldman p79 [3], Stancu p216 [11]) :

),,(R mob
A ϕθξ )Iiexp()Iiexp()Iiexp( z'y''z

déf
ϕ−θ−ξ−=

)z,(R)y,(R)z,(R mob
A

mob
A

mob
A ϕ′θ′′ξ=    . (III.40)

Dans les arguments de ),,(R mob
A ϕθξ  le troisième angle d’Euler ξ  est à gauche et le

premier angle d’Euler ϕ  est à droite. Si nous appliquons cet opérateur rotation active

positive, alors nous obtenons la généralisation de l’équation (III.36),

)r(A
!Ψ ′′′ ( )r),,(P)r()r(),,(R

3

1

2
mob
A

1 !!! ϕθξΨ=Ψ=Ψϕθξ=    . (III.41)

Cette relation indique toujours l’effet d’une rotation active positive aux angles d'Euler

sur une fonction et une rotation passive positive de l’argument avec la matrice

),,(P ϕθξ . Les fonctions AΨ ′′′  et Ψ  sont exprimées dans le référentiel initial (fixe)

)z,y,x(  ; elles ont le même argument r
! . Par contre les axes de rotations )z,y,z( ′′′

des fonctions sont mobiles ; d'où la notation de l'opérateur rotation mob
AR . Si nous

considérons un point particulier r!  de la fonction AΨ ′′′ , le point correspondant avant la

rotation est donné par r),,(Pr1
!! ϕθξ= . La matrice passive ),,(P ϕθξ  est définie par

(II.20). Elle décrit des rotations aux angles d'Euler autour des axes mobiles.

                                                
(zz) Voici notre convention sur l'ordre des angles d'Euler dans les équations : Cet ordre, pour les arguments

d'une fonction ou d'un tenseur se trouvant à gauche du signe d'égalité du type 
déf
= , est le même que celui

dans les expressions analytiques se trouvant à droite du signe d'égalité ; "déf" signifie définition.
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zz′

x

x′ y

y′ϕα ou

zz′
z ′′

x

x′
x ′′

y
y′
y ′′

ϕα ou

θβ ou

zz′
z ′′

x

x′

x ′′
y

y′
y ′′

ϕα ou

θβ ou

x ′′′ξγ ou

y ′′′

z ′′′

Fig. III.2 : Angles d’Euler autour des axes mobiles : ),,( γβα  pour la rotation passive et ),,( ξθϕ  pour la
rotation active.
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III.1.3. Opérateur rotation passive positive

III.1.3.a. Rotation d’une fonction

Dans ce paragraphe, en s’appuyant sur Wolf [12] et Weissbluth (p48-50 [1]), on

va déterminer l’opérateur rotation passive positive et observer son action sur une

fonction d’espace )r(
!Ψ  définie dans le référentiel fixe d’axes )z,y,x( . On étudie le

cas d’une rotation passive positive d’un angle α  autour de l’axe z  (Fig. III.3). On

obtient alors une nouvelle fonction )r(P ′Ψ′ !
 définie dans le référentiel mobile d’axes

)z,y,x( ′′′  tel que :

)r()r(P
!!

Ψ=′Ψ′    . (III.42)

Les vecteurs !r  et r ′!  décrivent le même point de l’espace mais dans deux référentiels.

α

α
z

)r(P ′Ψ′ !
)r(!Ψ

x′

x

y′ y

Fig. III.3 : Rotation passive positive d’un angle α
autour de l’axe z.

Il existe une relation entre !r  et r ′! (§. II.3.1),

r)(Pr z
!!

! α=′    , (III.43)

soit d’après (II.22),

( ) r
100
0cossin
0sincos

r)(Ar)(Pr z
1

z ′















αα
α−α

=′α=′α= − !!!!
!!    . (III.44)

De la relation (III.42), on obtient,

( )r)(A)r()r( zP ′αΨ=Ψ=′Ψ′ !!!
!    . (III.45)
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D’après (III.44), il est facile d’exprimer les composantes de )z,y,x(r
!

 en

fonction de celles de )z,y,x(r ′′′′!  :







′=
α′+α′=
α′−α′=

zz
cosysinxy
sinycosxx

   . (III.46)

Si l’angle α  est très petit, alors 




=α
ε=α
1cos

sin
 et (III.46) devient :







′=
′ε+′=
′ε−′=

zz
xyy
yxx

   . (III.47)

Soit en reportant dans (III.45),

)z,xy,yx()z,y,x(P ′′ε+′′ε−′Ψ=′′′Ψ′    , (III.48)

qui devient, si Ψ  est différentiable,

)z,y,x(
x

y
y

x)z,y,x()z,y,x(P ′′′Ψ





′∂

∂′−
′∂

∂′ε+′′′Ψ=′′′Ψ′

)z,y,x(
x

y
y

x1 ′′′Ψ














′∂

∂′−
′∂

∂′ε+=    . (III.49)

En utilisant les moments angulaires de spin (III.10), on obtient :

( ) )z,y,x(Ii1)z,y,x( 'zP ′′′Ψε+=′′′Ψ′    . (III.50)

Une rotation d’un angle fini α  autour de l’axe z′  peut être décrit par une succession de

N rotations d’angle 
N
α=ε . Si on prend la limite quand N → ∞ ou ε → 0 pour α

constant, on obtient alors l’opérateur rotation passive positive :

)Iiexp(
N

iI1lim 'z

N

'zN
α=





 α+

∞→
   . (III.51)

Par la suite cet opérateur sera écrit sous la forme(aaa),

)Iiexp()z,(R 'zP α=′α    . (III.52)

                                                
(aaa) Rose (48-51 [13]) traite le cas de la rotation passive mais utilise l’opérateur rotation active (III.34).
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Cet opérateur diffère de l'opérateur rotation active par deux points : le signe de

l'argument et l'opérateur de spin(bbb). On peut donc exprimer une rotation passive

positive d’une fonction par,

)z,y,x()z,(R)z,y,x( PP ′′′Ψ′α=′′′Ψ′    . (III.53)

Si on se réfère à l’équation (III.45), on obtient de plus (Davydov p152 [14]),

( )r)(A)r()r()z,(R)r( z

32

P

1

P ′αΨ=Ψ=′Ψ′α=′Ψ′ !!!!
!    . (III.54)

Cette relation est très importante, en effet l’opérateur rotation passive positive

)z,(R P ′′′′αααα  traduit deux types de rotations : les deux premiers termes (égalité 1)

indiquent une rotation passive positive de la fonction (l’argument r! ′′′′  reste

identique), alors que les trois derniers termes (égalités 2 et 3) indiquent une

rotation de l’argument de la fonction avec la matrice active )(Az αααα!  (la fonction ΨΨΨΨ

reste identique).

III.1.3.b. Rotation d’un opérateur

Après avoir observé l’effet d’une rotation sur une fonction d’espace, on va

étudier le cas d’une rotation d’un opérateur de l’espace des coordonnées. D’après

Weissbluth (p50-51 [1]), on est souvent amené à traiter des équations du type,

)r()r(H)r( !!! χ=Ψ    , (III.55)

où )r(H !  est un opérateur d’espace des coordonnées qui transforme la fonction )r(!χ  en

)r(!Ψ .

Si l’on étudie à nouveau le cas d’une rotation passive positive d’un angle α

autour de z', on obtient alors deux nouvelles fonctions )r(P ′Ψ′ !  et )r(P ′χ′ !  dans le

référentiel ( z,y,x ′′′ ). En partant de l'égalité, )r()r(H)r(
!!! ′χ′=′Ψ , où l’on multiplie à

gauche les deux membres par )Iiexp( 'zα , on a :

)r()r(H)Iiexp()r()Iiexp( 'z'z
!!! ′χ′α=′Ψα    . (III.56)

                                                
(bbb) Cet opérateur dépend des conventions choisies. Nous utilisons pour la rotation active le couple (r, r1)

et pour la rotation passive le couple (r', r).
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On y insère l'identité 1)Iiexp()Iiexp( 'z'z =αα− , ce qui donne :

)r()Iiexp()Iiexp()r(H)Iiexp()r()Iiexp( 'z'z'z'z
!!! ′χαα−′α=′Ψα    . (III.57)

Comme )r()r()Iiexp(
2

'z
!! χ=′χα , (III.57) se transforme en

)r()Iiexp()r(H)Iiexp()r()Iiexp( 'z'z'z
!!! χα−′α=′Ψα    . (III.58)

D'autre part )r()r(H)r()r()Iiexp(
2

'z
!!!! χ=Ψ=′Ψα . En identifiant cette dernière relation

avec (III.58) on peut écrire

)r(H)Iiexp()rH()Iiexp( 'z'z
!! =α−′α    . (III.59)

Plus généralement, on en déduit que

( )r)(AH)r(H)Iiexp()rH()Iiexp()r(H z

32

'z'z

1

P ′α==α−′α=′′ !!!!
!    . (III.60)

Cette relation correspond à une rotation passive positive d'un opérateur d’espace

des coordonnées et à une rotation active positive de son argument avec la matrice

)(Az αααα! . On remarque que l’opérateur )r(H ′!  est pris en sandwich entre )Iiexp( 'zα  à

gauche et )Iiexp( 'zα−  à droite. Les équations (III.54) et (III.60) sont les équations de

transformation d’une fonction et d’un opérateur par une rotation passive positive d’un

angle α  autour de z! .

Remarque : notons que pour une rotation active positive nous obtenons la relation

suivante,

( )r)(PH)r(H)Iiexp()rH()Iiexp()r(H z

3

1

2

zz

1

A
!!!!

! ϕ==ϕϕ−=′    . (III.61)

Cette relation correspond à une rotation active positive d'un opérateur d’espace

des coordonnées et à une rotation passive positive de son argument avec la matrice

)(Pz ϕϕϕϕ! . Si nous réexaminons le tableau I.2, l’équation (III.61) confirme l'emploi de

ce tableau : c’est une rotation active positive des opérateurs de l’espace des spins.
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III.1.3.c. Rotations aux angles d’Euler d’une fonction

On va étudier la rotation passive aux angles d’Euler d’une fonction (Fig. III.2).

En effet on peut considérer cette rotation de deux points de vue :

(1) Selon Wolf, les rotations s'effectuent autour des axes appartenant aux référentiels

mobiles successifs et les opérateurs rotations sont décrits dans ces référentiels

mobiles successifs. Par la suite nous écrirons simplement rotation passive autour

des axes mobiles selon Wolf.

(2) Selon Fano, les rotations s'effectuent autour des axes appartenant aux référentiels

mobiles successifs mais les opérateurs rotations sont décrits dans le référentiel qui

précède une rotation. Par la suite nous écrirons simplement rotation passive

autour des axes mobiles selon Fano.

La conséquence est que l’on obtient deux opérateurs rotations passives différents.

(1) Dans un premier temps, on considère la rotation passive positive autour des axes

mobiles selon Wolf [12]. On applique le résultat (III.54) aux trois angles d’Euler (Fig.

III.2), afin de déterminer cet opérateur.

La première rotation d'angle α  autour de l’axe z transforme le référentiel

)z,y,x(  en un nouveau référentiel )z,y,x( ′′′ . L'axe de rotation z′  appartient au

référentiel après la 1ère  rotation, bien que les axes z et z′  soient confondus. On a,

)r()Iiexp()r( 'z

1

P ′Ψα=′Ψ′ !!    . (III.62)

L'argument des deux fonctions )r( ′Ψ !  et )r(P ′Ψ′ !  est r ′! .

La deuxième rotation d'angle β  autour de l’axe y′  transforme le référentiel

)z,y,x( ′′′  en un nouveau référentiel )z,y,x( ′′′′′′ . De cette rotation et en utilisant

l’équation précédente, on a,

)r()Iiexp()Iiexp()r()Iiexp()r( ''z''yP''y

1

P ′′Ψαβ=′′Ψ′β=′′Ψ ′′ !!!
   . (III.63)

L'axe de rotation y ′′  appartient au référentiel après la 2e rotation, bien que les axes y′  et

y ′′  soient confondus. De plus les opérateurs de spin sont liés aux axes zety ′′′′ . En

effet comme on se place dans le référentiel mobile, les nouveaux axes sont bien

maintenant les axes x ′′ , zety ′′′′ .
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La troisième rotation d'angle γ  autour de l’axe z ′′  transforme le référentiel

)z,y,x( ′′′′′′  en un nouveau référentiel )z,y,x( ′′′′′′′′′ . De cette rotation et en utilisant

l’équation précédente, on a l’opérateur rotation passive positive autour des axes

mobiles selon Wolf,

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp()r()Iiexp()r( '''z'''y'''zP'''z

1

P ′′′Ψαβγ=′′′Ψ ′′γ=′′′Ψ ′′′ !!!
   .

(III.64)

L'axe de rotation z ′′′  appartient au référentiel après la 3e rotation, bien que les axes z ′′

et z ′′′  soient confondus. Dans le référentiel mobile, les nouveaux axes sont à présent

zety,x ′′′′′′′′′ .

Dans cette dernière expression, il est clair que la caractéristique de l’opérateur

rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf est d’être exprimé par des

opérateurs de spin liés aux axes finals )z,y,x( ′′′′′′′′′ . A chaque rotation les opérateurs

de spin changent.

(2) On va traiter à présent la rotation passive positive autour des axes mobiles selon

Fano. En utilisant la démonstration de Fano et Racah (p45 [15]), on applique le résultat

(III.54) aux trois angles d’Euler (Fig. III.2), afin de déterminer cet opérateur.

La première rotation d'angle α  autour de l’axe z transforme le référentiel

)z,y,x(  en un nouveau référentiel )z,y,x( ′′′ . On a,

)r()Iiexp()r( z

1

P ′Ψα=′Ψ′ !!    . (III.65)

L'équation (III.65), qui utilise l'opérateur de spin zI , est en désaccord avec celle de

(III.52), qui utilise l'opérateur de spin 'zI . Cette remarque nous permettra par la

suite de justifier l'abandon de la matrice rotation passive de Wigner selon Fano (§.

III.4.2).

La deuxième rotation d'angle β  autour de l’axe y′  transforme le référentiel

)z,y,x( ′′′  en un nouveau référentiel )z,y,x( ′′′′′′ . De cette rotation et en utilisant

l’équation précédente, on a,

)r()Iiexp()Iiexp()r()Iiexp()r( z'yP'y

1

P ′′Ψαβ=′′Ψ′β=′′Ψ ′′ !!!
   . (III.66)

La troisième rotation d'angle γ  autour de l’axe z ′′  transforme le référentiel

)z,y,x( ′′′′′′  en un nouveau référentiel )z,y,x( ′′′′′′′′′ . De cette rotation et en utilisant
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l’équation précédente, on a l’opérateur rotation passive positive autour des axes

mobiles selon Fano,

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp()r()Iiexp()r( z'y''zP''z

1

P ′′′Ψαβγ=′′′Ψ ′′γ=′′′Ψ ′′′ !!!
   .

(III.67)

Comme on se place du point de vue de Fano, les opérateurs de spin sont liés aux axes z,

y′  et z ′′ .

Remarque : A part l'absence des signes "−" dans les fonctions exponentiels de (III.67),

l'approche de Fano et Racah pour introduire l'opérateur rotation passive positive autour

des axes mobiles est identique au cas de la rotation active positive autour des axes

mobiles (§. III.1.2.b).

Il existe donc deux façons de noter l’opérateur rotation passive positive

autour des axes mobiles (III.64) et (III.67).



III.1. Opérateur rotation
121

1ère rotation d’angle d’Euler α autour de z. 1ére rotation d’angle d’Euler γ  autour de z.

2ème rotation d’angle d’Euler β autour de y’. 2ème rotation d’angle d’Euler β autour de y.

3ème rotation d’angle d’Euler γ  autour de z’’. 3ème rotation d’angle d’Euler α  autour de z.

Fig. III.4 : Rotation aux angles d’Euler. Equivalence entre rotation positive autour des axes mobiles
)z,y,z( ′′′  (Figures de gauche, Rose 1957 p50 [13]) et rotation positive autour des axes fixes )z,y,z(

(Figures de droite Rose 1955 p16 [16]).
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γγγγ αααα

1ère rotation d’angle d’Euler γ autour de z. 1ére rotation d’angle d’Euler α  autour de z.
300

γγγγ αααα

2ème rotation d’angle d’Euler β autour de y’. 2ème rotation d’angle d’Euler β autour de y.

γγγγ

αααα
γγγγ

αααα

3ème rotation d’angle d’Euler α autour de z’’. 3ème rotation d’angle d’Euler γ autour de z.

Fig. III.5 : Equivalence entre rotation positive autour des axes mobiles )z,y,z( ′′′  (Figures de gauche)
et rotation positive autour des axes fixes )z,y,z(  (Figures de droite) (Wigner p90 [8]).
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Nous noterons l’opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon

Wolf [12] :

),,(R W,mob
P αβγ )Iiexp()Iiexp()Iiexp( '''z'''y'''z

déf
αβγ=

)z,(R)y,(R)z,(R mob
P

mob
P

mob
P ′′′α′′′β′′′γ=    . (III.68)

Nous noterons l’opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon

Fano (Fano et Racah [15]) :

),,(R F,mob
P αβγ )Iiexp()Iiexp()Iiexp( z'y''z

déf
αβγ=

)z,(R)y,(R)z,(R mob
P

mob
P

mob
P α′β′′γ=    . (III.69)

Les opérateurs rotations passives ),,(R F,mob
P αβγ  et ),,(R W,mob

P αβγ  ont les mêmes

angles d'Euler ; ils ne diffèrent que par les opérateurs de spin. Si nous appliquons ces

opérateurs rotations passives positives à l’équation (III.54),

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! ( )r),,(A)r()r(),,(R
32

WouF,mob
P

1
′′′γβαΨ=Ψ=′′′Ψαβγ= !!!    . (III.70)

Cette relation indique toujours l’effet d’une rotation passive positive aux angles d'Euler

sur une fonction et une rotation active aux angles d'Euler de l’argument avec la matrice

),,(A γβα . Les fonctions PΨ ′′′  et Ψ  sont exprimées dans le référentiel mobile final

)z,y,x( ′′′′′′′′′  ; elles ont le même argument r ′′′! . Par contre les axes de rotations des

fonctions sont mobiles ; d'où la notation de l'opérateur rotation WouF,mob
PR . Si nous

considérons un point particulier r ′′′!  de la fonction PΨ ′′′  dans le référentiel mobile final,

le point correspondant dans le référentiel initial )z,y,x(  avant la 1ère rotation est

donné par r),,(Ar ′′′γβα= !! . La matrice active ),,(A γβα  est définie par la relation

(II.26). Les angles d'Euler des rotations passives de la fonction sont définis autour des

axes mobiles.
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III.2. Axes fixes et axes mobiles

III.2.1. Intérêts de la rotation autour des axes fixes

A présent nous pouvons nous s’intéresser aux différences entre une rotation

s’effectuant autour des axes mobiles (ce que l’on a fait jusqu’à présent) et une rotation

s’effectuant autour des axes fixes (c’est-à-dire les axes du référentiel initial (fixe)).

D’après Weissbluth (p54-55 [1]) et d’après la figure III.4 nous constatons que le

choix des axes de rotation a une influence sur la définition des angles d’Euler. Pour

une rotation aux angles d’Euler autour des axes mobiles (Rose 1957 p50 [13]) le

premier angle est αααα  et le dernier est γγγγ , alors que pour une rotation aux angles

d’Euler autour des axes fixes (Rose 1955 p16 [16]) le premier angle est γγγγ  et le

dernier est αααα . Par la suite nous utiliserons les angles d’Euler autour des axes mobiles

(sauf avis contraire)(ccc). Nous allons étudier les opérateurs associés à ces deux types de

rotations. La raison de différencier axes fixes et axes mobiles est que les opérateurs de

moment angulaire ne commutent pas de la même façon.

En effet, considérerons la rotation active positive discutée dans le paragraphe

III.1.2 (Fig. III.6). Soit une rotation active positive d’angle ϕ  autour de l’axe Z ou z.

Nous pouvons nous placer soit dans le référentiel mobile d'axes )z,y,x(  (partie

gauche de l’égalité (III.71)) soit dans le référentiel fixe d'axes )Z,Y,X(  (partie droite

de l’égalité (III.71)),
Zz IiIi ee ϕ−ϕ− =    . (III.71)

Si nous effectuons à présent une rotation active positive d’angle θ  autour de l'axe y

dans le référentiel des axes mobiles (puisque nous pouvons nous placer dans le

référentiel mobile lié à l’objet), l’égalité précédente devient,

                                                
(ccc) Nous privilégions la définition des angles d'Euler avec des axes mobiles vus dans le référentiel fixe, le

1er angle d'Euler est α ou ϕ (dessins de gauche dans Fig. III.4), par contre le 1er angle d'Euler est γ ou ξ

pour les rotations autour des axes fixes (dessins de droite dans Fig. III.4). Au contraire, Weissbluth (p53-

55 [1]) ainsi que Wigner (p357-358 [8]) privilégient la définition des angles d'Euler avec les axes fixes

vus dans le référentiel fixe (dessins de droite dans Fig. III.5), le 1er angle d'Euler est α ou ϕ,  par contre le

1er angle d'Euler est γ ou ξ pour les rotations autour des axes mobiles (dessins de gauche dans Fig. III.5).
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Z

Y

X x

y

ϕ

z

θ
ϕ

Fig. III.6 : Rotation active positive autour des axes
mobiles )z,y,x(  et autour des axes fixes

)Z,Y,X( . Dans le cas des axes mobiles, la
rotation d’angle θ  de l’objet s’effectue autour de
l’axe y.

Zyzy IiIiIiIi eeee ϕ−θ−ϕ−θ− =    . (III.72)

Transformons, à partir de la relation A3.1 (Annexe), la partie droite de l’égalité (III.72)

pour obtenir une rotation active positive autour des axes fixes,

zy IiIi ee ϕ−θ− ( ) ZZYZ IiIiIiIi eeee ϕ−ϕθ−ϕ−= YZ IiIi ee θ−ϕ−=    . (III.73)

Si nous recommençons ce raisonnement mais que nous débutons par la rotation d’angle

θ  et que nous poursuivons par la rotation d’angle ϕ , nous obtenons l’égalité suivante,

ZYyz IiIiIiIi eeee ϕ−θ−θ−ϕ− =    . (III.74)

Soustrayons membre à membre les égalités (III.73) et (III.74), nous obtenons la

nouvelle égalité,

ZYYZyzzy IiIiIiIiIiIiIiIi eeeeeeee ϕ−θ−θ−ϕ−θ−ϕ−ϕ−θ− −=−    . (III.75)

Considérons que les angles ϕ  et θ  sont petits, de (III.33) nous pouvons réécrire

l’égalité (III.75) sous la forme,

)Ii1)(Ii1()Ii1)(Ii1( yzzy θ−ϕ−−ϕ−θ−

)Ii1)(Ii1()Ii1)(Ii1( ZYYZ ϕ−θ−−θ−ϕ−=    . (III.76)

Après développement et simplification, nous obtenons,

YZZYzyyz IIIIIIII −=−    , (III.77)

qui peut se mettre sous forme de commutateur,

]I,I[]I,I[ ZYyz =    . (III.78)

Alors nous voyons que les opérateurs de moment angulaire ne commutent pas de la

même façon dans le référentiel fixe )Z,Y,X(  et dans le référentiel mobile

)z,y,x(  (Zare p83 [17]). D'après P. Tougne, notons que dans le cas qui nous

intéresse, cette démonstration n'est pas rigoureuse.
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Considérons à présent la rotation passive positive. La différence entre

l’opérateur rotation passive positive (III.52) et l’opérateur rotation active positive

(III.34) est le signe « – » devant le i de l’exponentiel. Remarquons que le nombre i

n’intervient pas dans la relation (III.78), nous retrouvons donc le même type de relation

pour la rotation passive positive autour des axes fixes et mobiles. Ainsi les opérateurs

de moment angulaire ne commutent pas de la même façon dans le référentiel fixe

et dans le référentiel mobile. Il est donc préférable de travailler dans un référentiel fixe

pour conserver les relations de commutation des opérateurs de moment angulaire.

Nous allons chercher maintenant les opérateurs liés à la rotation active et à la

rotation passive autour des axes fixes.

III.2.2. Rotation active autour des axes fixes

D’après Brink et Satchler (p20 [10]), Elbaz (p295-296 [5]), Goldman (p78-

79 [3], Stancu p216 [11]) on va exprimer, à partir de l'opérateur rotation active positive

autour des axes mobiles, l’opérateur rotation active positive autour des axes appartenant

au référentiel initial donc fixe. Par la suite nous écrirons simplement « autour des axes

fixes ». En utilisant la formule mathématique démontrée en annexe A.3 et la figure III.7,

on a :







ϕθ−ϕ−=θ−

ϕϕ−=

)I(iexp)Ii(exp)Ii(exp)Ii(exp
)I(iexp)IIi(expI

zyzy'

zyzy'    , (III.79)

et,







θξ−θ−=ξ−

θθ−=

)I(iexp)Ii(exp)Ii(exp)Ii(exp
)I(iexp)IIi(expI

'yz'y"z

'yz'y"z    , (III.80)

d’où,

)Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp( 'yzzyz''z θ−ξ−ϕθ−ϕ−=ξ−    .

(III.81)

En remplaçant les opérateurs )Ii(exp y'θ−  et )Iiexp( ''zξ−  dans l’expression de

),,(R mob
A ϕθξ , définie par (III.40), par ceux définis ci-dessus et en permutant les

opérateurs rotations lorsque cela est possible, on obtient :
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),,(R fixe
A ξθϕ )Iiexp()Iiexp()Iiexp( zyz

déf
ξ−θ−ϕ−=

)z,(R)y,(R)z,(R fixe
A

fixe
A

fixe
A ξθϕ=

),,(R mob
A ϕθξ=    . (III.82)

Il est à noter qu’il y a égalité entre les opérateurs ),,(R fixe
A ξθϕ  et ),,(R mob

A ϕθξ . Pour

l’opérateur rotation active positive autour des axes mobiles, l’ordre des angles

d’Euler est ),,( ϕθξ . Par contre pour l’opérateur rotation active positive autour des

axes fixes l’ordre des angles d’Euler est ),,( ξθϕ . Il y a une inversion de l'ordre des

angles d'Euler en passant d'une rotation active autour des axes fixes à une rotation

active autour des axes mobiles et inversement. L'équivalent de (III.41) est

( )r),,(P)r()r(),,(R)r(
3

1

2
fixe
A

1

A
!!!! ϕθξΨ=Ψ=Ψξθϕ=Ψ ′′′    . (III.83)

ϕ

θ

z 'z''z'''z

x

'x

''x

'''x
y

'y
''y

'''yξ

Fig. III.7 : Angles d’Euler pour la
rotation active autour des axes
mobiles (ϕ  autour de z,θ  autour de
y ′ et ξ  autour de z ′′ ).
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III.2.3. Rotation passive autour des axes fixes

On vient de voir dans le paragraphe III.1.3.c qu'il y a deux points de vue pour la

rotation passive positive autour des axes mobiles, celui de Fano et celui de Wolf. Dans

ce paragraphe on va déterminer les deux points de vue pour la rotation passive positive

autour des axes fixes à partir des deux précédents.

α

β

z 'z''z'''z

x

'x

''x

'''x
y

'y
''y

'''yγ

Fig. III.8 : Angles d’Euler pour la
rotation passive autour des axes
mobiles (α  autour de z, β  autour de
y ′ et γ autour de z ′′ ).

(1) On commence par déduire l’opérateur rotation passive positive autour des axes

fixes selon Fano (Fano et Racah p57 [15]). On part de l’opérateur rotation passive

positive autour des axes mobiles selon Fano. D’après la figure III.8, certains axes sont

équivalents :







′′=′
′′′=′′

′=

yy
zz

zz
   . (III.84)

De plus en utilisant la formule mathématique démontrée en annexe A.3 ainsi que

l’équation (III.84), on a,







α−βα=β

α−α=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp(
)Iiexp(I)Iiexp(I

zyz'y

zyz'y    , (III.85)

et,
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β−γα−βα=γ

β−γβ=γ

β−β=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp(

)Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp(
)Iiexp(I)Iiexp(I

'yzzyz''z

'yz'y''z

'yz'y''z

   .

(III.86)

En introduisant l’expression (III.86) dans l’équation (III.69), on obtient,

)Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp(),,(R zzyz
F,mob

P γα−βα=αβγ

)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z'y'y αββ−×    . (III.87)

Comme zI  commute avec lui-même,

)Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp(),,(R zzzyz
F,mob

P γαα−βα=αβγ    ,

(III.88)

on obtient l’opérateur rotation passive positive autour des axes fixes )z,y,x(  selon

Fano,

),,(R F,fixe
P γβα )Iiexp()Iiexp()Iiexp( zyz

déf
γβα=

)z,(R)y,(R)z,(R fixe
P

fixe
P

fixe
P γβα=

),,(R F,mob
P αβγ=    . (III.89)

Il est à noter qu’il y a égalité entre les opérateurs ),,(R F,fixe
P γβα  et ),,(R F,mob

P αβγ .

L'ordre des angles d'Euler de l'opérateur rotation passive positive autour des axes

fixes selon Fano est l'inverse de celui des angles d'Euler de l'opérateur rotation

passive positive autour des axes mobiles. On a déjà rencontré un inversement de

l'ordre des angles d'Euler dans la rotation active (III.82). L'équivalent de (III.70) est

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! ( )r),,(A)r()r(),,(R
32

F,fixe
P

1
′′′γβαΨ=Ψ=′′′Ψγβα= !!!    . (III.90)

(2) On prend maintenant le cas étudié par Wolf [12] (III.68). On exprime, à partir de

l'opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf, l’opérateur

rotation passive positive autour des axes fixes selon Wolf. En utilisant la formule

mathématique démontrée en annexe A.3 ainsi que les équations (III.84), on a,
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γβγ−=β

γγ−=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp(
)Iiexp(I)Iiexp(I

''z'y''z'''y

''z'y''z'''y    , (III.91)

et,









βαβ−=α

βγβ−=γ

ββ−=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp(
)Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp(

)Iiexp(I)Iiexp(I

'yz'y''z

'yz'y''z

'yz'y''z

   , (III.92)

ainsi que,







αβα−=β

αα−=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp()Iiexp(
)Iiexp(I)Iiexp(I

zyz'y

zyz'y    . (III.93)

On utilise l’équation (III.68),

),,(R W,mob
P αβγ )Iiexp()Iiexp()Iiexp( '''z'''y'''z αβγ=    . (III.94)

En remplaçant )Iiexp( '''yβ  par la deuxième équation du système (III.91), on obtient,

)Iiexp()Iiexp()Iiexp(),,(R ''z''z'y
W,mob

P αγβ=αβγ    . (III.95)

En remplaçant )Iiexp( ''zγ  par la deuxième équation du système (III.92), on obtient,

)Iiexp()Iiexp()Iiexp(),,(R ''z'yz
W,mob

P αβγ=αβγ    . (III.96)

En remplaçant )Iiexp( ''zα  par la troisième équation du système (III.92), on obtient,

)Iiexp()Iiexp()Iiexp(),,(R 'yzz
W,mob

P βαγ=αβγ    . (III.97)

En remplaçant )Iiexp( 'yβ  par la deuxième équation du système (III.93), on obtient

l’opérateur rotation lié au référentiel fixe )z,y,x(  selon Wolf, que l’on notera

simplement ),,(R W,fixe αβγ  (Blum p311 [18] ainsi que Edmonds [19,20] qui en 1957

commence avec la convention de Fano et Racah (p8 [15]) et qui poursuit en 1974

avec celle de Wolf (p55 [12])),

),,(R W,fixe αβγ )Iiexp()Iiexp()Iiexp( zyz αβγ=

)z,(R)y,(R)z,(R fixefixefixe αβγ=

),,(R W,mob
P αβγ=    . (III.98)
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Contrairement aux opérateurs rotations actives et aux opérateurs rotations

passives selon Fano où l'ordre des angles d'Euler est inversé en passant d'une rotation

autour des axes mobiles à une rotation autour des axes fixes, l'ordre des angles d'Euler

des deux opérateurs ),,(R W,fixe ααααββββγγγγ  et ),,(R W,mob
P ααααββββγγγγ  est le même. Nous n'avons

pas mis d'indice A ou P à ),,(R W,fixe αβγ  car son expression,

)Iiexp()Iiexp()Iiexp( zyz αβγ , suggère deux interprétations possibles. L’opérateur

rotation ),,(R W,fixe αβγ  sera, selon le cas étudié, l'opérateur rotation active négative

autour des axes fixes ou l'opérateur rotation passive positive autour des axes fixes :

(a) active négative autour des axes fixes pour les rotations (§. III.3, III.4.1.c et

III.4.1.d). Pour être en accord avec nos conventions sur les angles d'Euler, nous

remplaçons dans (III.98) ),,( αβγ  par ),,( ϕθξ  :

),,(R W,fixe
A ϕθξ )Iiexp()Iiexp()Iiexp( zyz

déf
ϕθξ=

)z,(R)y,(R)z,(R fixe
A

fixe
A

fixe
A ϕ−θ−ξ−=

),,(R fixe
A ϕ−θ−ξ−=    . (III.99)

Les deux opérateurs ),,(R W,fixe
A ϕθξ  et ),,(R fixe

A ϕ−θ−ξ−  ont des angles d’Euler

de signes opposés. On en déduit des relations (III.98) et (III.99) que l'opérateur

rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf, ),,(R W,mob
P αβγ , est

égale à l'opérateur rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf

),,(R W,fixe
A ϕθξ . Nous verrons au paragraphe III.3 que l'opérateur ),,(R W,fixe

A ϕθξ

nous permettra de lier rotation active et rotation passive. L'équivalent de (III.41) est

( )r),,(P)r()r(),,(R)r(
3

1

2
W,fixe

A

1

A
!!!! ϕθξΨ=Ψ=Ψϕθξ=Ψ ′′′    . (III.100)

(b) passive positive autour des axes fixes pour définir la matrice rotation de

Wigner selon Wolf (§. III.4.2.b).

)Jiexp()Jiexp()Jiexp(),,( zyz

déf
W,fixe

P αβγ=αβγℜ

),,(R W,mob
P αβγ=    . (III.101)

Pour la matrice de Wigner nous notons l’opérateur moment angulaire J au lieu de I.
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III.3. Liens entre rotation passive positive et rotation
active négative

Dans ce paragraphe III.3 nous allons établir les liens entre les opérateurs

rotations actives et les opérateurs rotations passives. Dans un premier temps nous

commencerons par une rotation passive positive et nous déterminerons les opérateurs

rotations actives et passives correspondants (Fig. III.9). Dans un deuxième temps nous

partirons d’une rotation active positive (Fig. III.10). Notons que dans ce paragraphe,

nous effectuons des rotation sur des fonctions et non pas sur des vecteurs. Nous

prendrons une fonction d’onde Xp====ΨΨΨΨ  dont la représentation graphique

simplifiée est une flèche (Fig. III.12, III.13, III.15 et III.16).

III.3.1. Passage d’une rotation passive à une rotation active

Pour permettre de suivre plus facilement notre argumentation sur les rotations,

nous indiquons, dans la figure III.9, les différentes façons de considérer la rotation en

partant d’une rotation passive positive autour des axes mobiles selon Fano. De plus

nous illustrerons cette argumentation par un exemple au §. III.3.3. Comme nous partons

d'une rotation passive, les angles d'Euler sont 0α=α (ddd), 0β=β  et 0γ=γ . Il faut

adapter les angles d'Euler ϕ, θ et ξ pour la rotation active à ceux de la rotation passive.

Pour simplifier la présentation, nous allons distinguer les six cas possibles en utilisant

les deux lettres « pa » qui signifient passive → active.

(pa1) Partons de l'opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon

Fano. Dans ce cas l’angle 0α  est le premier et l’angle 0γ  est le dernier, l’opérateur est

donné par (III.69),

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(),,(R 000
F,mob

P ′′′Ψαβγ= !

)r()z,(R)y,(R)z,(R 0
mob
P0

mob
P0

mob
P ′′′Ψα′β′′γ= !

                                                
(ddd) En informatique, on appelle α une variable et α0 une constante.
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)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0 ′′′Ψαβγ= !    . (III.102)

(pa2) L'opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon Fano {(III.69)

ou (III.102)} est équivalent à l'opérateur rotation passive positive autour des axes

fixes selon Fano (III.89), mais en inversant l'ordre des angles d'Euler. L’angle 0γ  est le

premier et l’angle 0α  est le dernier,

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(),,(R 000
F,fixe

P ′′′Ψγβα= !

)r()z,(R)y,(R)z,(R 0
fixe
P0

fixe
P0

fixe
P ′′′Ψγβα= !

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0 ′′′Ψγβα= !    . (III.103)

(pa3) Afin d’établir le lien entre rotation passive et rotation active, nous utilisons les

deux opérateurs rotations selon Wolf. L'opérateur rotation passive positive autour des

axes mobiles selon Wolf (III.68) est équivalant à celui de Fano présenté dans (pa1). Ils

ont les mêmes angles d'Euler. Dans ce cas l’angle 0α  est le premier et l’angle 0γ  est

le dernier,

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(),,(R 000
W,mob

P ′′′Ψαβγ= !

)r()z,(R)y,(R)z,(R 0
mob
P0

mob
P0

mob
P ′′′Ψ′′′α′′′β′′′γ= !

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( '''z0'''y0'''z0 ′′′Ψαβγ= !    . (III.104)

(pa4) A l'opérateur rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf (pa3)

correspond l’opérateur rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf

(III.98) et (III.99) où l’angle 0α  est le premier et l’angle 0γ  est le dernier,

)r(A
!Ψ ′′′ )r(),,(R 000

W,fixe
A

!Ψαβγ=

)r()z,(R)y,(R)z,(R 0
fixe
A0

fixe
A0

fixe
A

!Ψα−β−γ−=

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0
!Ψαβγ=    . (III.105)

Notons que si nous considérons (III.105) comme une rotation passive positive, nous

sommes alors en conflit avec Fano (III.103).

Les deux opérateurs rotations selon Wolf (III.98) et (III.99) ont permis de

passer de la rotation passive à la rotation active. Nous avons adapté les angles
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d'Euler pour la rotation active ),,( ξξξξθθθθϕϕϕϕ  dans (III.99) à ceux de la rotation passive

),,( 000 γγγγββββαααα .

(pa5) En fait, l’opérateur rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf est

l'opérateur rotation active négative autour des axes fixes (III.82) où l’angle − 0α  est le

premier et l’angle − 0γ  est le dernier, (voir la 2e égalité de (III.105)).

)r(A
!Ψ ′′′ )r(),,(R 000

fixe
A

!Ψα−β−γ−=

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0
!

Ψαβγ=    . (III.106)

(pa6) Une rotation active négative autour des axes fixes est liée à une rotation active

négative autour des axes mobiles (III.40), et cela en inversant l’ordre des angles,

l’angle − 0γ  est le premier et l’angle − 0α  est le dernier,

)r(A
!Ψ ′′′ )r(),,(R 000

mob
A

!Ψγ−β−α−=

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0
!

Ψγβα=    . (III.107)

(pa7) Enfin une rotation passive positive d'une fonction autour des axes mobiles

correspond à une rotation active des arguments de la fonction avec la matrice

),,(A 000 γγγγββββαααα  autour des axes mobiles (III.70),

( )r),,(A)r(),,(R)r( 000000
WouF,mob

P

1

P ′′′γβαΨ=′′′Ψαβγ=′′′Ψ ′′′ !!!    .

(III.108)

D’après les relations (III.102), (III.103) et (III.104), l’équation (III.108) peut prendre

trois formes,

( )r),,(A

)r(),,(R

)r(),,(R

)r(),,(R

)r( 000

000
F,fixe

P

000
W,mob

P

000
F,mob

P
1

P ′′′γβαΨ=
















′′′Ψγβα

′′′Ψαβγ

′′′Ψαβγ

=′′′Ψ ′′′ !

!

!

!

!
   . (III.109)

Dans ce cas il suffit d’appliquer la matrice active ),,(A 000 γβα  sur les arguments de la

fonction. Nous illustrerons cette propriété par un exemple au paragraphe III.4.1.c.
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(pa2) Rotation passive positive
autour des axes fixes selon Fano

(pa6) Rotation active négative
autour des axes mobiles

)r(/)r(P ′′′Ψ′′′Ψ ′′′ !!

),,(R 000
F,fixe

P γβα=
)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0 γβα=

)r(/)r(A
!! ΨΨ ′′′

),,(R 000
mob
A γ−β−α−=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0 γβα=

(pa1) Rotation passive positive autour
des axes mobiles selon Fano

(pa5) Rotation active négative autour des
axes fixes, (pa4) selon Wolf

)r(/)r(P ′′′Ψ′′′Ψ ′′′ !!

),,(R 000
F,mob

P αβγ=
)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0 αβγ=

)r(/)r(A
!!

ΨΨ ′′′
),,(R 000

fixe
A α−β−γ−=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0 αβγ=

),,(R 000
W,fixe

A αβγ=

(pa3) Rotation passive positive
autour des axes mobiles selon Wolf

)r(/)r(P ′′′Ψ′′′Ψ ′′′ !!

),,(R 000
W,mob

P αβγ=
)Iiexp()Iiexp()Iiexp( '''z0'''y0'''z0 αβγ=

Fig. III.9 : Relations entre les différentes rotations lorsque nous commençons par une rotation passive
positive autour des axes mobiles. Une rotation passive positive autour des axes mobiles selon Fano
(pa1) correspond à une rotation passive positive autour des axes fixes selon Fano (pa2) et une rotation
passive positive autour des axes mobiles selon Wolf (pa3). A cette dernière rotation correspond, en
utilisant la rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf (pa4), une rotation active négative
autour des axes fixes (pa5). De même cette rotation est liée à la rotation active négative autour des axes
mobiles (pa6). Notons que tous les signes des arguments des exponentiels sont positifs.
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(ap1) Rotation active positive
autour des axes mobiles

(ap6) Rotation passive négative
autour des axes fixes selon Fano

)r(/)r(A
!! ΨΨ ′′′

),,(R 000
mob
A ϕθξ=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0 ϕ−θ−ξ−=

)r(/)r(P ′′′Ψ′′′Ψ ′′′ !!

),,(R 000
F,fixe

P ϕ−θ−ξ−=
)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0 ϕ−θ−ξ−=

(ap2) Rotation active positive autour des
axes fixes, (ap3) selon Wolf

(ap5) Rotation passive négative autour
des axes mobiles selon Fano

)r(/)r(A
!!

ΨΨ ′′′
),,(R 000

fixe
A ξθϕ=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0 ξ−θ−ϕ−=

),,(R 000
W,fixe

A ξ−θ−ϕ−=

)r(/)r(P ′′′Ψ′′′Ψ ′′′ !!

),,(R 000
F,mob

P ξ−θ−ϕ−=
)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0 ξ−θ−ϕ−=

(ap4) Rotation passive négative autour
des axes mobiles selon Wolf

)r(/)r(P ′′′Ψ′′′Ψ ′′′ !!

),,(R 000
W,mob

P ξ−θ−ϕ−=
)Iiexp()Iiexp()Iiexp( '''z0'''y0'''z0 ξ−θ−ϕ−=

Fig. III.10 : Relations entre les différentes rotations lorsque nous commençons par une rotation active
positive autour des axes mobiles. Une rotation active positive autour des axes mobiles (ap1) correspond à
une rotation active positive autour des axes fixes (ap2). A cette dernière rotation correspond, en utilisant
la rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf (ap3), une rotation passive négative autour des
axes mobiles selon Wolf (ap4). Cette rotation est liée à la rotation passive négative autour des axes
mobiles selon Fano (ap5), mais aussi à la rotation passive négative autour des axes fixes selon Fano
(ap6). Notons que tous les signes des arguments des exponentiels sont négatifs. (Timkham p112 [21])
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III.3.2. Passage d’une rotation active à une rotation passive

Afin de résumer ce que nous avons observé à propos des rotations, nous

indiquerons dans la figure III.10 les différentes façons de considérer la rotation en

partant d’une rotation active positive. Au paragraphe III.3.4 nous appliquerons cette

démonstration à un exemple. Comme nous partons d'une rotation active, les angles

d'Euler sont 0ϕ=ϕ , 0θ=θ  et 0ξ=ξ . Il faut adapter les angles d'Euler α, β et γ pour la

rotation passive avec ceux de la rotation active. Pour simplifier la présentation, nous

avons distingué les six cas possibles en utilisant les deux lettres « ap » qui signifient

active → passive.

(ap1) Partons d’une rotation active positive autour des axes mobiles. Dans ce cas

l’angle 0ϕ  est le premier et l’angle 0ξ  est le dernier, l’opérateur est (III.40),

)r(A
!

Ψ ′′′ )r(),,(R 000
mob
A

!Ψϕθξ=

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0
!

Ψϕ−θ−ξ−=    . (III.110)

(ap2) A une rotation active positive autour des axes mobiles (III.40) ou (III.110) est

associée une rotation active positive autour des axes fixes (III.82), l’angle 0ξ  est le

premier et l’angle 0ϕ  est le dernier,

)r(A
!Ψ ′′′ )r(),,(R 000

fixe
A

!Ψξθϕ=

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0
!

Ψξ−θ−ϕ−=    . (III.111)

(ap3) L’opérateur rotation active positive autour des axes fixes (III.82) ou (III.111) et

l’opérateur rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf sont équivalents

(III.98) ou (III.99),

)r(A
!

Ψ ′′′ )r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0
!

Ψξ−θ−ϕ−=

)r(),,(R 000
W,fixe

A
!Ψξ−θ−ϕ−=    . (III.112)

L’opérateur rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf,

),,(R 000
W,fixe

A ξ−θ−ϕ− , correspond bien à une rotation active positive (puisqu’il y a
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des signes « – » dans les arguments des exponentielles) où l’angle 0ξ  est le premier et

l’angle 0ϕ  est le dernier. Sinon il y aura un conflit avec Fano (ap6) ci-dessous.

(ap4) L’opérateur rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf correspond à

l’opérateur rotation passive négative autour des axes mobiles selon Wolf (III.68),

l’angle − 0ξ  est le premier et l’angle − 0ϕ  est le dernier,

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(),,(R 000
W,mob

P ′′′Ψξ−θ−ϕ−= !

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( '''z0'''y0'''z0 ′′′Ψξ−θ−ϕ−=
!

   . (III.113)

Comme dans le paragraphe III.3.1, les deux opérateurs rotations selon Wolf

ont permis de relier la rotation active à la rotation passive. Nous avons adapté les

angles d'Euler (α, β, γ) pour rotation passive à ceux de la rotation active ( 000 ,, ξθϕ ).

(ap5) Une rotation passive négative autour des axes mobile selon Wolf (III.113) est liée

à une rotation passive négative autour des axes mobiles selon Fano (III.69), et cela

en gardant l’ordre des angles, l’angle − 0ξ  est le premier et l’angle − 0ϕ  est le dernier,

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(),,(R 000
F,mob

P ′′′Ψξ−θ−ϕ−= !

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0 ′′′Ψξ−θ−ϕ−=
!

   . (III.114)

(ap6) A une rotation passive négative autour des axes mobiles selon Fano (III.69) ou

(III.114) nous associons une rotation passive négative autour des axes fixes selon

Fano (III.89) en inversant l’ordre des angles : l’angle − 0ϕ  est le premier et l’angle − 0ξ

est le dernier,

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(),,(R 000
F,fixe

P ′′′Ψϕ−θ−ξ−= !

)r()Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0 ′′′Ψϕ−θ−ξ−=
!

   . (III.115)

(ap7) Enfin une rotation active positive autour des axes mobiles d'une fonction

correspond à une rotation passive des arguments de la fonction avec la matrice

),,(P 000 ϕϕϕϕθθθθξξξξ  autour des axes mobiles (III.36) ou (III.41),

( )r),,(P)r(),,(R)r( 000000
mob
A

1

A
!!!

ϕθξΨ=Ψϕθξ=Ψ ′′′    . (III.116)
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D’après les relations (III.110), (III.111) et (III.112), l’équation (III.116) peut se mettre

sous trois formes :

( )r),,(P

)r(),,(R

)r(),,(R

)r(),,(R

)r( 000

000
W,fixe

A

000
fixe
A

000
mob
A

1

A
!

!

!

!

! ϕθξΨ=
















Ψξ−θ−ϕ−

Ψξθϕ

Ψϕθξ

=Ψ ′′′    .

(III.117)

Dans ce cas il suffit d’appliquer la matrice passive ),,(P 000 ϕθξ  sur les arguments de

la fonction. Nous illustrerons cette propriété par un exemple au §. III.4.1.d.

Ces deux derniers paragraphes (III.3.1 et III.3.2) montrent que l’opérateur

rotation autour des axes fixes selon Wolf représente bien une rotation active

(positive ou négative). De plus notons qu’il y a en fait que quatre cas de figures

bien qu’il y aie six opérateurs rotations. En effet certains opérateurs sont équivalents.

Dans le paragraphe III.3.1, il y a équivalence entre (pa1) et (pa3) ainsi que (pa4) et

(pa5). Dans le paragraphe III.3.2, il y a équivalence entre (ap2) et (ap3) ainsi que (ap4)

et (ap5).
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III.3.3. Exemple de passage d'une rotation passive à une
rotation active

Afin de faciliter la compréhension des différentes figures de rotations, nous

allons appliquer une rotation passive positive aux angles d’Euler autour des axes

mobiles à la fonction d’espace, Xp)z,y,x( =Ψ  (ce n’est pas un vecteur, c’est bien

une fonction dont la représentation sur les figures III.12 et III.13 est une simple flèche),

dans le cas où,

4
;

2
; 000

π=γ=γπ=β=βπ=α=α    . (III. 118)

Pour cela nous allons adapter les relations obtenues au paragraphe III.3.1 (Fig. III.11).

(pa1) Commençons par l'opérateur rotation passive positive autour des axes

mobiles selon Fano (Fig. III.12 gauche) qui est donné par (III.69) ou (III.102),

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(,
2

,
4

R F,mob
P

1 ! ′′′Ψ




 πππ=    . (III.119)

L’objet se trouve le long de l’axe z ′′′− .

(pa2) Considérons à présent cette même rotation passive positive autour des axes fixes

selon Fano (Fig. III.12 droite) (III.89) ou (III.103). Il faut inverser l'ordre des angles :

)r(
4

,
2

,R)r( F,fixe
P

1

P
!! ′′′Ψ





 πππ=′′′Ψ ′′′    . (III.120)

L’objet est le long de l’axe z ′′′− .

(pa3) Prenons maintenant la rotation passive positive autour des axes mobiles selon

Wolf (III.68) ou (III.104), (Fig. III.12 gauche) :

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(,
2

,
4

R W,mob
P

1
′′′Ψ





 πππ=

!    . (III.121)

De même que pour Fano (pa1) l’objet se trouve le long de l’axe z ′′′− .
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(pa4) Afin d’établir le lien entre rotation passive et rotation active, nous utilisons

l'opérateur rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf (III.98) ou

(III.105). L'ordre des angles dans (III.121) est conservé :

)r(,
2

,
4

R)r( W,fixe
A

1

A
!!

Ψ




 πππ=′′′Ψ ′′′    . (III.122)

L’objet se trouve en −z.

(pa5) L'opérateur rotation active négative autour des axes fixes selon Wolf (III.122)

et l’opérateur rotation active négative autour des axes fixes (III.82) (Fig. III.13

gauche) sont équivalents,

)r(A
!Ψ ′′′ )r(,

2
,

4
R fixe

A

1 !
Ψ





 π−π−π−=    . (III.123)

L’objet se trouve en −z.

(pa6) Une rotation active négative autour des axes fixes (III.123) est identique à une

rotation active négative autour des axes mobiles (III.40), et cela en inversant l’ordre

des angles dans (III.123) (Fig. III.13 droite),

)r(A
!Ψ ′′′ )r(

4
,

2
,R mob

A

1 !
Ψ





 π−π−π−=    . (III.124)

L’objet se trouve en z− .

(pa7) Enfin une rotation passive positive d'une fonction autour des axes mobiles

correspond à une rotation active des arguments de la fonction par la matrice

(((( ))))4/,2/,A ππππππππππππ  (III.70) ou (III.108)







 ′′′





 πππΨ=Ψ=′′′Ψ





 πππ=′′′Ψ ′′′ r

4
,

2
,A)r()r(,

2
,

4
R)r(

32
WouF,mob

P

1

P
!!!!

   .

(III.125)

D'après l'égalité 3, la fonction Ψ  peut avoir deux types d'arguments : r!  ou r! ′′′ . Dans ce

cas il suffit d’appliquer la matrice active ( )4/,2/,A πππ  sur les arguments de la

fonction :
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(pa2) Rotation passive positive
autour des axes fixes selon Fano

(Fig. III.12 droite)

(pa6) Rotation active négative
autour des axes mobiles

(Fig. III.13 droite)
)I

4
iexp()I

2
iexp()Iiexp( zyz

πππ )I
4

iexp()I
2

iexp()Iiexp( z'y''z
πππ

(pa1) Rotation passive positive
autour des axes mobiles

selon Fano

(Fig. III.12 gauche)
)Iiexp()I

2
iexp()I

4
iexp( z'y''z πππ

(pa5) Rotation active négative
autour des axes fixes,

(pa4) selon Wolf

(Fig. III.13 gauche)
)Iiexp()I

2
iexp()I

4
iexp( zyz πππ

(pa3) Rotation passive positive
autour des axes mobiles

selon Wolf

(Fig. III.12 gauche)
)Iiexp()I

2
iexp()I

4
iexp( '''z'''y'''z πππ

Fig. III.11 : Relations entre les différentes rotations lorsque nous commençons par une rotation passive
positive 4et2, 000 πβπβπα ===  autour des axes mobiles selon Fano. Une rotation passive
positive autour des axes mobiles selon Fano (pa1) correspond une rotation passive positive autour des
axes fixes selon Fano (pa2) et une rotation passive positive autour des axes mobiles selon Wolf (pa3). A
cette dernière rotation correspond, en utilisant la rotation active négative autour des axes fixes selon
Wolf (pa4), une rotation active négative autour des axes fixes (pa5). De même cette rotation est liée à la
rotation active négative autour des axes mobiles (pa6)
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(III.126)

Nous remplacerons respectivement les coordonnées )z,y,x(  de )z,y,x(Ψ  par






 ′′′+′′′−′′′+′′′−′′′− )yx(

2
1)yx(

2
1z . Soit,

)r()z,y,x(,
2

,
4

R)r(
2

WouF,mob
P

1

P
!! Ψ=′′′′′′′′′Ψ





 πππ=′′′Ψ ′′′






 ′′′+′′′−′′′+′′′−′′′−Ψ= )yx(

2
1),yx(

2
1,z

3
   . (III.127)

Calculons indirectement les effets de 




 πππ ,

2
,

4
R WouF,mob

P  sur x)z,y,x( =Ψ  en

utilisant (III.127),

zx,
2

,
4

R)z,y,x(,
2

,
4

R WouF,mob
P

WouF,mob
P ′′′−=′′′





 πππ=′′′′′′′′′Ψ





 πππ    .

(III.128)

Sur les figures III.12 et III.13, l’objet ou la fonction se trouve toujours le long de

l’axe −z pour les rotations actives ou l'axe z ′′′−  pour les rotations passives de la

fonction et la rotation active des arguments avec la matrice A, ce qui confirme bien les

liens existant entre les différentes façons d'effectuer une rotation.

En résumé, nous disposons de deux méthodes pour trouver )r(P ′′′Ψ ′′′ !  à partir de

)r(
!Ψ  : appliquer un opérateur rotation à la fonction ou appliquer la rotation active aux

arguments de la fonction avec la matrice A. Nous avons pu illustrer avec un exemple

simple l'utilité des deux approches. Dans la pratique où l'expression analytique de la

fonction d'espace est plus compliquée, il est plus judicieux d'appliquer la matrice

active ),,(A γβα  sur les arguments de )r(P ′′′Ψ ′′′ !  pour trouver l'expression analytique de

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! .
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MOBILE
pa1, pa3

y

z

x
FIXE

pa2

x′

y′

z′ z z

x′

y′

z′

y
x

Rotation passive positive d’un angle πα =0  autour
de z : )z,(R W,mob

P ′′′π  ou )z,(R F,mob
P π .

Rotation passive positive d’un angle 40 πγ =
autour de z : )z,4(R F,fixe

P π .

y′

z ′′

x ′′

y ′′
y ′′

z ′′ x ′′

y
x

z

Rotation passive positive d’un angle 20 πβ =  autour
de y′  : )y,2(R W,mob

P ′′′π  ou )y,2(R F,mob
P ′π .

Rotation passive positive d’un angle 20 πβ =
autour de y : )y,2(R F,fixe

P π .

z ′′
z ′′′

x ′′′

y ′′′
z

x ′′′

z ′′′y ′′′

x
y

Rotation passive positive d’un angle 40 πγ =  autour
de z ′′  : )z,4(R W,mob

P ′′′π  ou )z,4(R F,mob
P ′′π .

Rotation passive positive d’un angle πα =0

autour de z : )z,(R F,fixe
P π .

Fig. III.12 : Comparaison entre rotation passive positive autour des axes fixes  selon Fano (figures de
droite) et rotation passive positive autour des axes mobiles selon Fano et selon Wolf (figures de gauche)
d’une fonction Xp)z,y,x( =Ψ  dont la représentation est une simple flèche.
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FIXE
pa4, pa5

y

z

x
MOBILE

pa6

y

z

x

z

x′

y′

z′

Rotation active négative d’un angle πα −=− 0

autour de z : )z,(R fixe
A π− .

Rotation active négative d’un angle 40 πγ −=−
autour de z : )z,4(R mob

A π− .

y

z

x

x ′′

y′

z ′′

y ′′

Rotation active négative d’un angle
20 πβ −=− autour de y : )y,2(R fixe

A π− .
Rotation active négative d’un angle

20 πβ −=− autour de y′  : )y,2(R mob
A ′−π

y

z

x
x ′′′

y ′′′ z ′′
z ′′′

Rotation active négative d’un angle
40 πγ −=− autour de z : )z,4(R fixe

A π−
Rotation active négative d’un angle πα −=− 0 autour
de z ′′  : )z,(R mob

A ′′−π

Fig. III.13 : Comparaison entre rotation active négative autour des axes fixes (figures de gauche) et
rotation active négative autour des axes mobiles (figures de droite) d’une fonction Xp)z,y,x( =Ψ
dont la représentation est une simple flèche.
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III.3.4. Exemple de passage d'une rotation active à une rotation
passive

Nous allons appliquer l'opérateur rotation active positive aux angles d’Euler

autour des axes mobiles à une fonction d’espace, Xp)z,y,x( =Ψ  (ce n’est pas un

vecteur, c’est bien une fonction dont la représentation sur les figures III.12 et III.13 est

une simple flèche), dans le cas où,

4
;

2
; 000

π=ξ=ξπ=θ=θπ=ϕ=ϕ    . (III.129)

Pour cela nous allons adapter les relations obtenues au paragraphe III.3.2 (Fig. III.14).

(ap1) Commençons par la rotation active positive autour des axes mobiles (Fig.

III.15 droite). L’opérateur est donné par (III.40) ou (III.110),

)r(A
!

Ψ ′′′ )r(,
2

,
4

R mob
A

1 !
Ψ





 πππ=    . (III.130)

L'objet se trouve en 2)zy( +− .

(ap2) Considérons à présent cette même rotation active positive autour des axes fixes

(Fig. III.15 gauche) (III.82) ou (III.111). Il suffit d'inverser l'ordre des angles d'Euler :

)r(A
!Ψ ′′′ )r(

4
,

2
,R fixe

A

1 !
Ψ





 πππ=    . (III.131)

L'objet se trouve en 2)zy( +− .

(ap3) Afin d’établir le lien entre rotation active et rotation passive, nous utilisons

l'opérateur rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf (III.99) ou (III.112),

)r(A
!

Ψ ′′′ )r(
4

,
2

,R W,fixe
A

1 !
Ψ





 π−π−π−=    , (III.132)

qui correspond à une rotation active positive autour des axes fixes (ap2) (Fig. III.15

gauche). L'objet se trouve en 2)zy( +− .

(ap4) Au cas ci-dessus (ap3) est associée la rotation passive négative autour des axes

mobiles selon Wolf (Fig. III.16 gauche) (III.68) ou (III.113),
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)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(
4

,
2

,R W,mob
P

1
′′′Ψ





 π−π−π−=

!    , (III.133)

L'objet se trouve en 2)zy( ′′′+′′′− .

(ap5) Une rotation passive négative autour des axes mobile selon Wolf (ap4) est liée à

une rotation passive négative autour des axes mobiles selon Fano (III.69) ou

(III.114) (Fig. III.16 gauche),

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(
4

,
2

,R F,mob
P

1
′′′Ψ





 π−π−π−= !    . (III.134)

L'objet se trouve en 2)zy( ′′′+′′′− .

(ap6) Nous pouvons à présent considérer cette même rotation autour des axes fixes

toujours selon Fano (III.89) ou (III.115) (Fig. III.16 droite),

)r(P ′′′Ψ ′′′ ! )r(,
2

,
4

R F,fixe
P

1
′′′Ψ





 π−π−π−= !    . (III.135)

L'objet se trouve en 2)zy( ′′′+′′′− .

(ap7) Enfin une rotation active positive d'une fonction autour des axes mobiles

correspond à une rotation passive des arguments avec la matrice (((( ))))ππππππππππππ ,2/,4/P

(III.41),














 πππΨ=Ψ=Ψ





 πππ=Ψ ′′′ r,

2
,

4
P)r()r(,

2
,

4
R)r(

3

1

2
mob
A

1

A
!!!!

   . (III.136)

D'après l'égalité 3, la fonction Ψ  peut avoir deux types d'arguments : 1r
!  et r! . Dans ce

cas il suffit d’appliquer la matrice passive ( )πππ ,2/,4/P  sur les arguments de la

fonction :
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(ap1) Rotation active positive
autour des axes mobiles

(Fig. III.15 droite)

(ap6) Rotation passive négative
autour des axes fixes selon Fano

(Fig. III.16 droite)
)Iiexp()I

2
iexp()I

4
iexp( z'y''z π−π−π− )Iiexp()I

2
iexp()I

4
iexp( zyz π−π−π−

(ap2) Rotation active positive
autour des axes fixes,

(ap3) selon Wolf

(Fig. III.15 gauche)

(ap5) Rotation passive négative
autour des axes mobiles

selon Fano

(Fig. III.16 gauche)
)I

4
iexp()I

2
iexp()Iiexp( zyz

π−π−π− )I
4

iexp()I
2

iexp()Iiexp( z'y''z
π−π−π−

(ap4) Rotation passive négative
autour des axes mobiles

selon Wolf

(Fig. III.16 gauche)
)I

4
iexp()I

2
iexp()Iiexp( '''z'''y'''z

π−π−π−

Fig. III.14 : Relations entre les différentes rotations lorsque nous commençons par une rotation active
positive 4et2, 000 πξπθπϕ ===  autour des axes mobiles. Une rotation active positive autour des
axes mobiles (ap1) correspond une rotation active positive autour des axes fixes (ap2). A cette dernière
rotation correspond, en utilisant la rotation active positive autour des axes fixes selon Wolf (ap3), une
rotation passive négative autour des axes mobiles selon Wolf (ap4). Cette rotation est liée à la rotation
passive négative autour des axes mobiles selon Fano (ap5), mais aussi à la rotation passive négative
autour des axes fixes selon Fano (ap6).
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Les coordonnées ( )111 zyx  de la fonction )z,y,(x 111Ψ  sont remplacées

respectivement par 




 −−+− x)yz(

2
1)zy(

2
1 . Soit,

)z,y,(x)z,y,x(,
2

,
4

R)z,y,(x 111

2
mob
A

1

A Ψ=Ψ




 πππ=Ψ ′′′






 −−+−Ψ= x)yz(

2
1)zy(

2
13

   . (III.138)

Calculons indirectement les effets de ( )πππ ,2,4R mob
A  sur x)z,y,x( =Ψ , en

utilisant (III.138),

)zy(
2

1x,
2

,
4

R)z,y,x(,
2

,
4

R mob
A

mob
A +−=





 πππ=Ψ





 πππ    .

(III.139)

Sur les figures III.15 et III.16, l’objet ou la fonction se trouve toujours le long de

l’axe en 2)zy( +−  pour les rotations actives et les rotations passives des arguments,

ou de l'axe en 2)zy( ′′′+′′′−  pour les rotations passives. Ce qui confirme bien les

liens existant entre les différentes façons d'effectuer la rotation.

En résumé, nous disposons de deux méthodes pour trouver )r(A
!

Ψ ′′′  à partir de

)r( 1
!

Ψ  : appliquer un opérateur rotation à la fonction ou appliquer la rotation passive aux

arguments de la fonction avec la matrice P. Nous avons pu illustrer avec un exemple

simple l'utilité des deux approches. Dans la pratique où l'expression analytique de la

fonction d'espace est plus compliquée, il est plus judicieux d'appliquer la matrice

passive ( )ϕθξ ,,P  sur les arguments de )r(A
!

Ψ ′′′  pour trouver l'expression analytique de

)r(A
!Ψ ′′′ .



CHAPITRE III : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs
150

FIXE
ap2, ap3

y

z

x MOBILE
ap1

y

z

x

z

x′y′

z′

Rotation active positive d’un angle 40 πξ =
autour de z : )z,4(R fixe

A π .
Rotation active positive d’un angle πϕ =0 autour
de z : )z,(R mob

A π .

y

z

x
x ′′

y′

z ′′
y ′′

Rotation active positive d’un angle 20 πθ =
autour de y : )y,2(R fixe

A π .
Rotation active positive d’un angle 20 πθ =
autour de y′  : )y,2(R mob

A ′π

y

z

x
x ′′′

y ′′′ z ′′
z ′′′

Rotation active positive d’un angle πϕ =0  autour
de z : )z,(R fixe

A π
Rotation active positive d’un angle 40 πξ =
autour de z ′′  : )z,4(R mob

A ′′π

Fig. III.15 : Comparaison entre rotation active positive autour des axes fixes (figures de gauche) et
rotation active positive autour des axes mobiles (figures de droite) d’une fonction Xp)z,y,x( =Ψ  dont
la représentation est une simple flèche.
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MOBILE
ap4, ap5

y

z

x FIXE
ap6

x′

y′

z′ z z

x ′

y′

z′

y
x

Rotation passive négative d’un angle 40 πξ −=−
autour de z : )z,4(R W,mob

P ′′′−π  ou )z,4(R F,mob
P π− .

Rotation passive négative d’un angle
πϕ −=− 0 autour de z : )z,(R F,fixe

P π− .

y′

z ′′

x ′′

y ′′
y ′′

z ′′

x ′′

y
x

z

Rotation passive négative d’un angle 20 πθ −=− autour
de y′  : )y,2(R W,mob

P ′′′−π  ou )y,2(R F,mob
P ′−π .

Rotation passive négative d’un angle
20 πθ −=− autour de y : )y,2(R F,fixe

P π− .

z ′′
z ′′′

x ′′′

y ′′′
z

x ′′′

z ′′′y ′′′

x
y

Rotation passive positive d’un angle πϕ −=− 0  autour
de z ′′  : )z,(R W,mob

P ′′′−π  ou )z,(R F,mob
P ′′−π .

Rotation passive négative d’un angle
40 πξ −=−  autour de z : )z,4(R F,fixe

P π− .

Fig. III.16 : Comparaison entre rotation passive négative autour des axes fixes selon Fano (figures de
droite) et rotation passive négative autour des axes mobiles selon Fano et selon Wolf (figures de gauche)
d’une fonction Xp)z,y,x( =Ψ  dont la représentation est une simple flèche.
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(pa1) Rotation passive positive
autour des axes mobiles selon Fano

(ap1) Rotation active positive
autour des axes mobiles

)r(/)r(P ′′′Ψ′′′Ψ ′′′ !!

),,(R 000
F,mob

P αβγ=
)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0 αβγ=

)r(/)r(A
!! ΨΨ ′′′

),,(R 000
mob
A ϕθξ=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0 ϕ−θ−ξ−=

(pa2) Rotation passive positive
autour des axes fixes selon Fano

(ap2) Rotation active positive
autour des axes fixes

)r(/)r(P ′′′Ψ′′′Ψ ′′′ !!

),,(R 000
F,fixe

P γβα=
)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0 γβα=

)r(/)r(A
!!

ΨΨ ′′′
),,(R 000

fixe
A ξθϕ=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0 ξ−θ−ϕ−=

(pa5) Rotation active négative
autour des axes fixes

(ap6) Rotation passive négative
autour des axes fixes selon Fano

)r(/)r(A
!!

ΨΨ ′′′
),,(R 000

fixe
A α−β−γ−=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0 αβγ=

)r(/)r(P ′′′Ψ′′′Ψ ′′′ !!

),,(R 000
F,fixe

P ϕ−θ−ξ−=
)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0y0z0 ϕ−θ−ξ−=

(pa6) Rotation active négative
autour des axes mobiles

(ap5) Rotation passive négative
autour des axes mobiles selon Fano

)r(/)r(A
!! ΨΨ ′′′

),,(R 000
mob
A γ−β−α−=

)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0 γβα=

)r(/)r(P ′′′Ψ′′′Ψ ′′′ !!

),,(R 000
F,mob

P ξ−θ−ϕ−=
)Iiexp()Iiexp()Iiexp( z0'y0''z0 ξ−θ−ϕ−=

Fig.III.17 : Les quatre cas de figure de rotation en partant d'une rotation passive positive autour des
axes mobiles selon Fano (colonne de gauche) ou en partant d'une rotation active positive autour des
axes mobiles (colonne de droite).
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III.3.5. Pouvons-nous supprimer les opérateurs rotations selon
Wolf ?

Grâce aux deux opérateurs rotations selon Wolf nous avons pu relier les deux

opérateurs rotations actives aux deux opérateurs rotations passives selon Fano. Nous

venons de voir qu'il y a quatre cas de figures bien qu'il y aie six opérateurs rotations

pour les fonctions d'espace. La question que nous nous posons est : « Pouvons-nous

supprimer deux des six opérateurs rotations ? ».

Nous ne pouvons pas supprimer les deux opérateurs rotations selon Fano et

garder les deux opérateurs rotations selon Wolf, car l'ordre des angles d'Euler de ces

deux derniers est le même. Il faut absolument que cet ordre soit inversé quand nous

passons d'un opérateur rotation autour des axes mobiles à un opérateur rotation autour

des axes fixes et vice versa. Nous avons rassemblé dans la figure III.17 les diverses

possibilités, ayant supprimé les deux opérateurs rotations selon Wolf.
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III.4. Tenseur irréductible

Les tenseurs cartésiens ne sont pas toujours souhaitables car ils apparaissent

régulièrement sous leur forme réductible. Ainsi on peut mettre les composantes d’un

tenseur cartésien sous forme de combinaisons linéaires qui se transforment

différemment. Par exemple, d’après Rose (p76-77 [13]), à partir d’un tenseur cartésien

d’ordre 2, Tkj , on peut former un scalaire qui est la trace du tenseur,

∑=
k

kkTt    , (III.140)

un tenseur antisymétrique de trois composantes,

A T Tg kj jk= −
1
2

( )     (avec j, k et g par permutation circulaire)   , (III.141)

et un tenseur symétrique d’ordre deux et de trace nulle, possédant cinq composantes

indépendantes,






 δ−+= kjjkkjkj t

3
2TT

2
1S    , (III.142)

soit,

kjgkjkj SAt
3
1T ++δ=    . (III.143)

Les tenseurs t, gA  et kjS  sont des tenseurs irréductibles, en effet la rotation d’un de ces

tenseurs ne modifie pas les autres, alors que la rotation du tenseurs réductible kjT

change toutes les composantes de ce tenseurs. Dans ce paragraphes nous allons voir

quatre types de tenseur irréductible : tenseurs d’espace associés à une rotation active et

passive et des tenseurs d’opérateur de spin associés à une rotation active et passive. La

démonstration de cette équation est donnée en annexe A.4.

D’après Mehring (p214 [22]) et Weissbluth (p13 [1]), les relations qui existent

entre un tenseur cartésien d’ordre 1 )z,y,xk,A( k1 =  et un tenseur sphérique

irréductible d’ordre 1 )1,0,1j,A( j1 −=  sont données par,
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Pour obtenir des tenseurs sphériques d’ordre supérieur il suffit de coupler des

tenseurs sphériques avec les coefficients de Clebsch-Gordan (Tab. III.2). Par exemple

pour obtenir un tenseur sphérique d’ordre 2, on couple deux tenseurs sphériques d’ordre

1 avec jmmJmJ 2211 . On obtient alors un tenseur sphérique d’ordre 2, un d’ordre 1

et un d’ordre 0 (Tab. III.3).

Tab. III.2 : Coefficients de Clebsch-Gordan impliqués dans le couplage de deux tenseurs sphériques
d’ordre 1 avec Jm2m2J1m1J  (Elbaz p221 [5], Heine p438 [23] et Weissbluth p29 [1]).

1J1 = 1J2 = J = 2 J = 1 J = 0

1m 2m m = 2 m = 1 m = 0 m = – 1 m = – 2 m = 1 m = 0 m = – 1 m = 0

1 1 1

1 0 2/1 2/1

1 – 1 6/1 2/1 3/1

0 1 2/1 2/1−

0 0 3/2 0 3/1−

0 – 1 2/1 2/1

– 1 1 6/1 2/1− 3/1

– 1 0 2/1 2/1−

– 1 – 1 1



CHAPITRE III : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs
156

Tab. III.3 : Tenseurs sphériques d’ordre 2, 1 et 0, résultant du couplage de deux tenseurs sphériques A et

B d’ordre 1 : ∑=
2m1m 2m2JB

1m1JAJm2m2J1m1JJmT .

( )

( )

( )

111122

1011111012

10101111111120

1110101121

111122
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2
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3
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6
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2
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−−−

−−−

−−

=

+=

++=

+=

= ( )
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( )1011111011

1111111110

1110101111

BABA
2

1T

BABA
2

1T

BABA
2

1T

−−−

−−

−=

−=

−=

)BABABA(
3

1T 11111010111100 −− +−=

Afin d’obtenir les relations entre un tenseur cartésien et un tenseur sphérique

irréductible, on remplace dans les systèmes du tableau III.3, les tenseurs sphériques

d’ordre 1 par des tenseurs cartésiens d’ordre 1. Par exemple les composantes du tenseur

d’ordre 2 sont (Mehring p214 [22]),

( )[ ]

( )[ ]
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BABABABA3
6
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2
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2
1T

!    . (III.145)

On utilisera ces relations dans le chapitre I du tome I consacré au couplage

quadrupolaire.
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III.4.1 Tenseur d’espace

Dans ce paragraphe III.4.1, nous utilisons souvent les trois matrices rotations

autour des axes fixes de Wigner qui ne seront définies que dans le paragraphe suivant

(§. III.4.2). Nous donnons ici simplement l'origine de ces trois matrices :

( )AAA
)actif,( ,,D γβα" , ( )FFF

)F,passif,( ,,D γβα"  et ( )WWW
)W,passif,( ,,D αβγ" (eee). Ces

trois matrices sont déduites directement des trois opérateurs rotations autour des axes

fixes : ),,(R AAA
fixe
A γβα  défini par (III.82) pour une rotation active positive,

),,(R FFF
F,fixe

P γβα  défini par (III.89) pour une rotation passive positive selon Fano et

),,( WWW
W,fixe

P αβγℜ  défini par (III.101) pour une rotation passive positive selon

Wolf. Il n'y a pas d'exposant « fixe » dans les matrices rotations de Wigner parce

qu'elles sont toujours associées à des rotations autour des axes fixes. Par la suite, nous

écrirons simplement matrice rotation (active ou passive) de Wigner sans préciser autour

des axes fixes. Contrairement aux deux matrices rotations ),,(A γβα  et ),,(P αβγ  qui

sont de dimensions 3 X 3, les matrices rotations de Wigner sont de dimensions 2)1j2( +

où j  est l'ordre du tenseur étudié. L'ordre des angles d'Euler dans les matrices rotations

de Wigner est le même que celui dans l'opérateur rotation associé. Nous allons exhiber

la matrice rotation de Wigner avec quelques exemples.

III.4.1.a. Rotation passive positive pour un seul angle

Dans un premier temps pour simplifier la compréhension nous nous

s’intéresserons d’abord à une rotation à un seul angle. Pour observer l’effet de la

rotation d’un tenseur d’espace, nous allons utiliser les harmoniques sphériques d’ordre 1

(Fig. III.18) qui sont des tenseurs sphériques irréductibles d’espace. Plaçons-nous dans

le cas où,

2
et0 0

π=β=β=γ=α    . (III.146)

                                                
(eee) L'exposant et l'indice W ne renvoient pas à Wigner mais à Wolf.
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Les harmoniques sphériques d’ordre 1 (Tab. III.1) sont représentées par trois fonctions

d’espace (Zare p98 [17]),
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Notons que pour simplifier la figure III.18, nous n’avons représenté que des

harmoniques sphériques simplifiées,
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telles que (Fig. III.18.a),

)r(Y)r(F
r2

1
4
3

k1k1
##

=
π

   . (III.149)

Nous disposons de deux méthodes pour effectuer cette rotation : appliquer une

rotation passive positive sur les harmoniques sphériques ou appliquer la matrice active

A aux arguments des harmoniques sphériques.

(1) Nous allons observer les effets d’une rotation passive positive sur les harmoniques

sphériques. Comme nous l’avons vu précédemment il est possible de décrire une

rotation de différentes façons. Comme la rotation d'angle 2/0 π=β=β  s'effectue

autour de l'axe y, il n’est pas possible de différencier l’opérateur rotation passive

positive autour des axes mobiles de celui autour des axes fixes. Mais pour rester

cohérent avec les notations, nous supposerons que les rotations, dont deux sont nulles,

s'effectuent autour des axes mobiles(fff). Toujours en raison de cette rotation particulière,

nous n’avons pas besoin de préciser si l'opérateur rotation est selon Wolf ou selon Fano.

                                                
(fff) Il n'y a pas d'incompatibilité entre l'opérateur rotation passive autour des axes mobiles et la matrice

rotation passive autour des axes fixes de Wigner, puisque que nous pouvons toujours substituer un

opérateur rotation autour des axes mobiles par un opérateur rotation autour des axes fixes équivalent.
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D’après le paragraphe II.1.4, une rotation active négative (l’objet tourne dans le

sens négatif, Fig. III.18.a et Fig. III. 18.c) correspond à une rotation passive positive

(les axes du référentiel tournent dans le sens positif, Fig. III.18.a et Fig. III.18.b).

Remarquons que le passage de la figure III.18.b à la figure III.18.c correspond à une

rotation globale négative d’un angle 2π−  autour de l’axe y ′′′ .

D'après la figure III.18, nous obtenons,

)yiz()r(F0,
2
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(2) De plus il est possible de considérer les arguments des harmoniques sphériques qui

sont des fonctions d’espace. Nous avons vu au paragraphe III.1.3.a qu’une rotation

passive positive d'une fonction correspond à l'application de la matrice active A

sur les arguments de la fonction (III.70). D'après le paragraphe II.2, la matrice active

dans le cas où,

2
et0 0

π=β=β=γ=α    , (III.153)

est donnée par,
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les coordonnées ( )zyx  des harmoniques sphériques )z,y,x(Ypassif
m,1  sont

remplacées respectivement par ( )xyz ′′′−′′′′′′ . Soit,
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Fig. III.18 : Rotation passive positive d'un tenseur d'espace d'ordre 1, F1m ∝  Y1m. Une rotation passive positive
(1) et une rotation globale négative (3) correspondent à une rotation active négative (2).



III.4. Tenseur irréductible
161

Les effets indirects de )0,2,0(R mob
P π  sur les harmoniques m1Y  sont calculés de la

façon suivante :
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En introduisant les harmoniques sphériques, les trois équations ci-dessus peuvent

se mettre sous la forme :
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La rotation des harmoniques est exprimée en fonction des mêmes harmoniques.

C’est une propriété des harmoniques sphériques, la combinaison linéaire de la partie

droite des équations (III.159), (III.160) et (III.161) ne peut contenir que des
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harmoniques sphériques du type m,1Y  (Weissbluth p57-58 [1]). Or ces relations peuvent

être écrites de manière plus compacte sous la forme,
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où )0,2,0(D )passif,1( π  est la matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre 1

(Edmonds 1974 p129 [20]). Les tenseurs sont écrits en matrices-lignes. Nous n’avons

pas précisé si cette matrice rotation de Wigner est selon Wolf ou selon Fano, puisque les

angles α et γ sont nuls. Pour une composante du tenseur, nous avons :
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III.4.1.b. Rotation active positive pour un seul angle

Nous reprenons le raisonnement précédent et nous l’appliquons à une rotation

active positive aux angles d’Euler d’un tenseur d’espace dans le cas où,

2
et0 0

π=θ=θ=ξ=ϕ    . (III.164)

De la même façon que pour la rotation passive positive, il existe deux façons d’observer

une rotation active positive. En effet une rotation active positive (on tourne l’objet

dans le sens positif, Fig. III.19.a et Fig. III.19.c) correspond aussi à une rotation

passive négative (§. II.1.4.a) (on tourne les axes du référentiel dans le sens négatif, Fig.

III.19.a et Fig. III.19.b). On note que dans la figure III.19.a l'argument du tenseur est r
#

pour la rotation passive négative et 1r
#  n’est pas représenté pour la rotation active
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positive. On remarque que le passage de la figure III.19.b à la figure III.19.c correspond

à une rotation globale positive d’un angle 2π  autour de l’axe y ′′′ .

Enfin, une rotation active positive revient aussi à appliquer la matrice

passive sur les arguments de la fonction,
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les coordonnées ( )111 zyx  des harmoniques sphériques )z,y,x(Y 111
actif
m,1  sont

remplacées respectivement par ( )xyz− . Soit,
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De la même façon que pour la rotation passive positive (III.4.1.a), nous appliquons

)0,2,0(R mob
A π  sur les harmoniques m1Y  (Tab. III.1), que nous réécrivons de manière

plus compacte sous la forme,
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avec )0,2,0(D )actif,1( π  la matrice rotation active positive de Wigner d’ordre 1,
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(III.168)

Nous remarquons que la matrice )0,2/,0(D )actif,1( ππππ  est la matrice transposée de la

matrice )0,2/,0(D )passif,1( ππππ . Il est à noter qu’il n’existe pas de différence entre

actifY  et passifY , l’exposant n’est là que pour rappeler la rotation étudiée.
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Fig. III.19 : Rotation active positive d'un tenseur d'espace d’ordre 1, F1m ∝  Y1m. Une rotation active positive (2)
correspond à une rotation passive négative (1) et à une rotation globale positive (3).
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Nous venons de voir trois méthodes (§. III.4.1.a et III.4.1.b) qui permettent de

déterminer les effets des rotations sur des tenseurs d’espace :

(1) appliquer directement l’opérateur rotation sur les tenseurs. Dans notre exemple (Fig.

III.18 et III.19) cette méthode semble simple parce que le résultat est visualisé sur

une figure. Il est difficile de calculer directement l’action de l’opérateur sur les

tenseurs ;

(2) appliquer la matrice active ou passive sur les arguments des tenseurs selon le cas.

Cette méthode permet de calculer de façon simple les tenseurs après rotation. Mais

elle nécessite de déterminer séparément chaque tenseur ;

(3) appliquer la matrice rotation de Wigner. En effet nous avons mis en évidence

l’association d’un tenseur avec la matrice de Wigner. Cette méthode semble aussi

simple que la méthode (2) pour obtenir les nouveaux tenseurs. Mais ici les tenseurs

sont déterminés dans le même calcul.

Notons qu’ici il n’y pas de problème entre Fano et Wolf puisque 0=γ=α .

Nous allons voir dans les paragraphes suivants que l'application de la matrice

rotation de Wigner est la méthode la plus simple lorsque les angles d’Euler ne sont pas

nuls pour les tenseurs d’espace (§. III.4.1.c et III.4.1.d) et pour les tenseurs d’opérateurs

de spin (§. III.4.3.a-c).
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III.4.1.c. Rotation passive positive aux angles d’Euler

Jusqu’à maintenant, nous n’avons traité qu’un seul angle de rotation d'un tenseur

d'espace. Nous allons à présent nous intéresser au cas des rotations aux angles d’Euler

non nuls. Nous ne représenterons pas les fonctions au cours des rotations car cette

représentation graphique est compliquée.

Pour obtenir la matrice rotation passive de Wigner associée aux angles d’Euler,

appliquons la matrice active aux arguments des harmoniques sphériques d’ordre 1 (pa7,

§. III.3.1 et III.3.3). Plaçons-nous dans le cas d’une rotation passive positive aux

angles d’Euler autour des axes mobiles où,

4
;

2
; 000

π=γ=γπ=β=βπ=α=α    . (III.169)

Comme les deux opérateurs rotations passives autour des axes mobiles selon Fano et

selon Wolf sont équivalents, nous écrivons simplement WouF,mob
PR  pour représenter les

deux possibilités. Dans ce cas il suffit d’appliquer la matrice active )4/,2/,(A πππ

sur les arguments des harmoniques sphériques :
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les coordonnées ( )zyx  des harmoniques sphériques )z,y,x(Ypassif
m1  sont

remplacées respectivement par :
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Calculons indirectement les effets de 




 πππ ,

2
,

4
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P  sur les harmoniques

sphériques m1Y  (Tab. III.1) en utilisant (III.171),
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En utilisant les harmoniques sphériques, les équations ci-dessus peuvent se mettre sous

la forme suivante :
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Nous pouvons réécrire les équations (III.175) à (III.177) de manière plus compacte sous

la forme,
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où ),2/,4/(D )W,passif,1( πππ  est la matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre 1

selon Wolf (III.222). Cette matrice est associée à l'opérateur rotation passive positive

autour des axes fixes selon Wolf. Chaque harmonique sphérique étant une fonction

d'espace nous obtenons simplement :
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Nous disposons d'une méthode supplémentaire (égalité 4) par rapport à l’équation

(III.70) pour calculer ( ) )r(Y passif
lm

# ′′′′′′  en utilisant la matrice rotation passive de Wigner

selon Wolf. Nous noterons ici que par rapport au cas simple de la rotation pour un seul
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angle, nous n’avons que deux méthodes. L’effet directe de l’opérateur rotation sur les

tenseurs est difficile à visualiser à l’aide d’une figure.

En fait nous avons aussi,

( ))r(Y)r(Y)r(Y

4
,

2
,R

,
2

,
4

R
passif

11
passif

10
passif

11
F,fixe

P

WouF,mob
P ### ′′′′′′′′′















 πππ






 πππ

−

( ) 




 πππ′′′′′′′′′= − ,

2
,

4
D)r(Y)r(Y)r(Y )W,passif,1(passif

11
passif

10
passif

11
###    . (III.180)

Comme dans le cas des rotations actives des fonctions d'espaces (III.109), nous avons

une seule matrice rotation passive de Wigner selon Wolf pour trois opérateurs rotations

passives.

Remarques : Il y a deux anomalies dans la déduction de l’équation (III.180)

Bien que l'opérateur rotation passive positive autour des axes fixes selon Fano

),,(R FFF
F,fixe

P γβα  soit présent, c'est la matrice rotation passive positive de Wigner

selon Wolf qui est mise en évidence. C'est la première anomalie. Comme nous l’avons

rappelé au début du paragraphe III.4.1, l'ordre des angles d'Euler dans un opérateur

rotation et dans la matrice rotation de Wigner associée doit rester le même. Si la matrice

rotation passive positive de Wigner selon Fano est impliquée, elle doit être de la forme

( )4/,2/,D )F,passif,1( πππ . Mais cette dernière est différente de ( )πππ ,2/,4/D )W,passif,1( .

La seconde anomalie est la suivante : nous exploitons les deux interprétations de

l'opérateur rotation autour des axes fixes selon Wolf (III.98). Cet opérateur est impliqué

dans la matrice rotation passive de Wigner selon Wolf en temps qu'opérateur rotation

passive positive autour des axes fixes. Il est aussi impliqué comme l'opérateur rotation

active négative autour des axes fixes (§. III.4.1.d).
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III.4.1.d. Rotation active positive aux angles d’Euler

Nous allons à présent illustrer le cas (ap7) des paragraphes III.3.2 et III.3.4 où,

4
;

2
; 000

π=ξ=ξπ=θ=θπ=ϕ=ϕ    . (III. 181)

Appliquons la matrice passive ),2/,4/(P πππ  sur les arguments des

harmoniques sphériques d’ordre 1 :
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les coordonnées ( )111 zyx  des harmoniques sphériques )z,y,x(Y 111
actif
m1  sont

remplacées respectivement par 
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Calculons indirectement les effets de ),2/,4/(R mob
A πππ  sur les harmoniques

sphériques m1Y  (Tab. III.1) en utilisant (III.183),
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Les équations ci-dessus peuvent se mettre sous la forme :
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Nous pouvons réécrire les équations (III.187), (III.188) et (III.189) de manière plus

compacte sous la forme,
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où )4/,2/,(D )actif,1( πππ  est la matrice rotation active positive de Wigner d’ordre 1.

Chaque harmonique sphérique étant une fonction d'espace, elle s'obtient comme suit :
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Remarquons que la matrice rotation active positive de Wigner dans (III.190) est la

matrice transposée du complexe conjugué de la matrice rotation passive positive de

Wigner selon Wolf dans (III.178).

En fait nous avons,
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Comme dans le cas des opérateurs rotations passives (III.117), nous disposons d'une

matrice rotation active de Wigner pour trois opérateurs rotations actives.

L'ordre des angles d'Euler dans l'opérateur ( )4/,2/,R fixe
A πππ  est bien le même

que celui dans la matrice ( )4/,2/,D )actif,1( πππ . La première anomalie rencontrée dans

le cas étudié ci-dessus (§. III.4.1.c) n'existe pas. Par contre la seconde anomalie

concernant les deux interprétations de l'opérateur rotation de Wolf demeure ; ici c’est

l’interprétation « opérateur rotation active positive autour des axes fixes » qui est

considérée (III.99).

III.4.1.e. Pouvons-nous encore supprimer les deux opérateurs rotations
selon Wolf ?

En résumé, dans le cas des tenseurs comme dans le cas des fonctions d'espace,

nous disposons de deux matrices rotations de Wigner pour six opérateurs rotations.

Dans le cas d'une fonction d'espace, ses coordonnées sont écrites sous forme de matrice-

colonne. Par contre pour les tenseurs d'espace, les composantes sont disposées en

matrice-ligne.

Dans le paragraphe III.4.2, nous verrons que les matrices rotations de Wigner

sont définies pour des rotations autour des axes fixes. Par contre pour les matrices active
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A et passive P, les rotations ont lieu autour des axes mobiles. Nous disposons des

relations suivantes :
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passif
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et
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Nous aurions pu comme dans le cas d'une fonction d'espace supprimer les deux

opérateurs selon Wolf pour ne conserver que quatre opérateurs rotations. L'anomalie est

que nous gardons la matrice rotation passive de Wigner selon Wolf pour l'associer à

l'opérateur rotation de Fano autour des axes fixes (III.180). Cette anomalie n'apparaît

pas pour les rotations actives (III.192). La matrice rotation active de Wigner

( )000
)actif,1( ,,D ξθϕ  est bien associée à ( )000

fixe
A ,,R ξθϕ . Donc pour les tenseurs on

ne peut pas supprimer les deux opérateurs rotations selon Wolf.
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III.4.1.f. Faut-il abandonner les opérateurs rotations autour des axes
mobiles ?

Nous n'avons pas pu exhiber la matrice rotation passive de Wigner selon Fano

dans les exemples ci-dessus.

Pour la rotation passive, au lieu d'utiliser le couple ( )000
F,fixe

P ,,R γβα  et

( )000
)W,passif,1( ,,D αβγ  provenant de deux auteurs, il faut introduire l'opérateur rotation

passive positive autour des axes fixes de Wolf  (III.101) ou,

)Jiexp()Jiexp()Jiexp( zyz αβγ  ≡  ),,(W,fixe
P αβγℜ    , (III.195)

pour ne conserver que Wolf.

La rotation active ne pose pas de problème. Les angles d'Euler dans

( )000
fixe
A ,,R ξθϕ  et dans ( )000

)actif,1( ,,D ξθϕ  sont identiques.

( ) ( ) ( )( ))r(Y)r(Y)r(Y passif
11

passif
10

passif
11

### ′′′′′′′′′′′′′′′′′′ −

( )( ))r(Y)r(Y)r(Y,, passif
11

passif
10

passif
11000

W,fixe
P

1 ### ′′′′′′′′′αβγℜ= −

( ))r(Y)r(Y)r(Y passif
11

passif
10

passif
11

2 ###
−=

( ){ } ( ){ } ( ){ }( )r,,AYr,,AYr,,AY 000
passif

11000
passif

10000
passif

11

3 ### ′′′γβα′′′γβα′′′γβα= −

( ) ( )000
)W,passif,1(passif

11
passif

10
passif

11

4
,,D)r(Y)r(Y)r(Y αβγ′′′′′′′′′= −

###
   . (III.196)

et
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Plus généralement, à l'opérateur rotation active positive autour des axes fixes

correspond la matrice rotation active positive de Wigner. A l'opérateur rotation passive

positive autour des axes fixes selon Wolf correspond la matrice rotation passive positive

de Wigner selon Wolf. Cette concordance est due au fait que les composantes des

tenseurs sont écrites en matrice-ligne.

Une question se soulève : Quand rencontre-t-on la matrice rotation passive de

Wigner selon Fano (hormis bien sûr pour Fano lui même (Fano et Rau p76-77 [24]) ?

La réponse est : Quand Wigner, Weissbluth ou tout autre auteur privilégient la

définition des angles d'Euler autour des axes fixes du référentiel initial. Dans ce cas, on

se restreint aux rotations passives.
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III.4.2. Matrice rotation de Wigner

La matrice rotation autour des axes fixes de Wigner intervient dans de nombreux

domaines de la physique. Nous garderons donc le symbole J pour le moment angulaire.

De plus les opérateurs rotation que nous utiliserons par la suite seront exprimés dans le

référentiel initial qui est fixe (par convention) pour conserver les règles de

commutation des opérateurs de spin (sauf avis contraire). L’exposant « fixe » ne sera

plus précisé. Comme précédemment les angles d’Euler sont définis avec des axes

mobiles du référentiel initial (Fig. III.2). Enfin pour avoir les mêmes notations que

celles utilisées dans la littérature, nous noterons avec les mêmes symboles γγγγββββαααα et,

les angles d’Euler pour la rotation active et pour la rotation passive.

Jusqu'à présent, l'opérateur de spin dans l'argument d'un opérateur rotation ne sert

qu'à indiquer l'axe de rotation. Cet opérateur de spin va jouer son rôle dans les matrices

rotations active ou passive autour des axes fixes de Wigner dont la définition fait

intervenir les états propres m,j .

L'utilisation des matrices rotations autour des axes fixes de Wigner implique

implicitement l'abandon des opérateurs rotations passives et actives autour des axes

mobiles. Cet abandon va nous permettre de réexaminer les liens établis au paragraphe

III.3 entre les six opérateurs de rotation (Fig. III.9 et III.10) où en fait quatre d'entre eux

(Fig. III.17) sont nécessaires pour la rotation des fonctions d'espace. Pour la rotation des

tenseurs on a déjà suggéré au paragraphe III.4.1 que deux des trois opérateurs rotations

autour des axes fixes seront nécessaires. L'opérateur rotation passive positive autour des

axes fixes selon Fano peut être abandonné. A priori, les angles d'Euler pour la

rotation active n'ont plus de lien avec ceux de la rotation passive.

Dans ce paragraphe III.4.2, on introduit les trois matrices rotations de

Wigner où « autour des axes fixe » n'est plus nécessaire de préciser, puisque les

rotation s'effectuent toujours autour des axes fixes.
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III.4.2.a. Rotation active positive

La rotation active positive est le cas le plus étudié en physique. De Davydov

(p153-154 [14]) on détermine la matrice rotation active positive de Wigner. On a montré

que l’opérateur rotation active positive autour des axes fixes (III.82) est,

)Jiexp()Jiexp()Jiexp(),,(R zyz

déf

A γ−β−α−=γβα    . (III.198)

Cet opérateur commute avec 2J  (III.18). De la relation de fermeture (I.21), on a,

∑ γβα′′=γβα
'm

AA m,j),,(Rm,jm,jm,j),,(R    . (III.199)

De plus cet opérateur est un opérateur linéaire (Cohen-Tannoudji et collaborateurs

p701 [6]). Lorsqu’il agit sur un état propre m,j , qui est aussi état propre de 2J , il le

transforme en une combinaison linéaire d'états propres m,j , avec la même valeur de j

mais une valeur différente de m. Les coefficients de cette transformation,

m,j),,(Rm,j A γβα′ , sont les éléments de la matrice rotation dans la

représentation j. Ces éléments de matrice sont fonctions des angles d’Euler. Cette

matrice est appelée matrice rotation active positive de Wigner d'ordre j, (nous avons

précisé active positive)

m,j),,(Rm,j),,(D A
)actif,j(

m'm γβα′=γβα    . (III.200)

On a vu qu’une rotation passive (III.109) ou active (III.117) (et cela autour des

axes fixes ou mobiles) d’une fonction équivaut respectivement à l'application de la

matrice active ),,(A γβα  ou passive ),,(P αβγ  aux arguments de la fonction. Après

une rotation active, les coordonnées d’un point fixe particulier ),,r( 111 ϕθ $$
 (où

111 et,r ϕθ $$
 sont les coordonnées sphériques de ce point) sont transformées en

coordonnées ),,r( ϕθ $$
. Les états propres m,j  dépendent de ces angles exprimés dans

le système d’axes mobiles. On les notera m,j11ϕθ $$
 avant rotation et m,jϕθ$

$
 après

rotation. Des équations (III.41) et (III.117) valables pour une rotation active positive, on

obtient alors (Fig. III.20),
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1ϕ$

ϕ$

1θ
$
θ
$

z

x

y

),,( γβα

Fig. III.20 : Rotation active positive aux angles
d’Euler autour des axes fixes des états propres

m,j  dépendant initialement des angles polaires

1θ
$

 et 1ϕ$  puis des angles polaires θ
$

 et ϕ$  après
rotation.

m,jm,j),,(R 11

2

A ϕθ=ϕθγβα $$$$    . (III.201)

De cette dernière relation et des équations (III.199) et (III.200), on obtient,

∑ γβα′ϕθ=ϕθ
'm

)actif,j(
m'm11 ),,(Dm,jm,j $$$$

   . (III.202)

Pour reprendre les notations du paragraphe III.1.1, on peut considérer ces fonctions

comme des harmoniques sphériques m,jY  où j est un entier. En effet m,j  est un état

propre de z
2 JetJ , la projection de m,j  sur ),( 11 ϕθ $$

 est m,jY  (III.22) (Ngô

p211 [2]),

)fixes.coord(Y)(Ym,j actif
jm11jm11 ≡ϕθ=ϕθ $$$$

   . (III.203)

De façon générale une rotation active positive se traduira par les égalités suivantes

(Thankappan p168 [25]),

.)mob.coord(Y),,(R actif
jmAAAA γβα

)fixes.coord(Yactif
jm

2
=

( )( ).mob.coord,,PY AAA
actif
jm

3
αβγ=

),,(D.)mob.coord(Y AAA
)actif,j(

m'm
'm

actif
'jm

4
γβα=∑    ,

(III.204)
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ou,

)r(Y),,(R actif
jmAAAA

#
γβα

)r(Y 1
actif
jm

2 #
=

( )( )r,,PY AAA
actif
jm

3 #
αβγ=

),,(D)r(Y AAA
)actif,j(

m'm
'm

actif
'jm

4
γβα=∑ #    . (III.205)

où « coord.mob. » correspond aux coordonnées mobiles et « coord.fixes » correspond

aux coordonnées fixes.

Le caractère irréductible se manifeste ici par le fait que l’ordre « j » du tenseur est

conservé lors de la transformation. De l’équation (III.200), on déduit l'expression d’un

élément de la matrice rotation active positive de Wigner (Elbaz p298 [5], Dong p258
[26], Hafner et Spiess p203 [27], Mehring p220 [22], Messiah p456 [9], Zare p89 [17]) :

),,(D )actif,j(
m'm γβα m,j)Jiexp()Jiexp()Jiexp(m,j zyz γ−β−α−′=

)miexp(m,j)Jiexp(m,j)miexp( y γ−β−′′α−=

)miexp()(d)miexp( )actif,j(
m'm γ−β′α−=    . (III.206)

D’après Brink et Satchler (p22 [10]), Messiah (p922 [9]), Stancu (p216 [11]) ainsi que

Thompson (p219 [28]), la dépendance par rapport à β  de la matrice rotation active

positive de Wigner est donnée par la matrice réelle )(d )actif,j( β  dont un élément est

exprimé par :

[ ]∑ ′−+−−−′+
′−′+−+−=β

w

2
1

w)actif,j(
m'm )!mmw(!w)!wmj()!wmj(

)!mj()!mj()!mj()!mj()1()(d

mmw2w2mmj2

2
sin

2
cos

+′−−′+−






 β






 β×    . (III.207)

D’après Rose (p52 [13])(ggg) et Zare (p86 [17]), une autre expression est donnée par,

                                                
(ggg) Rose traite la rotation passive mais utilise l’opérateur rotation active. Il utilise donc la matrice

rotation active positive de Wigner, ce qui a créé beaucoup de confusion dans la littérature (Fig. III.3 et

III.4).
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[ ]∑ ′+−−+−′−
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)!mj()!mj()!mj()!mj()1()(d
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2
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2
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−′+−′−+






 β−





 β×    , (III.208)

où la somme se fait sur toutes les valeurs de w qui aboutissent à un factoriel supérieur

ou égal à zéro.

On montrera en annexe (A.5) une méthode permettant d’obtenir l’expression de

la matrice réelle )(d )actif,21( β . Mais à partir de ces deux dernières expressions (III.206) et

(III.207), on peut obtenir la matrice ),,(D )actif,1( γβα (hhh). Comme par la suite nous

traiterons des tenseurs d'ordre 1, nous donnons ici la matrice rotation active de Wigner

d'ordre 1 :

=γβα ),,(D )actif,1(

                                                  101 −























β+ββ−
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)(ii)(i
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e)cos1(
2
1esin
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2
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1cosesin
2
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e)cos1(
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1e)cos1(

2
1

1

0

1

   .

(III.209)

(Brink et Satchler p24 [10], Chaichian et Hagedorn p177 [7], Dong p258 [26], Messiah

p922 [9], Spiess p203 [29], Thompson p223 [28], Tinkham p111 [21], Zare p89 [17]).

                                                
(hhh)  D'une part Wigner (p362 [8]) écrit les matrices rotations de Wigner sous la forme suivante :















−
−

1
0
1

101

   ,

et d'autre part il privilégie les angles d'Euler définis autour des axes fixes (p357). La combinaison de ces

deux particularités fait que la forme matricielle de la matrice rotation passive de Wigner d'ordre 1 selon

Wolf est identique à (III.209).

Rose (p67 [13]) traite de la rotation passive mais utilise l'opérateur rotation active (équation 2.2

p16), par conséquence, la matrice rotation passive de Wigner selon Wolf devient identique à (III.209).
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III.4.2.b. Rotation passive positive

Pour la rotation passive positive, il faut considérer deux opérateurs rotations

différents, selon Fano et selon Wolf (§. III.1.3.c et III.2.3).

(1) Si on ne s’occupe que des rotations passives positives sans établir de lien direct avec

la rotation active positive, on choisira l’opérateur rotation passive positive autour des

axes fixes selon Fano (III.89),

),,(R F
P γβα )Jiexp()Jiexp()Jiexp( zyz

déf
γβα=    . (III.210)

Formellement, l'égalité ),,(R FFF
F
P γβα  = ),,(R FFFA γ−β−α−  est vraie. Ces deux

opérateurs ne diffèrent que par le signe des angles d'Euler. Donc les égalités dans

(III.204) et (III.205) , en particulier l'égalité 3, sont valables pour ),,(R FFF
F
P γβα .

En reprenant exactement le même raisonnement que pour la rotation active

positive, on obtient la matrice rotation passive positive de Wigner d'ordre j selon

Fano, (où nous avons précisé passive positive et selon Fano),

m,j),,(Rm,j),,(D F
p

)F,passif,j(
m'm γβα′=γβα    , (III.211)

on obtient alors l’expression générale suivante,

.)mob.coord(Y),,(R passif
jmFFF

F
P γβα

)fixes.coord(Ypassif
jm

2
=

( )( ).mob.coord,,PY FFF
passif
jm

3
α−β−γ−=

),,(D.)mob.coord(Y FFF
)F,passif,j(

m'm
'm

passif
'jm

4
γβα=∑    ,

(III.212)

ou,
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)r(Y),,(R passif
jmFFF

F
P ′′′γβα

#

)r(Ypassif
jm

2 #
=

( )( )r,,PY FFF
passif
jm

3
′′′α−β−γ−=

#

),,(D)r(Y FFF
)F,passif,j(

m'm
'm

passif
'jm

4
γβα′′′=∑ #    . (III.213)

De l’équation (III.211), on déduit l’expression d’un élément de la matrice

rotation passive positive de Wigner selon Fano (Edmonds (1957) p55 [19], Fano et Rau

p76 [24], Rose p52 [13], Wigner p167 [8]),

),,(D )F,passif,j(
m'm γβα m,j)Jiexp()Jiexp()Jiexp(m,j zyz γβα′=

)miexp(m,j)Jiexp(m,j)miexp( y γβ′′α=

)miexp()(d)miexp( )passif,j(
m'm γβ′α=    . (III.214)

La dépendance par rapport à β  de la matrice rotation passive positive de Wigner selon

Fano est donnée par )(d )passif,j( β  qui est une matrice réelle dont un élément est exprimé

par (Fano et Rau p76 [24], Wigner p167 [8]),

[ ]∑ −+−−−+
−+−+−=β

w

2
1

w)passif,j(
m'm )!m'mw(!w)!w'mj()!wmj(

)!mj()!mj()!'mj()!'mj()1()(d

'mmw2w2m'mj2

2
sin

2
cos

+−−+−






 β






 β×    , (III.215)

où la somme se fait sur toutes les valeurs de w qui aboutissent à un factoriel supérieur

ou égal à zéro. La matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre 1 selon Fano

(III.214) peut donc s’écrire (Fano et Rau p77 [24], Freude et Haase p7 [30]),



III.4. Tenseur irréductible
183

=γβα ),,(D )F,passif,1(

                                                    101 −























β+β−β−

βββ−

β−ββ+

− γ+α−α−γ−α−

γ−γ

γ−ααγ+α

)(ii)(i

ii

)(ii)(i

e)cos1(
2
1esin

2
1e)cos1(

2
1

esin
2

1cosesin
2

1

e)cos1(
2
1esin

2
1e)cos1(

2
1

1

0

1

   .

(III.216)

(2) Si à présent on veut faire le lien entre rotation passive et rotation active, il faut

utiliser l’opérateur rotation selon Wolf, on utilise l'interprétation rotation passive

positive (III.101) (Blum p311 [18] , Bouten [31], Edmonds (1974) p55 [20], Engelhardt

et Michel p29 [32]),

)Jiexp()Jiexp()Jiexp( zyz αβγ  
déf
≡  ),,(W

P αβγℜ    . (III.217)

En reprenant exactement le même raisonnement que pour la rotation active positive, on

obtient pour la matrice rotation passive positive de Wigner d’odre j selon Wolf, (où

nous avons précisé passive positive et selon Wolf),

m,j),,(m,j),,(D W
P

)W,passif,j(
m'm αβγℜ′=αβγ    , (III.218)

ainsi que l’expression générale suivante (Blum p95-96 [18]),

.)mob.coord(Y),,( passif
jmWWW

W
P αβγℜ

)fixes.coord(Ypassif
jm

2
=

( )( ).mob.coord,,AY WWW
passif
jm

3
γβα=

),,(D.)mob.coord(Y WWW
)W,passif,j(

m'm
'm

passif
'jm

4
αβγ=∑    ,

(III.219)
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ou,

)r(Y),,( passif
jmWWW

W
P ′′′αβγℜ

#

)r(Ypassif
jm

2 #
=

( )( )r,,AY WWW
passif
jm

3
′′′γβα=

#

),,(D)r(Y WWW
)W,passif,j(

m'm
'm

passif
'jm

4
αβγ′′′=∑ #    . (III.220)

Il est à noter que dans les équations (III.204), (III.205), (III.212), (III.213), (III.219)

et (III.220) les composantes du tenseur restent les mêmes dans chaque cas.

De l’équation (III.218), on déduit l’expression d’un élément de la matrice

rotation passive positive de Wigner selon Wolf (Blum p311 [18]),

),,(D )W,passif,j(
m'm αβγ m,j)Jiexp()Jiexp()Jiexp(m,j zyz αβγ′=

)miexp(m,j)Jiexp(m,j)miexp( y αβ′′γ=

)miexp()(d)miexp( )passif,j(
m'm αβ′γ=    . (III.221)

La dépendance par rapport à β  de la matrice rotation passive positive de Wigner selon

Wolf est donnée par )(d )passif,j( β . C’est la même matrice réelle que précédemment

(III.215). La matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre 1 selon Wolf (III.221)

s’écrit (Berestetskii et collaborateurs p369 [33], Edmonds (1974) p57 [20]),

=αβγ ),,(D )W,passif,1(

                                                   101 −























β+β−β−

βββ−

β−ββ+

− γ+α−γ−α−γ−

α−α

α−γγγ+α

)(ii)(i

ii

)(ii)(i

e)cos1(
2
1esin

2
1e)cos1(

2
1

esin
2

1cosesin
2

1

e)cos1(
2
1esin

2
1e)cos1(

2
1

1

0

1

   .

(III.222)

Weissbluth (p105 [1]) a permuté le rôle des angles d'Euler αααα et γγγγ, tout comme

Wigner (p357-358 [8]) puis qu'ils privilégient les angles d'Euler définis autour des
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axes fixes (Fig. III.5). Formellement, la matrice rotation de Wigner que présente

Weissbluth correspond à (III.216).

De (III.208) et (III.215) on a aussi les relations suivantes,

{ }
{ }





β=β−=β

β=β−=β

)(d)(d)(d

)(d)(d)(d
)actif,j()passif,j(t)passif,j(

)passif,j()actif,j(t)actif,j(

   . (III.223)

III.4.2.c. Propriétés des matrices rotations de Wigner

Suivant les conventions choisies, on peut utiliser une rotation active positive ou

une rotation passive positive pour un tenseur. Dans ce cas les matrices rotations de

Wigner ne seront pas les mêmes. Mais comme on l’a déjà entrevu dans le paragraphe

III.4.1, il existe des relations entre les matrices qui représentent ces types de rotations

(III.206), (III.221) et (III.214). On a,

)miexp()(d)miexp(),,(D )actif,j(
m'm

déf
)actif,j(

m'm γ−β′α−=γβα    , (III.224)

)miexp()(d)miexp(),,(D )passif,j(
m'm

déf
)W,passif,j(

m'm αβ′γ=αβγ    , (III.225)

)miexp()(d)miexp(),,(D )passif,j(
m'm

déf
)F,passif,j(

m'm γβ′α=γβα    . (III.226)

Si l’on prend le complexe conjugué de la matrice rotation active de Wigner et que l’on

utilise (III.223), on a,

{ } *
AAA

)actif,j(
m'm ),,(D γβα )miexp()(d)miexp( AA

)actif,j(
m'mA γβ′α=

)miexp()(d)miexp( AA
)passif,j(

'mmA ′αβγ=

),,(D AAA
)W,passif,j(

'mm αβγ=    . (III.227)

De même si l’on inverse les angles de la matrice rotation active de Wigner, que l’on

change leurs signes et que l’on utilise (III.223),

),,(D AAA
)actif,j(

m'm α−β−γ− )miexp()(d)miexp( AA
)actif,j(

mmA αβ−′γ= ′

)miexp()(d)miexp( AA
)passif,j(

mmA αβ′γ= ′

),,(D AAA
)W,passif,j(

m'm αβγ=    . (III.228)



CHAPITRE III : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs
186

On a de plus, si l'on change les signes des angles d'Euler de la matrice rotation active de

Wigner, on obtient :

),,(D AAA
)actif,j(

m'm γ−β−α− )miexp()(d)miexp( AA
)actif,j(

mmA γβ−′α= ′

)miexp()(d)miexp( AA
)passif,j(

mmA γβ′α= ′

),,(D AAA
)F,passif,j(

m'm γβα=    . (III.229)

La matrice rotation passive de Wigner selon Wolf est le complexe conjugué et

transposée de la matrice rotation active de Wigner. Par contre ce n'est pas le cas

pour la matrice rotation passive de Wigner selon Fano qui ne différencie avec la

matrice rotation active de Wigner que par les signes des angles d'Euler(iii).

On obtient bien sûr les relations réciproques,

{ } ),,(D),,(D WWW
)actif,j(

'mm
*

WWW
)W,passif,j(

m'm γβα=αβγ    , (III.230)

),,(D),,(D WWW
)actif,j(

m'mWWW
)W,passif,j(

m'm αβγ=α−β−γ−    , (III.231)

),,(D),,(D FFF
)actif,j(

m'mFFF
)F,passif,j(

m'm γβα=γ−β−α−    . (III.232)

De plus les matrices rotations de Wigner possèdent la propriété suivante,

m,jm,j ′ m,jRRm,j † ′=

∑
′′

′′′′′=
m

† m,jRm,jm,jRm,j    , (III.233)

où R est un opérateur rotation. On a aussi les relations suivantes,







′′′=′′′

δ=′
*†

'mm

m,jRm,jm,jRm,j

m,jm,j
   , (III.234)

où 'mmδ  est le symbole de Kronecker. D’après (III.234), en remplaçant les termes dans

(III.233) par des matrices rotations de Wigner on obtient,

{ }∑ δ=
''m

'mm
*

''m'm''mm DD    . (III.235)

                                                
(iii) Notons qu’il existe une relation entre la matrice rotation passive de Wigner selon Fano et la matrice

rotation active de Wigner, par exemple,
















γβα
















=γβα

001
010
100

),,(D
001
010
100

),,(D )actif,1()F,passif,1(    .
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Pour conclure, si l’on n'effectue que des rotations passives, on peut utiliser

l’opérateur rotation passive selon Fano. Par contre, si l’on doit effectuer aussi bien des

rotations passives que des rotations actives, il faut utiliser pour la rotation passive

l’opérateur rotation passive selon Wolf. En effet, la matrice rotation passive de Wigner

selon Wolf est bien l’inverse de la matrice rotation active de Wigner (III.227). De plus,

l’opérateur rotation passive positive selon Fano est équivalent à l'opérateur rotation

active négative. Par la suite nous utiliserons l’opérateur rotation passive selon Wolf.

Une propriété évidente qui permet de faire le lien entre rotation active et rotation

passive autour des axes fixes pour un tenseur est la suivante : Une rotation active

positive autour des axes fixes suivie par une rotation passive positive autour des axes

fixes est équivaut à l'opérateur identité et inversement (Chaichian et Hagedorn

p53 [7]). On a,

1=αβγℜγβα ),,(),,(R 000
W
P000A

1=γβααβγℜ ),,(R),,( 000A000
W
P    , (III.236)

tandis que(jjj),

1≠γβαγβα ),,(R),,(R 000
F
P000A

1≠γβαγβα ),,(R),,(R 000A000
F
P    . (III.237)

Bien qu'il y aie trois matrices rotations de Wigner, deux d'entre elles sont compatibles.

Ce sont ),,(D )actif,j( γβα  et ),,(D )W,passif,j( αβγ . Nous abandonnerons donc pour la

suite ),,(D )F,passif,j( γβα .

III.4.2.d. Application de la matrice rotation de Wigner en RMN

La difficulté d'emploi des matrices rotations de Wigner vient du fait que dans la

littérature, il n’est pas toujours aisé de faire la différence entre les matrices. En effet la

                                                
(jjj) Pour la rotation d'une fonction d'espace, comme nous voulons conserver les liens entre opérateurs

rotations actives et passives autour des axes mobiles et fixes, nous avons d'après les figures III.9, III.10 et

III.17 :

1=γβααβγ ),,(R),,(R 000
F,fixe

P000
fixe
A  et 1=γβααβγ ),,(R),,(R 000

F,mob
P000

mob
A    .
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matrice rotation de Wigner ),,(D )j( γβα  est très souvent notée de la même façon pour

une rotation active ou passive :

 (1) Brink et Satchler (p20-22 [10]) et Davydov (p154 [14]) écrivent un élément de la

matrice rotation active positive de Wigner sous la forme,
γ−α− β=γβα im)j(

m'm
'im)j(

m'm e)(de),,(D    . (III.238)

(2) Par contre Edmonds (p55 1974 [20]) écrit un élément de la matrice rotation passive

positive de Wigner sous la forme,
αγ β=γβα im)j(

m'm
'im)j(

m'm e)(de),,(D    . (III.239)

De plus on a vu que le choix du référentiel fixe et du référentiel mobile est

important pour définir les équations (III.204), (III.205), (III.212), (III.213), (III.219) et

(III.220). En général, pour un tenseur d’espace, on effectue une rotation passive

positive, car on veut exprimer passif
jmY  dans le référentiel (ΣOBS) en fonction du tenseur

exprimé dans (ΣPAS). On a,

∑ αβγ=
'm

)W,passif,j(
m'm

passif
'jm

passif
jm ),,(D.)mob.coord(Y)fixes.coord(Y    .

(III.240)

Pour Haeberlen (p10-11 [34]) (Fig. III.21), le référentiel mobile est (ΣPAS) et le

référentiel fixe est (ΣOBS)(kkk),

∑ ===
'm

passif
'jm

passif
jm )PAS:.mob.coord(Y)OBS:fixes.coord(Y

),,(D )W,passif,j(
m'm αβγ×    . (III.241)

Mais pour Man [35] et Mehring (p213 [22]) (Fig. III.22), le référentiel fixe est (ΣPAS) et

le référentiel mobile est (ΣOBS),

∑ ===
'm

passif
'jm

passif
jm )OBS:.mob.coord(Y)PAS:fixes.coord(Y

),,(D )W,passif,j(
m'm αβγ×    . (III.242)

A partir de l’équation (III.242) nous allons montrer comment exprimer

)OBS:.mob.coord(Ypassif =  en fonction de )PAS:fixes.coord(Ypassif =  dans la

                                                
(kkk) Nous utilisons le symbole « := » pour préciser la nature (OBS ou PAS) des coordonnées fixes ou

mobiles.
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convention choisie par Man. Multiplions (III.242) par [ ]*)W,passif,j(
m''m ),,(D αβγ  puis nous

sommons sur l'indice m :

[ ]∑ αβγ=
m

*)W,passif,j(
m''m

passif
jm ),,(D)PAS:fixes.coord(Y

∑ ==
m'm

passif
'jm )OBS:.mob.coord(Y

[ ]*)W,passif,j(
m''m

)passif,j(
m'm ),,(D),,(D αβγαβγ×

∑ δ==
'm

''m'm
passif

'jm )OBS:.mob.coord(Y    , (III.243)

où nous avons appliqué (III.235). Si mm ′′=′ , alors

[ ]∑ αβγ=
m

*)W,passif,j(
m''m

passif
jm ),,(D)PAS:fixes.coord(Y

)OBS:.mob.coord(Ypassif
''jm ==    . (III.244)

Or d’après (III.230), nous obtenons,

),,(D)PAS:fixes.coord(Y )actif,j(
''mm

m

passif
jm γβα=∑

)OBS:.mob.coord(Ypassif
''jm ==    . (III.245)

Donc pour Haeberlen (p12 [34]),

∑ ===
'm

passif
'jm

passif
jm )PAS:.mob.coord(Y)OBS:fixes.coord(Y

),,(D )W,passif,j(
m'm αβγ×    , (III.246)

pour retrouver Man [35] et Mehring (p221 [22]), (Davis [36], Thankappan p170 [25]),

∑ ===
'm

passif
'jm

passif
jm )PAS:fixes.coord(Y)OBS:.mob.coord(Y

),,(D )actif,j(
m'm γβα×    . (III.247)
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En fin de compte, Haeberlen utilise la matrice rotation passive positive de Wigner selon

Wolf (Tab. III.4) et Man utilise la matrice rotation active positive de Wigner (Tab. III.5)

bien qu’ils expriment, tous les deux, la rotation passive d'un tenseur(lll).

On remarquera que l’on utilise les tenseurs sphériques irréductibles parce que les

tenseurs se trouvent sous forme de matrices-lignes, ((III.204), (III.205), (III.212),

(III.213), (III.219) et (III.220)). Dans le cas d’un tenseur cartésien, le changement de

référentiel consiste à multiplier trois matrices carrées, procédure assez longue et qui le

devient bien plus lorsque l’on change deux fois de référentiel. Dans le cas des tenseurs

sphériques, le changement de référentiel est plus simple, il faut cette fois multiplier une

matrice-ligne par une matrice carrée (matrice rotation de Wigner).

α

β
γ

OBSz#

OBSy#

OBSx#

PASZ
#

0B
#

α

β
γ

OBSz#
PASZ

#

PASY
#

PASX
#

0B
#

Fig. III.21 : Chez Haeberlen (ΣPAS) est mobile et
(ΣOBS) est fixe.

Fig. III.22 : Chez Man (ΣPAS) est fixe et (ΣOBS)
est mobile.

Les angles d'Euler sont définis par rapport aux axes mobiles.
αHaeberlen = γMan   ;   βHaeberlen = βMan   ;   γHaeberlen = αMan   .

                                                
(lll) Nous verons au paragraphe III.4.3 que grâce à la relation (III.247) qui nous permet de manipuler un

tenseur d'un référentiel mobile en l'exprimant en fonction du même tenseur dans un référentiel fixe, nous

ne soucions plus des problèmes de commutateurs de spins évoqués dans le paragraphe III.2 (Zare p179-

180 [17]).
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Les deux matrices rotations passive (Tab. III.4) et active (Tab. III.5) de Wigner

d'ordre 2 sont souvent utilisées en RMN. Les angles d'Euler dans la matrice rotation

passive de Wigner d'ordre 2 présentée par Weissbluth (p106 [1]) sont définis par rapport

aux axes fixes. La matrice rotation active de Wigner d'ordre 4 (Man [37]) est utilisée en

RMN DAS, DOR et MQMAS.

III.4.2.e. Application de la matrice rotation de Wigner à la
« diagonalisation » des tenseurs

Parfois, on connaît l'expression d'un tenseur sphérique dans le référentiel (ΣOBS)

qui est considéré comme fixe (Fig. III.21), )OBS:fixes.coord(Ypassif
j = . On cherche

l'expression de ce tenseur dans son référentiel (ΣPAS) qui est considéré comme mobile,

)PAS:.mob.coord(Ypassif
j =  (Dong p255-256 [26]).

L'expression (III.241) donne la solution inverse :

∑ ===
'm

passif
'jm

passif
jm )PAS:.mob.coord(Y)OBS:fixes.coord(Y

),,(D )W,passif,j(
m'm αβγ×    . (III.248)

Il suffit d'inverser cette équation :

{ }∑ αβγ==
m

*)W,passif,j(
m'm

passif
'jm ),,(D)PAS:.mob.coord(Y

)OBS:fixes.coord(Ypassif
jm =×    . (III.249)

La relation (III.242) permet de réécrire l'équation ci-dessus sous la forme :

∑ ===
m

passif
jm

passif
'jm )OBS:fixes.coord(Y)PAS:.mob.coord(Y

),,(D )actif,j(
'mm γβα×    . (III.250)

La relation (III.242) permet aussi de "diagonaliser" un tenseur sphérique dans le

cas où le référentiel (ΣOBS) est mobile et son référentiel (ΣPAS) est fixe.
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Tab. III.4 : Matrice rotation passive positive de Wigner d’ordre 2 selon Wolf : ),,(D )W,passif,2( αβγ
(Chandrakumar p378 [38], Haeberlen p12 [34]).
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Tab. III.5 : Matrice rotation active positive de Wigner d’ordre 2 : ),,(D )actif,2( γβα  (Dong p258 [26],
Hafner et Spiess [27], Man [35], Mehring p221 [22], Spiess p204 [29]).
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III.4.3. Rotation de tenseurs d'opérateurs de spin

En RMN impulsionelle (une impulsion ou écho de spin), on utilise l'opérateur

rotation active autour des axes fixes du référentiel tournant ( OBSΣ ) pour suivre

l'évolution d'un tenseur d'opérateurs de spin dans le temps (Tab. I.2). Par contre, pour

exprimer les composantes d'un tenseur dans deux référentiels, on utilise l'opérateur

rotation passive autour des axes fixes selon Wolf.

Nous allons étudier l’effet d’une rotation active aux angles d’Euler ),,( γβα  sur

un tenseur d'opérateurs de spin d’ordre 1. Pour cela prenons les composantes sphériques

du moment angulaire de spin (III.144), nous utilisons de nouveau le symbole I, avec

( )zyxr I,I,II ≡#  et ( )
1111 zyxr I,I,II ≡#  :

( ) )iII(
2

1I,I,IT yxzyx11 +−=    , (III.251)

( ) zzyx10 II,I,IT =    , (III.252)

( ) )iII(
2

1I,I,IT yxzyx11 −=−    . (III.253)

Plaçons-nous dans le cas où,

4
;

2
; 000

π=γ=γπ=β=βπ=α=α     ; (III.254)

donc (III.82) ou (III.198) devient,






 π−





 π−π−=





 πππ zyzA I

4
iexpI

2
iexp)Iiexp(

4
,

2
,R    . (III.255)

Il existe trois façons de considérer les effets d’une rotation active sur un tenseur

d'opérateurs de spin :

(1) comme l'application de l'opérateur rotation active aux composantes du tenseur

d'opérateurs de spin ;

(2) comme l’application de la matrice passive P aux arguments des composantes du

tenseur d'opérateurs de spin ;

(3) comme l'application de la matrice rotation active de Wigner aux composantes du

tenseur d'opérateurs de spin.

Dans les cas (1) et (3), les rotations s’effectuent autour des axes fixes pour conserver les

relations des commutateurs, (III.15)−(III.18).
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III.4.3.a. Application de l'opérateur rotation active aux composantes du
tenseur d'opérateurs de spin

Nous n’avons plus besoin de dessiner les composantes du tenseur d'opérateurs de

spin aux différentes étapes de rotation, puisque nous pouvons les calculer. En général,

ce n'est pas le cas pour une fonction ou un tenseur d'espace (§. III.4.1.a– III.4.1.d).

Commençons par ( )r11 IT #  en utilisant la partie supérieur du tableau I.2 où les

opérateurs de spin se trouvent sous forme de matrices-lignes. Comme nous traitons un

tenseur d'opérateurs de spin, cette composante ( )r11 IT #  et les autres sont prises en

« sandwich » entre ),,(R A γβα  à gauche et [ ] 1
A ),,(R −γβα  à droite. Ceci n'est pas le

cas pour une fonction ou pour un tenseur d'espace où seul ),,(R A γβα  intervient.

( )
1

Ar11A 4
,

2
,RIT

4
,

2
,R

−














 πππ





 πππ #





 +−





 π−





 π−π−= )iII(

2
1I

4
iexpI

2
iexp)Iiexp( yxzyz

)Iiexp(I
2

iexpI
4

iexp zyz π




 π






 π×





 +−−−





 π−π−= )i1(I

2
1)i1(I

2
1I

2
iexp)Iiexp( yxyz

)Iiexp(I
2

iexp zy π




 π×

)Iiexp()i1(I
2
1)i1(I

2
1)Iiexp( zyzz π



 +−−π−=

)i1(I
2
1)i1(I

2
1

yz ++−=    . (III.256)

De même pour ( )r11 IT #
− ,

( )
1

Ar11A 4
,

2
,RIT

4
,

2
,R

−

− 












 πππ





 πππ #





 −





 π−





 π−π−= )iII(

2
1I

4
iexpI

2
iexp)Iiexp( yxzyz
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)Iiexp(I
2

iexp)I
4

iexp( zyz π
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 π−π−= )i1(I

2
1)i1(I

2
1I

2
iexp)Iiexp( yxyz

)Iiexp(I
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 π×

)Iiexp()i1(I
2
1)i1(I

2
1)Iiexp( zyzz π−
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)i1(I
2
1)i1(I

2
1

yz −−+−=     . (III.257)

Enfin pour ( )r10 IT # ,

( )
1

Ar10A 4
,

2
,RIT

4
,

2
,R

−
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 πππ #

zzyz II
4

iexpI
2

iexp)Iiexp( 




 π−





 π−π−=

)Iiexp(I
2

iexpI
4

iexp zyz π




 π






 π×

)Iiexp(I
2

iexpII
2

iexp)Iiexp( zyzyz π




 π






 π−π−=

)Iiexp(I)Iiexp( zxz ππ−=

xI−=     . (III.258)

III.4.3.b. Application de la matrice passive P aux arguments des
composantes du tenseur d'opérateurs de spin

Comme la rotation active d'une fonction revient à appliquer la matrice passive P

aux arguments de la fonction {(III.41) et (III.117)}, dans notre cas, l'effet de la matrice

passive P (II.20) sur les arguments zyx IetI,I  des composantes du tenseur d'opérateurs

de spin est,
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Les arguments des composantes )I,I,I(T
111 zyxm1  du tenseur sont remplacés

respectivement par 




 −−+− xyzzy I)II(

2
1)II(

2
1 . Soit,

1

Azyxm1A 4
,

2
,R)I,I,I(T

4
,

2
,R

−














 πππ





 πππ






 −−+−= xyzzym1

3
I),II(

2
1),II(

2
1T    . (III.260)

Les effets indirects de 




 πππ

4
,

2
,R A  et de 

1

A 4
,

2
,R

−














 πππ  sur les )I,I,I(T zyxm1  se

calculent en utilisant (III.259). Nous retrouvons alors les mêmes résultats que ci-

dessus :

( )
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Ar11A 4
,

2
,RIT

4
,

2
,R
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 −++−−= )II(

2
i)II(
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2
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2
1)i1(I

2
1

yz ++−=    ; (III.261)
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,RIT

4
,

2
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1)i1(I

2
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yz −−+−=    ; (III.262)
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Ar10A 4
,

2
,RIT

4
,

2
,R
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 πππ





 πππ # xI−=    . (III.263)

Dans le cas de tenseurs d’opérateur de spin d’ordre 1 ces calculs sont plus simples.

III.4.3.c. Application de la matrice rotation active de Wigner aux
composantes du tenseur d'opérateurs de spin

Appliquons directement la matrice rotation active de Wigner d’ordre 1 (III.190)

ou (III.209) aux composantes du tenseur d'opérateurs de spin qui sont écrites en

matrice-ligne.

( )
1

A111011A 4
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2
,RTTT

4
,

2
,R

−
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2
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2
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yzxyz    .

(III.264)

Les trois méthodes donnent les mêmes résultats. Comparons ces trois méthodes :

(1) l’application de l’opérateur rotation aux tenseurs d’opérateur de spin (§. III.4.3.a) est

assez longue. En effet chaque composante du tenseur d’opérateur de spin doit être
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traité séparément. De plus le calcul d’une composante du tenseur nécessite un calcul

pour chaque angle d’Euler ;

(2) l’application de la matrice passive P aux arguments des composantes du tenseur

d'opérateurs de spin (§. III.4.3.b) est plus rapide. Nous devons toujours traiter

séparément les composantes du tenseur. Mais le calcul de chaque composante du

tenseur ne nécessite qu’un calcul puisque les trois angles d’Euler sont intégrés dans

la matrice passive ;

(3)  l'application de la matrice rotation active de Wigner au tenseur d'opérateur de spin

(§. III.4.3.c) est la méthode la plus simple. Il suffit d’appliquer directement le

matrice de Wigner sur l’ensemble des composantes du tenseurs.

Ces trois remarques se justifient d’autant plus si nous considérons deux changements de

référentiels à la suite. La première méthode doit tenir compte des six angles d’Euler et

des différentes composantes du tenseur. La deuxième méthodes doit tenir compte des

deux changements de référentiel (calcul de deux matrices passives) et des différentes

composantes du tenseur. La troisième méthode doit tenir compte des deux changements

de référentiel par l’intermédiaire de deux matrices rotations de Wigner.

III.4.3.d. Généralisation

En utilisant le même raisonnement que pour la rotation de tenseurs d’espace (§.

III.4.2.a et III.4.2.b), on définit un tenseur sphérique irréductible d'opérateurs de spin
actif
IT  d’ordre I dont les composantes actif

IkT  (écrites sous forme de matrice-ligne) sont

transformées par la matrice rotation active de Wigner aux angles d’Euler ),,( γβα

selon les relations suivantes :

( ) [ ] 1
A

actif
IkA

1
actif
Ik ),,(R.)mob.comp(T),,(R.)mob.comp(T −γβαγβα=′′′

)fixes.comp(Tactif
Ik

2
=

( ).mob.arg),,(PTactif
Ik

3
αβγ=

),,(D.)mob.comp(T
'k

)actif,I(
k'k

actif
'Ik

4
γβα=∑    , (III.265)



CHAPITRE III : Traitements quantiques de la rotation des tenseurs
200

ou,

( ) [ ] 1
A

actif
IkA

1
actif
Ik ),,(R)finale.comp(T),,(R)finale.comp(T −γβαγβα=′′′

)initale.comp(Tactif
Ik

2
=

( )final.arg),,(PTactif
Ik

3
αβγ=

),,(D)finale.comp(T
'k

)actif,I(
k'k

actif
'Ik

4
γβα=∑    , (III.266)

ou,

( ) [ ] 1
Ar

actif
IkA

1

r
actif
Ik ),,(R)I(T),,(R)I(T −γβαγβα=′′′ ##

)I(T
1r

actif
Ik

2
#=

( )r
actif
Ik

3
I),,(PT #αβγ=

),,(D)I(T
'k

)actif,I(
k'kr

actif
'Ik

4
γβα=∑ #    , (III.267)

où ),,(D )actif,I( γβα  est la matrice rotation active positive de Wigner d'ordre I, « arg » et

« comp » signifient respectivement argument et composante. On notera qu’en général ce

sont les composantes fixes que l’on connaît et ce sont les composantes mobiles que

nous cherchons. D’où,

.)mob.comp(Tactif
Ik [ ]∑ −

γβα=
'k

1

k'k
)actif,I(actif

'Ik ),,(D)fixes.comp(T

),,(D)fixes.comp(T
'k

)W,passif,I(
k'k

actif
'Ik αβγ= ∑    .

(III.268)

Dans le cas de l’opérateur rotation passive selon Wolf, on a pour les

composantes passif
IkT  d'un tenseur sphérique irréductible d’opérateur de spin passif

IT

d’ordre I (sous forme de matrice-ligne) les relations suivantes :
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( ) [ ] 1W
P

passif
Ik

W
P

1
passif
Ik ),,(.)mob.comp(T),,(.)mob.comp(T −

αβγℜαβγℜ=′′′

)fixes.comp(Tpassif
Ik

2
=

( ).mob.arg),,(ATpassif
Ik

3
γβα=

),,(D.)mob.comp(T
'k

)W,passif,I(
k'k

passif
'Ik

4
αβγ=∑    , (III.269)

ou,

( ) [ ] 1W
P

passif
Ik

W
P

1
passif
Ik ),,()finale.comp(T),,()finale.comp(T −

αβγℜαβγℜ=′′′

)initiale.comp(Tpassif
Ik

2
=

( )final.arg),,(AT passif
Ik

3
γβα=

),,(D)finale.comp(T
'k

)W,passif,I(
k'k

passif
'Ik

4
αβγ=∑    , (III.270)

ou,

( ) [ ] 1W
Pr

passif
Ik

W
P

1

r
passif
Ik ),,()I(T),,()I(T −

′′′′′′ αβγℜαβγℜ=′′′ ##

)I(T r
passif
Ik

2
#=

( )r
passif
Ik

3
I),,(AT ′′′γβα= #

),,(D)I(T
'k

)W,passif,I(
k'kr

passif
'Ik

4
αβγ=∑ ′′′#    , (III.271)
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où ),,(D )W,passif,I( αβγ  est la matrice rotation passive de Wigner d'ordre I selon

Wolf(mmm). Enfin si on cherche les composantes mobiles dans le cas d’une rotation

passive selon Wolf, on a (Messiah p923 [9]),

.)mob.comp(Tpassif
Ik [ ] 1

k'k
)W,passif,I(

'k

passif
'Ik ),,(D.)fixes.comp(T −αβγ= ∑

),,(D.)fixes.comp(T )actif,I(
k'k

'k

passif
'Ik γβα= ∑    .

(III.272)

III.4.3.e. Application des matrices rotations de Wigner au cas d’une
impulsion +X

A l'aide des relations(III.265)-(III.267) et (III.269)-(III.271) entre les

composantes fixes et mobiles des tenseurs d'opérateurs de spin, nous allons traiter le cas

d’un spin 1/2, hors résonance, excité par une impulsion +X pendant une durée pt .

Comme nous l’avons vu au premier et au second chapitres, en RMN il faut se place

dans le référentiel tournant ( OBSΣ ). Dans cet exemple le système de spins n'étant pas à la

résonance, il existe donc un champ magnétique effectif constituant l'axe x ′′′  du

référentiel incliné d'axes ( x ′′′ , OBSy , z ′′′ ) (Fig. III.23).

                                                
(mmm) Si on s’intéresse au cas de la rotation passive selon Fano. L’opérateur rotation passive positive de

Fano correspond à l’opérateur rotation active négative (il suffit de changer le signe de l’argument de

l’exponentiel). Donc la rotation passive selon fano d'une fonction revient à appliquer la matrice active A

aux arguments de la fonction. Mais dans ce cas il faut rajouter un signe « – » aux angles d’Euler. Nous

avons pour les composantes passif
IkT  d'un tenseur sphérique irréductible de spin passif

IT  d’ordre I (sous

forme de matrice-ligne) des relations du type :

( ) [ ] 1F
P

passif
Ik

F
P

1
passif
Ik ),,(R.)mob.comp(T),,(R.)mob.comp(T

−
γβαγβα=′′′ )fixes.comp(T passif

Ik

2
=

( ).mob.arg),,(AT passif
Ik

3
α−β−γ−= ),,(D.)mob.comp(T

'k

)F,passif,I(
k'k

passif
'Ik

4
γβα=∑ …



III.4. Tenseur irréductible
203

OBSy#

1B
#

OBSx#

effB
#

OBSz#

γ
ω− r

0B
##

θ

x ′′′

Fig. III.23 : Champ magnétique effectif (à

la résonance : 0r B
## γω = ).

La résolution de ce problème passe par plusieurs étapes :

L'axe de rotation x ′′′  autour duquel s'effectue la nutation du vecteur aimantation

nucléaire n'étant pas un axe fixe, pour déterminer l’aimantation nucléaire après une

impulsion +X, nous devons exprimer le vecteur aimantation nucléaire initial sous forme

de tenseur dans ce référentiel incliné en utilisant la matrice rotation passive de Wigner

selon Wolf. Ainsi nous évitons les problèmes des commutateurs d'opérateurs de spin

signalés dans le paragraphe III.2.1 (Zare p179-180 [17]). Comme le vecteur aimantation

nucléaire peut être représenté par un tenseur d'opérateurs de spin d'ordre 1, nous

exploiterons les propriétés des matrices rotations de Wigner d'ordre 1.

(1) Etat initial :

A l’instant initial, l’aimantation nucléaire se trouve le long de l’axe OBSz  du

référentiel tournant, donc le tenseur sphérique d'opérateurs de spin k1T (comp. initiale /

réf. tournant)(nnn) est simplement ( )010I0 , le coefficient 0I  étant défini au

paragraphe I.6.4.c.

                                                
(nnn) La notation k1T (a / b) permet d’indiquer précisément le tenseur sphérique d’opérateur de spin. « a »

précise si l’on considère les composantes du tenseur avant transformation (comp. initiale) ou les

composantes du tenseur après transformation (comp. finale). Les transformations correspondent au cas

(1), (2), (3) et (5). « b » précise où l’on se situe (dans le référentiel tournant ou incliné ou avant ou après

rotation).
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(2) Passage du référentiel tournant au référentiel incliné :

D’après la figure III.23, le passage du référentiel tournant au référentiel incliné

est une rotation passive négative d’un angle )2( θ−π−=β  autour de l’axe OBSy  :

)tournant.réf/initiale.comp(Tpassif
k1













 θ−π−= ∑ 0,

2
,0D)incliné.réf/finale.comp(T

'k

)W,passif,1(
k'k

passif
'k1    .

(III.273)

Les composantes initiales ou fixes, passif
k1T (comp. initiale / réf. tournant), sont associées

au référentiel tournant ( OBSΣ ) alors que les composantes finales ou mobiles,
passif

'k1T (comp. finale / réf. incliné), sont associées au référentiel incliné. Nous cherchons

à obtenir les composantes finales en fonction des composantes initiales que nous

connaissons :

)incliné.réf/finale.comp(Tpassif
k1

1

k'k

)W,passif,1(

'k

passif
'k1 0,

2
,0D)tournant.réf/initiale.comp(T

−





















 θ−π−= ∑    .

(III.274)

(3) Nutation du vecteur aimantation nucléaire autour du champ magnétique

effectif :

Dans le référentiel incliné, la nutation du vecteur aimantation nucléaire autour du

champ magnétique effectif (l'axe x ′′′ ) est une rotation active négative. Les opérateurs

rotations actives ou passives aux angles d'Euler autour des fixes ou mobiles que nous

avons utilisés ne nous permettent pas d'effectuer une rotation autour d'un axe x. Il faut la

créer. En utilisant les axes ( x ′′′ , OBSy , z ′′′ ) du référentiel incliné, l'action du champ

magnétique effectif (ou la rotation autour de l'axe x ′′′ ) peut être décrite par une rotation

active d’un angle 2π=γ  autour de z ′′′ , puis d’un angle petω−=β  autour de OBSy  et

enfin d’un angle 2π−=α  autour de z ′′′ . (Dans notre cas, Fig. III.24, les spins sont

hors résonance, mais nous avons aussi représenté le cas des spins à la résonance

sur la Fig. III.25). Les composantes initiales ou fixes avant l'application de l'impulsion,
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actif
m1T  (comp. initiale / avant impulsion), sont reliées aux composantes finales ou mobiles

après l'application de l'impulsion, actif
'm1T (comp. finale / après impulsion), par :

)impulsionavant/initiale.comp(Tactif
m1






 πω−π−= ∑ 2

,t,
2

D)impulsionaprès/finale.comp(T pe
'm

)actif,1(
m'm

actif
'm1    ,

(III.275)

où actif
m1T (comp. initiale / avant impulsion) est égale à passif

k1T  (comp. finale / réf. incliné)

de (III.274). Inversement

)impulsionaprès/finale.comp(Tactif
m1

1

m'm
pe

)actif,1(

'm

actif
'm1 2

,t,
2

D)impulsionavant/initiale.comp(T
−














 πω−π−= ∑    .

(III.276)

(4) Retour du référentiel incliné au référentiel tournant :

L'observation du signal se fait dans le référentiel tournant. Le passage du

référentiel incliné au référentiel tournant est une rotation passive positive d’un angle

θ−π=β 2  autour de l’axe OBSy  :

)tournant.réf/finale.comp(Tpassif
n1

1

n'n

)W,passif,1(

'n

passif
'n1 0,

2
,0D)incliné.réf/initiale.comp(T

−














 θ−π= ∑    ,

(III.277)

où passif
'n1T (comp. initiale / réf. incliné) est égale à actif

m1T (comp. finale / après impulsion)

de (III.276). Nous cherchons les composantes passif
n1T (comp. finale / réf. tournant)

dans (III.277) qui seront notées sous la forme )T,T,T( 111011 − .

En introduisant les relations (III.274) et (III.276) dans (III.277), nous obtenons

successivement les deux égalités suivantes :

)tournant.réf/finale.comp(Tpassif
n1

∑∑
−














 πω−π−=

'n

1

'n'm
pe

)actif,1(

'm

actif
'm1 2

,t,
2

D)impulsionavant/initiale.comp(T
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1
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 θ−π    .

(III.278)

(5) Solution du problème :

D’après les matrices rotations de Wigner (III.209) et (III.222) nous avons,













 θ−π−=




















 θ−π−

−

0,
2

,0D0,
2

,0D )actif,1(
1

)W,passif,1(























θ+θ−θ−

θθθ−

θ−θθ+

=

)S1(
2
1C

2
1)S1(

2
1

C
2

1SC
2

1

)S1(
2
1C

2
1)S1(

2
1

   , (III.279)

où C = cos et S = sin ;
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Fig. III.24 : Dans le référentiel incliné, 0M
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vecteur aimantation d’un système de spins hors
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 se trouvant le long de l’axe
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(d). Les angles d'Euler sont toujours définis avec
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Fig. III.4).
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La représentation matricielle de la relation (III.278) est trois multiplications de quatre

matrices :
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Nous obtenons l'expression des composantes sphériques du moment angulaire de spin

( )111011 TTT − . Pour obtenir les composantes cartésiennes du moment angulaire de

spin nous utilisons les relations (III.251), (III.252) et (III.253) qui donnent,
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Nous retrouvons les mêmes expressions qu'en (I.204), (I.202), (I.206) et (II.54).
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A travers ces trois chapitres nous avons vu trois méthodes pour déterminer

l’aimantation nucléaire après une impulsion :

(1) en utilisant l’opérateur densité (§. I.6.4.e) ;

(2) en utilisant les matrices active A et passive P (§. II.4) ;

(3) enfin en utilisant les matrices rotations de Wigner (§. III.4.3.e).

La méthode (2) est simple mais elle n’est valable que pour un vecteur ayant trois

composantes. Elle n’est utilisable que dans des cas où le système de spins peut se

ramener à un vecteur. Les méthodes (1) et (3) sont valables pour tous les spins. La

méthode (1) nécessite la connaissance des matrices des tableaux I.2 et A1.1 et la

manipulation, pas toujours facile, des opérateurs exponentiels. La méthode (3) semble

plus simple puisqu’elle consiste à multiplier plusieurs matrices entre elles. Comme nous

l’avons vu la difficulté vient du choix judicieux de ces matrices suivant le cas étudié. La

méthode (1) est plutôt utilisée pour le calcul de l’évolution d’un système de spins après

excitation, alors que la méthode (3) est plutôt utilisée dans les changements de

référentiel. Mais ces deux méthodes peuvent être utilisées dans les deux cas.
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ANNEXE

A.1. Action de l’opérateur rotation sur les opérateurs de
spins

Nous avons, au paragraphe I.4, déterminé l’opérateur exponentiel, ainsi que les

effets de ce dernier sur les opérateurs de spins. Pour cela nous avons utilisé les

équations différentielles du 2ème ordre sans second membre. Mais il existe plusieurs

méthodes mathématiques pour obtenir le même résultat.

Utilisons le développement en série de l’exponentiel. Prenons le cas général,

)Iiexp(I)Iiexp()I(f jkj φφ−=    , (A1.1)

où k et j peuvent être x, y ou z. Si nous développons l’exponentiel nous obtenons :
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cette équation peut être réécrite sous forme de commutateurs :
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Considérons à présent le cas où xk II =  et zj II = ,
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On retrouve alors les développements en série du cosinus et du sinus, donc,

φ+φ=φφ− sinIcosI)Iiexp(I)Iiexp( yxzxz    . (A1.6)

En procèdent de la même façon pour zyx IetI,I  nous obtenons alors le tableau I.2 qui

correspond à une rotation active positive ou passive négative.

Si l’on veut exprimer une rotation passive positive ou active négative il suffit de

partir de,

z,y,xk,gavec)Iiexp(I)Iiexp( gkg =φ−φ    , (A1.7)

on obtient alors le tableau A.1.1,

Tab. A.1.1 : Action de l’opérateur rotation passive positive sur les opérateurs de spins. On notera que le
regroupement d'opérateurs de spin sous forme de matrice-ligne vient de l’utilisation des matrices
rotations de Wigner pour la rotation des tenseurs (§. III. 4.2)
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Nous retrouvons les matrices transposées du tableau I.2, puisque nous passons de

la rotation active positive à la rotation passive positive (§. II.1.4). Notons que les

opérateurs de spin sont sous forme de matrice-ligne. Si nous utilisons des opérateurs de

spin sous forme de matrice-colonne (Tab. I.2), il suffit de prendre les matrices

transposées du tableau A.1.1 pour la rotation passive positive (Chandrakumar

appendice II [1]).
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A.2. Définition d’une matrice de passage en
mathématique

Le problème est le suivant : on connaît les coordonnées d'un vecteur dans un

référentiel, et on veut connaître les coordonnées du même vecteur dans un autre

référentiel. Ces coordonnées sont écrites sous forme de matrices colonnes. On définit

mathématiquement une matrice de passage comme suit (Pécastaings p14-15 [2]).

Soit F un espace vectoriel de dimension n, { } )e...,,e(e n1
!!

=  et { } )e...,,e(e n1
!! ′′=′  deux
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On appelle matrice de passage de l’ancienne base {{{{ }}}}e  à la nouvelle base {{{{ }}}}e′′′′  la

matrice carrée R,
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Les colonnes de R sont les coordonnées des vecteurs de base de { }e′  en fonction des

vecteurs de base de { }e .

Soit u
!  un vecteur de F de coordonnées, écrites sous forme de matrices-colonnes,
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(ooo) Cette définition est utilisée par Ernst (p117 [3]) lors du passage du référentiel laboratoire au

référentiel tournant. On retrouve l’équation (II.21) si l’on exprime les vecteurs de la nouvelle base en

fonction des vecteurs de l’ancienne base.
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respectivement dans les bases { }e  et { }e′ . Il en résulte la formule de changement de

base pour un vecteur,

XRX ′=    . (A2.4)

Lorsque l’on connaît une loi mathématique qui dépend de X dans l’ancien référentiel,

pour obtenir cette même loi mathématique qui dépend de X′  dans le nouveau

référentiel il suffit de remplacer dans la loi mathématique X par XR ′ .

On obtient une relation différente pour un endomorphisme(ppp). Soit G la matrice

associée à l’endomorphisme U dans la base { }e . La matrice G′  associée à U dans la

base { }e′  est donnée par la formule de changement de base pour un endomorphisme,

GRRG 1−=′    , (A2.5)

ou encore,
1RGRG −′=    . (A2.6)

On voit qu’en mathématique il n’existe qu’une seul matrice de passage R. Lors

d'un changement de base, les vecteurs de base sont écrits sous forme de matrice-ligne,

par contre, les cordonnées d'un vecteur sont écrites sous forme de matrice-colonne. De

plus, on remarque que les relations (A2.1) et (A2.4) ne sont pas similaires. Dans (A2.1),

les vecteurs de base de la nouvelle base { }e′  sont donnés par le produit des vecteurs de

base de l’ancienne base { }e  avec R. Par contre dans (A2.4) ce sont les anciennes

coordonnées X de u
!  qui sont données par le produit de R avec les nouvelles

coordonnées X′  de u
! . De ces définitions nous allons réexaminer certaines relations

obtenues dans les paragraphes II.2 et II.3.

Supposons que )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 de notre référentiel fixe (ΣPAS) soit

l’ancienne base et que )z,y,x( OBSOBSOBS
!!!  de notre référentiel mobile (ΣOBS) soit la

nouvelle base. Lors d'un changement de vecteur de base ((II.21) et (II.26)) comme lors

d'un changement de coordonnées d’un vecteur ((II.36) et (II.49)) la matrice ),,(A γβα

                                                
(ppp) Un endomorphisme est une application linéaire U d’un espace vectoriel F vers lui même

(Pécastaings p196 [4]).
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est en fait la matrice de passage de la base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 du référentiel (ΣPAS) à la

base )z,y,x( OBSOBSOBS
!!!  du référentiel (ΣOBS). ),,(A γβα  est la matrice R.

Inversement, la matrice ),,(P αβγ  ((II.20) et (II.29)) est la matrice de passage

de la base )z,y,x( OBSOBSOBS
!!!  du référentiel (ΣOBS) à la base )Z,Y,X( PASPASPAS

!!!
 du

référentiel (ΣPAS). ),,(P αβγ  est la matrice 1R − .

En mathématique la matrice de passage R est associée au passage d’une base à

une autre, le formalisme utilisé convient bien à la description d'une rotation passive ; on

ne s'intéresse pas à la rotation active. Par contre, nous nous intéressons aussi bien à la

matrice de passage qu'à sa matrice inverse, elles sont impliquées dans les problèmes liés

aux rotations active ou passive.
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A.3. Propriété des fonctions d’opérateur

Dans les paragraphes III.2.2 et III.2.3, afin de pouvoir expliciter l’opérateur

rotation dans le référentiel fixe, nous avons utilisé une propriété mathématique des

fonctions. Nous allons démontrer ici cette formule mathématique. En utilisant un

développement en série sur l’exponentiel nous pouvons écrire :
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A et B étant des opérateurs.

Prenons un cadre plus général (Goldman p77 [5]), considérons une fonction f(A)

de l’opérateur A, qui peut s’exprimer de la façon suivante,

 n
n Ac)A(f ∑=    , (A3.2)

si U est un opérateur unitaire,
†n

n
† UUAcU)A(Uf ∑=    , (A3.3)

et puisque 1UU† = , nous pouvons écrire,

( )n†††††n UAUUAU...UAUUAUUUA ==    . (A3.4)

nous obtenons,

( )n†
n

† UAUcU)A(fU ∑=    , (A3.5)

donc,

)UAU(fU)A(fU †† =    . (A3.6)
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A.4. Tenseur irréductible

Nous avons vu dans le paragraphe III.4 comment mettre un tenseur sous forme

irréductible (III.143). Nous allons montrer dans cette annexe la déduction de ces

formules. Soit un tenseur cartésien Tkj d’ordre 2 représenté sous forme de matrice par,
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que nous pouvons écrire :
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Nous pouvons aussi rajouter deux matrices dont la somme est nulle,
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&&&&& '&&&&& %$&&&& '&&&& %$
)5(

2313

3212

3121

)4(

2313

3212

3121

0T
2
1T

2
1

T
2
10T

2
1

T
2
1T

2
10

0T
2
1T

2
1

T
2
10T

2
1

T
2
1T

2
10























−−

−−

−−

+























+    . (A4.3)

Si d’une part nous ajoutons la matrice (1) avec la matrice (5) et si d’autre part nous

ajoutons les matrices (2), (3) et (4), nous obtenons,
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Si nous appelons t, la trace de T, alors

t Tkk
k

= ∑    . (A4.5)

Nous pouvons dans la seconde matrice de T (A4.4), introduire, 
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t t− . Nous obtenons,
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T peut donc se mettre sous forme d’une somme de trois matrices. La première est un

tenseur antisymétrique d’ordre 1,

A T Tg kj jk= −
1
2

( )     (avec j, k et g par permutation circulaire)   , (A4.7)

la deuxième est un tenseur symétrique d’ordre 2 avec une trace nulle,

)t
3
2TT(

2
1S kjjkkjkj δ−+=    , (A4.8)

la troisième est un scalaire (donc un tenseur d’ordre 0) : kjt
3
1 δ .

Nous obtenons donc,

kjgkjkj SAt
3
1T ++δ=    . (A4.9)

Cette fois le tenseur se trouve sous sa forme irréductible.
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A.5. Matrice rotation active positive de Wigner d'ordre 1

Nous avons vu dans le paragraphe III.4.2.a, que la matrice rotation active positive

de Wigner d'ordre j dans le référentiel fixe pouvait se mettre sous la forme,

),,(D )actif,j(
m'm γβα jm)Iiexp()Iiexp()Iiexp(mj zyz γ−β−α−′=    ,

(A5.1)

ou encore,

),,(D )actif,j(
m'm γβα )miexp()(d)miexp( )actif,j(

m'm γ−β′α−=    . (A5.2)

Nous allons déterminer la matrice )(d )actif,1( β , dans le cas d’un spin 
2
1I = . C’est-à-dire

évaluer l’équation suivante,

jm)Iiexp(mj yβ−′    . (A5.3)

L’exponentielle peut se développer de la manière suivante,

exp( )
! !

... ...x
x x x x
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n

= + + + + + +1
1 2! 3

2 3

(A5.4)

Appliquons le au cas d’un spin 
2
1I = . Afin de simplifier l’écriture nous remplacerons

m,
2
1  par m ,
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(A5.6)

Si nous utilisons la représentation sous forme matricielle,
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1
4
1I2

y =    , (A5.9)

où 1 est la matrice identité.

Si nous introduisons ces relations dans (A5.5),

2
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(A5.13)

Si nous regroupons ces formules, nous obtenons,
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Nous retrouvons le développement du sinus et du cosinus,

2
1

2
sin

2
1

2
cos

2
1)Iiexp( y −β+β=β−    . (A5.15)

Nous procédons de la même façon avec l’équation (A5.6),
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Si nous regroupons ces formules, nous obtenons,
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Nous retrouvons le développement du sinus et du cosinus,
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Donc pour un spin I = 
1
2

, nous obtenons,
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La matrice rotation active positive de Wigner d'ordre 1 est (Goldman p80 [5] et

Messiah p922 [6]),
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Cette thèse a pour objet l'étude de nouvelles applications des noyaux quadrupolaires
en RMN. Nous avons quantifié le Gradient de Champ Electrique (GCE) dans la zéolithe Y
avec trois méthodes. Deux d'entre elles utilisent le 131Xe, celui-ci étant affecté par le
"ringing" de la sonde, nous avons cherché une séquence d'impulsions capable de l'éliminer.
Ces méthodes ont été appliquées sur des zéolithes Y désaluminées avec vapeur d'eau, ainsi
qu'aux zéolithes échangées aux lanthanes.

La première méthode se fonde sur la différence des déplacements chimiques du
131Xe et du 129Xe, cette différence est proportionnelle au carré du GCE. La deuxième
méthode est basée sur la nutation du 131Xe ; nous avons mis au point un programme
informatique, à l'aide duquel nous déterminons la valeur du GCE par ajustement de
l'intégrale de la raie avec son expression théorique. La troisième méthode utilise le MQ-
MAS (Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning) qui nous a permis de déterminer le GCE
des différents environnements des atomes d'aluminium dans des zéolithes Y désaluminées
(avec et sans vapeur d'eau). A partir de l'étude approfondie de cette séquence, nous avons
mis en évidence les liens existant entre le spin étudié, le cycle de phase et le traitement des
données expérimentales. De plus, nous proposons une nouvelle convention pour la
graduation de l'axe F1 d'un spectre à deux dimensions et nous apportons une solution aux
problèmes de repliements des raies d'un spectre MQ-MAS.

La RMN utilise constamment la rotation à travers la précession, la nutation, les
changements de référentiel… Nous avons traité la rotation de façon classique et quantique,
et plus particulièrement la matrice rotation de Wigner qui peut être utilisée lorsque
l'interaction quadrupolaire est exprimée sous forme de tenseurs sphériques irréductibles.
Nous donnons les différentes formes de cette matrice en fonction des conventions choisies.

The object of this thesis is the study of new applications of quadrupolar nuclei in
NMR. We have quantified the Electric Field Gradient (EFG) in Y zeolite by three methods.
Two of them use 131Xe; since this is affected by the ringing of the probe we have sought a
pulse sequence to eliminate it. These methods have been applied to steam-dealuminated Y
zeolites, as well as to lanthanide-exchanged Y zeolites.

The first is based on the difference in the chemical shifts of 131Xe and 129Xe, this
difference being proportional to the square of the EFG. The second is based on the nutation
of 131Xe; we have developed a computer program by means of which we determine the
value of the EFG by adjusting the integral of the NMR line to the theoretical expression.
The third method uses MQ-MAS (Multiple-Quantum Magic-Angle-Spinning) which has
allowed us to determine the EFG of the different environments of the aluminium atoms in
dealuminated (with or without steam) Y zeolites. From the detailed study of this sequence
we have demonstrated the relationships existing between the spin studied, the phase cycle
and the treatment of the experimental data. Moreover, we propose a new convention for the
graduation of the F1 axis of a two-dimensional spectrum, as well as a solution to the
problem of peak aliasing in a MQ-MAS spectrum.

NMR constantly uses rotation through precession, nutation, changes in the frame of
reference, etc. We have treated rotation in classical and quantum mechanical fashions and,
in particular, the rotation matrix of Wigner which can be used when the quadrupolar
interaction is expressed in the form of irreducible spherical tensors. We give the different
forms of this matrix depending on the conventions chosen.
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